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1. Introduction
Goals:

e overview of the theory of random graphs;

e Erd6s—Rényi random graphs, preferential attachment graphs, grap-
hons and random graphs, bounded degree random graph models;

e presenting some of the mathematical tools of the analysis of random
graphs (e.g. branching processes, martingales)

2. Erd6s—Rényi random graph and connectivity
Based on [12], Chapter 4.

1. Definition (Erdés—Rényi random graph). Let n > 2 be an integer
and 0 < p < 1. The Erdés—Rényi random graph ER,(p) is a graph on
vertices [n] = {1,...,n}. As for the edges, for every pair 1 < s <t <n we
connect vertices s and t with probability p, independently.

Notation: P, ,(A) is the probability of A in an ER,,(p). Similarly for expec-
tation and variance.

2.1. The size of the largest component in the subcritical case

We denote by %(v) the connectivity component of a vertex v (i.e. the set of
vertices from which there is a path to v), while @pax is the largest connec-
tivity component (or one of them, is it is not unique).

We will compare a so-called exploration algorithm on %'(v) to a similar
algorithm on a branching process, which is the following.

2. Definition (Branching process). The sequence of random variables
(Zn)n>0 is a branching process, if

Z'nfl
In=Y Xni  Zo=1,
=1

where (X, i)ni>0 is a family of independent identically distributed non-
negative integer valued random variables. The common distribution of X, ;
is called offspring distribution.



The following theorem is related to the behaviour of the largest component
in the Erd6s—Rényi graph.

3. Proposition (Extinction for branching processes). Let (Z,),>0 be
a branching process, and 1) be the probability of extinction:

n=PEn: Z,=0).

Then

(i) n=1 I'fE(XLl) <1;
(i) n=1ifE(X;1)=1and P(X =1) < 1;
(iii) n < 1ifE(X11) > 1.

First we deal with the subcritical case, which corresponds to E(X; ;) < 1.

We will need the following function:

Iy=XA—1-log\.

1. Theorem ([12], Theorem 4.4, lower bound). Assume that forn and
p we have np = X\ < 1. Then for every a > 1/I there exists 6 = §(a,A) >0
such that

P p(|Gmax| > alogn) = O(n™°).

2. Theorem ([12], Theorem 4.5, upper bound). Assumed that for n
and p we have np = X\ < 1. Then for every a < 1/I\ there exists 6 =
d(a, A) > 0 such that

Prp(|Cmax| < alogn) = O(n™°).

Proof of Theorem 1

Ezxploration of the connectivity component. In an graph ER,,(p) we run the
following process. Vertices might be active, inactive or neutral. At the
beginning, one vertex (denoted by v) is active, every other one is neutral.
At each step, we choose an arbitrary active vertex. All its neutral neighbors
become active, while the vertex itself becomes inactive. We repeat this, until
there are no active vertices left.

Let Sy be the number of acvtive vertices after ¢ steps. We have Sy = 1 (as
only v is active in the beginning). Note that the set of inactive vertices at
the end is exactly €’ (v). Since exactly one vertex becomes inactive at each

step, we obtain that
¢ (v) = min{t : S; = 0}. (1)



Let X; be the number of vertices becoming active at step t. Then we have

St = St—l + Xt — 1. (2)

Exploration of the branching process. We consider a branching process (De-
finition 2) in which the offspring distribution is binomial, more precisely,
each X, ; has binomial distribution with parameters n and p. Let

oo
T=> 2
n=0
be the total number of individuals in the process.

We use the same exploration process as in the Erdés—Rényi graph. At the
beginning the first individual is active, the others are neutral. At each step,
we choose an arbitrary active individual, all its offsprings become active,
while the individual itself becomes inactive. We repeat this until the are no
active vertices left.

Let S; be the number of active individuals after ¢ steps in the exploration
algorithm of the branching process. Since in this case we find all individuals,
and exactly one individual becomes inactive at each step, we have

T = min{t : S; = 0}. (3)

On the other hand, let X; be the number of individuals becoming active at
step t, that is, o o
Si=8t1+X:— 1 (4)

Since X; is the total number of offsprings of an individual, the random
variables X; have binomial distribution with parameters n and p.

Comparison of the graph and the branching process. In the exploration
algorithm of the Erdés—Rényi graph, X;, which is the number of vertices
becoming active at step t, is the number of neutral neighbors of the actual
active vertex. Since each pair is connected independently with probability
p, conditionally on the past, X; has binomial distribution, where the first
parameter is the actual number of neutral vertices, the second one is p. The
number of neutral vertices is at most n, hence we can couple X; and X
such that X; < X; holds. Furthermore, X;s are conditionally independent
of each other, and X;s are independent. Hence we can choose the sequences
(X1)i>1 and (X¢)i>1 such that X; < X; holds for all t. By equations (2)
and (4), we also have S; < S; for all t. This implies

Ppp(Sk >0Vk <t—1) <P, ,(Sp>0Vk<t—1).

(Here P, refers to the probability in a branching process with Bin(n,p)
offspring distribution.) By (1), the left-hand side means that the explora-
tion process does not stop during the first t — 1 steps, that is, there are at



least ¢ vertices becoming inactive and hence belonging to the connectivity
component of v. Similarly, by equation (3), the right-hand side is the pro-
bability that there are at least ¢ individuals in the branching process. We
conclude that

Prp(I ()] 2 1) <Prp(T 2 1),

which is Theorem 4.2. in [12].

Binomial distribution and exponential inequalities. From now on we exa-
mine the branching process with binomial offspring distribution. If the total
number of individuals is more than ¢, then there is at least one active vertex
after ¢ steps in the exploration algorithm, that is, S; > 0. Equation (4)
implies

Si=X1+...+ X —(t—1),

therefore
Ppp(T >1) <Ppp(Se>0)=P(X1+...+ X >1).

The random variables X1, ..., X; are independent, and have binomial dis-
tribution with parameters n and p. Hence Y = X; + ... + X, also has
binomial distribution, with parameters m = tn and p. We give an upper
bound on the tail probability by the usual exponential inequality (which is
used Azuma—Hoeffding argument):

E(e") _(e“-p+1-p)™

Py 28) =P(e 2 ety < =52 = 2P

To make the calculations easier, we use 1 + x < e* to get
P(Y >t) < (1+p(e"—1))™e™ < exp (p(e"—1)-nt—ut) = exp(—t(u—A(e"—1))).

The positive number u > 0 is chosen such that the upper bound becomes as
small as possible, that is, we minimize u — A(e* —1). It is easy to check that
we get e¥ = 1/\. Note that we use A < 1 at this point, otherwise this would
give v < 0, for which the inequality does not hold (in this case, t < E(Y)).

Putting this together, we have
P p(|€(0)] > t) < Ppp(T > t) < exp(—t(A —log A — 1)) = e,

Finally, we use the union bound for the largest component, and we substitute
t =alogn to get

Py p(|Gmax| > alogn) < nPpp(|€(v)] > alogn) =n - e @181

— nl—aIA — O(n—ﬁ)

for arbitrary é > 0, because of the condition aly < 1. (]



Remark. The proof of Theorem 2 can be done by the application of the
second moment method on the number of vertices belonging to a component
larger than ¢ (and not the number of large components), with appropriate
t. For this random variable Z by Chebyshev’s inequality we have

Var(Z)

P(Z =0) < B2

2.2. Phase transition of the Erdés—Rényi graph

Supercritical case.
Now we consider the Erdés—Rényi graph model with A = np > 1.

Let (Zy) be a branching process such that all X, ; has Poisson distribution
M. We denote by () the survival probability of this process, that is, the
probability of the event that Z,, > 0 holds for all n. Proposition 3 implies
that {, = 1 — n is positive in this case. Hence the following theorem is a
statement on the existence of a large component in the supercritical case.

3. Theorem (Theorem 4.8, [12]). Let A = np > 1. Then for every a €
(1,1) there exists § = 6(a, \) such that

Pn,p(“%maﬂ — (- n} > na) = O(n_5).

Key steps of the proof. Let Z be the number of vertices belonging to a
component larger than K logn (with an appropriate constant K'). Calculate
the expectation of Z, and give an upper bound for its variance (better than in
the subcritical case). Calculate the expected number of vertices in connected
components of size between K logn and an with a < (), and show that the
probability that there exists such a component tends to 0 as goes to infinity.
It follows that with high probability the size of the largest component is
equal to Z, whose asymptotic behavior has already been described.

4. Theorem (Theorem 4.16, [12]). Let A =np > 1. Then

’(gmax‘ _C)\ 'n iX

M
Vn
where X is a normal random variable with mean 0 and variance

O =aG)

2 _
T A A+ a0

Critical case.



5. Theorem (Theorem 5.1, [12]). Let A = np = 1 + In~ /3, where 9 €
R. There exists a constant b = b(¥) > 0 such that for all w > 1 we have

2/3
Pn,p (n < ’%max| < wn2/3> >1- E
w

w

Transition connectivity.
6. Theorem (Theorem 5.8, [12]). Suppose that for A\, = p, - n we have
Ap —logn — oo. Then
lim P, ,, (the graph is connected) = 1.
n—oo
On the other hand, if A, —logn — —oo, then

lim P, ,,, (the graph is connected) = 0.

n—o0

Main idea of the proof. Let Y be the number of isolated vertices. Show that
E,p(Y) = ne (1 + O(\?/n)), give an upper bound on the variance of Y,
and use the proposition below.

4. Proposition (Proposition 5.10, [12]). Let Y be the number of isola-
ted vertices in an Erd6s—Rényi graph: Y = Y  1(|¢(i)] = 1). For all
A=np and n > 2, we have

P, »(ERy(p) is connected) < Py, ,(Y = 0).
Moreover, if there exists an a > 1/2 such that \ > alogn, then, for n — oo,

P, »(ERy(p) is connected) = Py, ,(Y = 0) + o(1).

3. Stochastic block model

Based on: [1]

The stochastic block model is an inhomogeneous generalization of the Erd6s—
Rényi random graph model.

5. Definition (Stochastic block model). Let n,k be positive integers,
p = (p1,-...,px) be a probability distribution on [k] = {1,...,k}, and W be
a k x k symmetric matrix with entries in [0, 1].

The random graph SBM(n,p, W) is defined as follows. Let Xi,..., X, be
independent random variables with distribution p. Then vertices ¢ and j are
connected with probability Wx, x, independently for each pairs of vertices.

8



6. Definition (Symmetric stochastic block model). The random graph
SSBM with parameters n, k,a,b is a stochastic block model where p is the
uniform distribution on [k|, and W takes value a on the diagonal and b
otherwise.

Properties:

e for a,b > 0, the random graph SSBM(n, k,alogn/n,blogn/n) is con-
nected with high probability if and only if (a + (k — 1)b)/k > 1 (that
is, in this case, the probability that the graph is connected tends to 1
as n goes to infinity).

e the random graph SSBM(n, k,a/n,b/n) has a large component if and
only if d = (a + (k —1)b)/k > 1.

e For § < 1/2, the neighborhood at depth r = dlog,;n of a vertex v in
SSBM(n, k,a/n,b/n) tends in total variation to a branching process
of offspring distribution Poisson(d), where d = (a + (k — 1)b)/k.

3.1. Weak recovery

7. Definition (Agreement). Let x,y € [k]" be two vectors. Their agree-
ment is obtained by maximizing the common components between x and
any relabelling of y, that is,

8. Definition (Weak recovery). Weak recovery or detection is solved in
SSBM(n, k,a, b) if there exists € > 0 and an algorithm that takes G as an
input an outputs X such that

P(A(X,X)>1/k+e)=1—o(1)
as n — oQ.

The following is Theorem 8 from [1]. The bound is the so-called Kesten—
Stigum bound.

7. Theorem (Mossel, Neeman, Sly, 2015). We consider the SSBM(n, k,a/n,b/n)
symmetric block model. We define the signal-to-noise ratio as follows:
(a—b)?

TR D)
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For k = 2, weak recovery is not solvable if SNR < 1, that is, if (a — b)? <
2(a +b).

Method of the proof: message passing algorithms, in particular, reconstruc-
tion on trees. Consider the infinte rooted tree where each vertex has exactly
d descendants. We assign a random bit to the root, which is 0 or 1 with
probability 1/2. Each vertex passes along to its descendants the bit its gets,
but the bit changes on each edge with probability ¢ independently. Let X (©)
be the bit of the root, while X the set of bits at the vertices in the ¢th ge-
neration. Detection (reconstruction) is solvable if lim; ;s E(|E(X (@)X ®) —
1/2]) > 0. This is equivalent to lim; oo I(X (@, X®) > 0, where I(X,Y) =
H(X)+ H(Y)— H(X,Y) is the mutual information of two (vector-valued)
random variables. In this model, detection is solvable if and only if d(1 —
2¢)?2 > 1. (Kesten and Stigum proved in 1966 that this condition is suffi-
cient, and Bleher, Ruiz, Zagrebnov in 1995 and Evans, Kenyon, Peres and
Schulmann in 2000 proved that it is necessary.) The stochastic block model
locally looks like a Poisson Galton—Watson tree, for which similar results
hold. It is then enough to show that if weak recovery is possible, then
recovery is possible from the information of the communities of the leaves.

The following are Theorem 10 and Theorem 11 in [1], proving the existence
of algorithms for recovery.

8. Theorem (Massoulié, Mossel-Neeman—Sly, 2014). Fork = 2, weak
recovery is efficiently solvable if SNR > 1.

9. Theorem (Abbe—Sandon, 2015). Fork > 4, weak recovery is information-
theoretically solvable for some SNR strictly less than 1.

For general SBM(n,p, @/n) models, the signal-to-noise ratio is defined as
A3/A1, where )\; is the ith largest eigenvalue of PQ, with P being a diagonal
matrix with the same diagonal as Q.

For a signal-to-noise ratio larger than 1, weak recovery can be solved in
O(nlogn) steps (Theorem 12 in [1]).

4. Limits of dense random graphs

4.1. Random graphs from a graphon

For this section, see also [17].
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The following can be considered as a generalization of the stochastic block
model, in the case when W is a step function in the sense that it is a finite
linear combination of indicator functions of (disjoint) squares.

9. Definition (W-random graph, [18], 2006). The W-random graph mo-
del G(n, W) produces a graph on vertices v, ...,v, by using a symmetric
measurable function W : [0,1]> — [0,1]. Let Xi,..., X, be independent
random variables with uniform distribution on [0, 1]. Then connect vertices
v; and v; independently with probability W (X;, X;) for every 1 <i < j <mn.

A symmetric measurable function W : [0,1]2 — [0,1] is called a graphon.

We will be interested in the limit of a sequence of W-random graphs. Clearly,
the limit object will be W the question is: what does it mean for a graph
sequence to be convergent.

10. Definition (Homomorphism density). Let F' and G be finite simple
graphs. We say that ¢ : V(F') — V(G) is a homomorphism if it is adjacency-
preserving; that is, for every (v,v') € E(F) we have (¢(v),p(v")) € E(G).
We denote by hom(F, G) the number of homomorphisms from F' to G. The
homomorphism density of F' in G is defined as follows:

hom(F, G)

HF.G) = e

In other words, ¢(F, G) is the probability of the following event when uy, .. ., tuy,
are randomly chosen vertices from G (uniformly with replacement): for every
edge (v;,v;) of F the vertices u; and u; are connected in G (the vertex set
of F is v1,...,vm). That is, t(F,G) is the probability that if we map the
vertices of F' to the vertices of G, edges go to edges, and we get a homomor-
phism.

11. Definition (Graph convergence, [7], 2008). A sequence of finite simple
graphs (G,,) is convergent if the sequence (t(F ) Gn)) converges for all finite
simple graphs F'.

Now we examine whether the sequence of random graphs Gn=G (n, W) can
be convergent when W is a step function. Namely, suppose that W (z,y) =
w; j if v € I and y € I, where [0,1] = [ UIU. ..U}, with disjoint intervals
I, Is, ... 1.

First we consider the case when F'is a triangle. The question is: what is
the probability that three randomly chosen vertices of G, are all connected

11



to each other; this will be the expectation of the homomorphism density
t(F,Gy). Instead of randomly chosen vertices, we can take vy, v2, v3 for sake
of simplicity. Then by the law of total expectation, we have

E(t(F,G,)) = P(v1, vz, v3 form a triangle)
= wpqwewp, P(X1 € I, Xy € Iy, X3 € 1)

p7q7’r.
= Z Wy, qWa,rWp,r * |Ip| - |1g| - [Ir]
p7q7r
W($1, $2)W({L‘2, SEg)W(IL‘g, :L‘l) dl’l d:L'Q dl’g.
(0,1

If F' is not necessarily a triangle, then the product goes for all edges of
F (recall that in Definition 10, the condition is only for the edges of F).
This can motivate the following definition of homomorphism density of finite
simple graphs in graphons.

12. Definition. The homomorphism density of a finite simple graph F =
([m], E(F)) in a graphon W : [0,1]? — [0, 1] is given by

tHE,W) = I W z)de ... dog,.
O™ i5eB(F)

A sequence of finite simple graphs (G,) converges to a graphon W if for
every finite simple graph F' the sequence of homomorphism densities t(F, Gy,)
converges to t(F,W) as n — oo.

Now we can state one of the fundamental theorems of the theory of dense
graph limits, which can be proved by using the martingale convergence the-
orem.

10. Theorem (Lovasz—Szegedy, 2006, [18]). Let (G,) be a sequence of
finite simple graphs that is convergent. Then there exists a graphon W such
that G,, converges to W.

As for W-random graphs, more is true than the calculation of the expecta-
tion shows. To prove this, we will need Azuma’s inequality for martingales.

11. Theorem (Azuma inequality for martingales). Let a X, Xi, Xo,...
martingale with respect to Fy, F1,Fo,..., i.e. each X,, has finite expecta-
tion, Xy, is measurable with respect to F, and E(X,,|Fp—1) = Xym—1 holds

12



for every m > 1. In addition, suppose that |X,, — X;,—1| < ¢, holds for
some ¢, > 0 for every m > 1. Then for every t > 0 and n > 1 we have
2
P X, — Xo| >t) <2e —_—— .

12. Theorem (Lovasz—Szegedy, 2006, [18]). For every symmetric me-
asurable function W : [0,1]? — [0, 1], the sequence G(n, W) converges to W
with probability 1. That is,

lim t(F,G(n,W)):t(F,W):/ I Wi z)da ... doy,
e 04" sjep(p)

holds for every finite simple graph F' as n — oo almost surely.

Proof for a slightly modified version [18]. In the definition of homomorp-
hism densities, one can consider only the maps that are injective. Since the
map is from the vertex set of F' to the vertex set of GG,,, and the first one
is fixed, while the latter tends to infinity, most of the maps are injective
anyway. In the sequel we present the proof of the statement for injective
homomorphisms. The proof can be completed by using Lemma 2.1 from
[18].

Let F be a finite simple graph on vertices {1,...,k}, and fix n (until the
very end of the proof). We denote by G,, a G(n, W)-random graph. Let H
be the set of injective maps from {1,...,k} to the vertex set of G,,. There
are n(n —1)...(n —k+1) elements in H. For ¢ € H, let A, be the event
that ¢ is a homomorphism from F' to G,,. This is the same for all ¢ (by the
symmetry of the random graph model). In addition, as we discussed after
Definition 10, the homomorphism density is the probability that a randomly
chosen map is a homomorphism. By symmetry, P(A,) is the same for all ¢,
and a calculation similar to the argument after Definition 11 shows that it
is equal to the integral t(F, W). Therefore we have

t(F,W) = \f;\ > P(Ay).
peH

Given n, for 1 < m < n, let G}, be the induced subgraph of G,, correspond-
ing to the vertices v1, ..., vn,. The following sequence becomes a martingale
for 1 < m < n with respect to F,,, = o(G},):

]‘ *
By, = ] > P(AL|Gr).
peH

Indeed, we have

1
E(Bp|Fm-1) = | > E(P(Ap|Gy) | Fin-1) = Bm-1,

|H|
peH

13



as the o-algebra generated by G7,_; is contained by the o-algebra generated
by G7,.

Since Fy is the trivial o-algebra, By = ¢(F,W). On the other hand, the
event A, is measurable with respect to o(G,,), hence

P(A,|Gy) I(A,) = t(F,Gy),
B = 7 3 P16 = 17 3 104)
by the definition of homomorphism density.

Notice that

1
‘Bm — Bm—1| = ﬁ Z (P(A¢|Gm) - P(Aso‘Gm—l))
peH
‘H‘ Z ‘P @’G (AGD‘Gm—l)"
peH

The graphs G,,_1 and G, differ only in v,, and the edges connected to
it. The event A, (whether ¢ is a homomorphism or not) depends on the
subgraph corresponding t0 vy (1), - - -, Uy(k)- Hence if m is not in the range of
¢, then the conditional expectation of A, is the same with respect to G,,—1
and Gp,. The number of maps ¢ whose range contains k is k(n — 1)(n —
2)...(n—k+1). Therefore

kEn—1)...(n—k+1) k(n—-1)...(n—k+1) k

By — Bm_1] < = ==,
| i |H| nn—1)...(n—k+1) n

By the Azuma inequality on martingales with bounded differences (with
¢m = k/m for every m, see Theorem 11) we obtain

52
P(|B, — By| >¢) <2 ——=n|.
(1B Bo] 2 &) < 2exp ( — )

This means

52
P(t(F,Gn) — t(F.W)| > €) < 2exp ( - %n)

For fixed k (which is the number of vertices of F'), the right-hand side is
finite when we sum it up for n. Hence by the Borel-Cantelli lemma, with
probability 1, the event on the left-hand side occurs only finitely many times.
Since this holds for every fixed F' and e, we get that t(F, G,,) converges with
probability 1 to t(F, W) for every fixed F. O

14



4.2. Speed of convergence

Given a general convergence theorem, it is natural to ask how fast the con-
vergence is in some appropriate distance. As we will see, for some particular
models, more can be proved, but first we summarize some general results on
this question.

First we need a notion for distance of graphs, which induces the convergence
notion of Definition 11. As in [8], we define this for graphons (based on the
cut-norm defined in [13]), and then for finite graphs.

13. Definition (Cut distance, [8], 2008). The cut norm of a graphon
W is defined by

Wilo = sup

W (x, y)dl‘dy',
S, 7C0,1]

SxT

where the supremum goes over measurable subsets of [0, 1].

The cut distance of two graphons U, W is given by

So(U W)= inf U—we
a(U, W) ¢;[o,hrl—>[o,1} I o

where the infimum goes over all invertible maps ¢ : [0,1] — [0,1] such
that both ¢ and its inverse are measure preserving, and the graphon W is
defined by W(z,y) = W (¢(z), d(y))-

We assign a graphon W to every finite simple graph G = ([n], E(G)). For
1 <k < mn, let Jy, be the interval [(k—1)/n,k/n), and let J, = [(n—1)/n,1].)
Then

1, ifze Jj,ye€Jjandij e E(G);

0, otherwise.

WG ('Ia y) = {
Finally, the cut distance of two finite simple graphs is the following:

60(G,G") = so(We, Wer).

In the sequel, we will often write G instead of W when we consider distances
of graphs, or a graph and a graphon.

In general, the following is known for the connection between cut distance
and convergence.

13. Theorem ([7], Borgs—Chayes—Lovasz—T. Sés—Vesztergombi, 2008).
A sequence of finite simple graphs (G,,) is convergent if and only if it is a

15



Cauchy sequence in the cut distance, i.e. for every € > 0 there exists ng such
that for every n,m > 0 we have 0q(Gy,Gp,) < €.

A sequence of finite simple graphs (G,) converges to W if and only if
n(Weg,,, W) tends to 0 as n — oo. Moreover, the vertices of the graphs
can be labeled such that ||Wg, — W||o — 0.

14. Corollary (Uniqueness of the limit). For a sequence of finite simple
graphs (Gy,), if (G,,) converges to W and also to W*, then oo(W, W*) =0,
that is,

inf  |[W? —W*|g=0.
¢:[0,1]—10,1]

We are interested in the cut-distance of a W-random graph on n vertices and
W as a random variable. There are some general results on this. In general,
without any assumption on the structure of the graphon, the following can
be proved.

15. Proposition ([17], 2012, Lemma 10.16). Let W be a graphon, and
G(n,W) is a W-random graph on n vertices. Then the following holds:

IP<5D (G(n, W), W) < N

)21

However, one expects that for graphons with simpler structures, the W-
random graph on n vertices is closer to the original graphon. Recently, Klopp
and Verzelen [15] have proved a result in this direction, by understanding
the speed of convergence of graphons with finitely many values. The next
theorem shows that faster convergence can be proved if the range of the
graphon has much smaller size than the number of vertices. It also implies
that the uniform result of Proposition 15 is the best possible.

14. Theorem ([15], 2017+). Let W be a graphon that has k possible
values (2 < k <mn). Then for the W-random graph on n vertices we have

E(6(G(n, W), W)) < C\/E,

where C' is a universal constant (depending neither on n, nor or k).

This is formulated for dense graphs, but in [15], a more general version is
proved for sparse random graphs generated from graphons. A related result
on LP-graphons (symmetric LP-functions on [0, 1]?) can be found in [5] and
[6].
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4.3. Special models

Now we summarize some random graph models defined by Borgs, Chayes,
Lovész, T. S6s and Vesztergombi [8, 2011], who also investigated the limits
of these sequences.

16. Definition (Growing uniform attachment model). We start with
a single vertex {vg}. At stepn > 1, we add a new vertex v, to the graph, and
independently for each 1 <i < j < mn we connect v; and v; with probability
1/n (if they are not connected yet).

Notice that for fixed ¢ and j the probability that v; and v; are not connected
to each other after n steps is the following:

A b S (e
j+1 j+2 7 n n

I

which tends to 0 as n — oo. That is, each pair of vertices gets connected at
some point with probability 1.

15. Theorem ([8]). The sequence of growing uniform attachment conver-
ges to the graphon W (z,y) = 1—max(x,y) with probability 1 as the number
of vertices tends to infinity.

17. Definition (Growing ranked attachment graph). We start with a
single vertex {v1}. At step n > 2, we add a new vertex v, to the graph,
and connect it to v; with probability 1 —i/n for every 1 < i < n — 1 in-
dependently. Then every pair of nonadjacent vertices (among v, ...,v,) is
connected independently with probability 2/n.

Again, for fixed ¢ and j the probability that v; and v; are not connected
tends to 0. Now the limit object is different.

16. Theorem ([8], 2011). The sequence of growing uniform attachment
converges to the graphon W (z,y) = 1 —xy with probability 1 as the number
of vertices tends to infinity.

18. Definition (Simplified dense preferential attachment graph). Given
n, the vertices will be {v1,...,v,}. Fixc>0. For j =1,2,...,2[cen?], cho-
ose one of the vertices according to an n-color Pdélya urn process: at the
beginning, each vertex has a single ball. Then at each step we choose one
of the vertices with probabilities proportional to the number of balls, and
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assign a new ball to the urn of this chosen vertex. We repeat this 2[nc?]
times. Finally, we connect the pairs of vertices chosen in steps 25 — 1 and
2j for j = 1,...,[en?] if they are different, but only once if a pair appears
several times.

We get a graph which has n vertices and [cn?] edges. This means that the
edge density is
[en”]

(3)
This graph model is called ”dense” because the edge density converges to
a positive number. Without the restriction on loops (i.e. not connecting a
vertex to itself) and multiple edges, the limit can also be defined but not in
the sense of Definition 11. In that case, instead of cut distance, the so-called
jumble distance can be used [16]. As for the current simplified version, the
following holds.

— 2¢ > 0.

17. Theorem ([20], 2012). The sequence of simplified dense preferential
attachment graphs converges to the graphon W (z,y) =1 —exp(—clnzlny)
with probability 1 as the number of vertices tends to infinity.

The version of the preferential attachment graph where loops and mul-
tiple edges are allowed can be reformulated as follows. The vertices are
{v1,...,v,}, and there are no edges in the beginning. We add edges one by
one for steps k = 1,..., [nc?]. We denote by deg,(v) the degree of vertex v
after k steps. Then, at step k + 1, the probability that vertices v and v are
connected with an edge is the following:

2(degy (u) + 1)(degy(v) +1)
(n+2k)(n+2k+1)

if u # v, and the probability that we add a loop to vertex v is given by

(degy(v) + 1)(degy(v) +2)
(n+2k)nt2k+1)

This shows that vertices of larger degree have more chance to get new ed-
ges. This is the preferential attachment property, which will be a common
property of the random graph models in the next chapter.

5. Preferential attachment grafok

A preferential attachment attachment véletlen grafokat [12] alapjan el6szor
m = l-re definidljuk. Ekkor minden lépésben egy 1j csucsot és egy 1j élt
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veszlink a grafhoz. Az él egyik végpontja az 1j csucs, a régit pedig az éppen
aktudlis fokszdmok egy linedris fliggvényével aranyosan valasztjuk. Ennek a
modellnek egy specidlis esete szerepelt [2]-ben, bar nem pontos definicidéval —
ezért Barabasi—Albert-modellnek is szoktdk nevezni. Egy lehetséges pontos
definicié [4]-ban jelent meg.

19. Definicié (PA-modell.). Legyen § > —1. Kiindulunk egy vy csticsbdl
és egy hurokélbél, és minden Iépésben egy uj csiicsot és m = 1 1j élt adunk
a grathoz, a kévetkezé mdédon. Minden n > 1-re

1+46 . i=n-+1:
P(ont1 = vi|Gp) = {n(?l:gi)(j’b—)(-ll——gé)i i1 ;L ’ n
n(2+0)+(1+3) 1o T
ahol — azt jelenti, hogy v,11-bél vi-be megy egy él, Gy, a graf n 1épés utdn,
deg;(n) pedig a v; szomszédainak szama a Gy, grafban, vagyis n 1épés utan.
fgy kapjuk az n csicsu preferential attachment véletlen grafot m = 1-gyel
és 0 > —1 paraméterrel.

Legyen most m > 1 egész és § > —1. Ekkor el6szér elkészitiink egy mn
csucsd, 6 /m paraméterti preferential attachment véletlen grafot az el6z6 de-
finicié alapjan, minden lépésben egy 1j csicsot és egy uj €lt véve a grafhoz.
Majd ésszevonjuk a vy, ...,v, csiucsokat egyetlen csiccsa: a koztiik mend
élekbdl hurokélek lesznek, az 6sszevont csics pedig ahhoz a tobbihez csat-
lakozik éllel, amelyikhez valamelyikiik csatlakozott. Parhuzamos élek is ki-
alakulhatnak. Ezt folytatjuk: a vpm41,...,Vam cstcsokat is hasonloképpen
dsszevonjuk egyetlen csuccsd, és dltaldban a Umjt1, ..., Uy (1) csucsokat
egyetlen csticesd (j = 1,2,...,n esetén). fgy kapjuk az n csucsu preferential
attachment véletlen grafot m-mel és 6 > —m paraméterrel.

Vilagos, hogy az élek szdma n csticsu graf esetén mn—+1, ami azt jelenti, hogy
az élszdm a csicsszam linedris fliggvénye, az élstirtiség pedig (m+1/n)/2n —
0. Vagyis a slirti grafok limeszelmélete értelmében ezeknek a grafoknak az
azonosan 0 grafon a limesze.

5.1. Martingalok
Legyen G1, G2, Gjs, . . . véletlen grafok sorozata. A valésziniiségi mezé (92, A, P).
Legyen tovéabba F,, = 0(Gy,...,Gy) az elsé n graf altal generalt o-algebra.

Azt mondjuk, hogy az X : 0 — R valdsziniiségi véaltozd mérhetd az F,
szigma-algebréra nézve, ha X = f(Gq,...,G,) valamely f fliggvényre (vegyiik
észre, hogy a Gy, ..., G, sorozat véges sokféle lehet).

Ha pedig g egy grafokon értelmezett fliggvény, akkor a g(Gjy1)-nek az
Fn-re vonatkozé feltételes varhaté értéke, azaz E(g(Gpt1)|Fn) egy olyan
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valésziniiségi véltozd, mely mérhetd F,-re, azaz f(Gq,...,G,) alaki, és
minden w € Q-hoz a

E(9(Gni1)|G1 = G1(w), G2 = Ga(w), ..., Gn = Gp(w))
feltételes varhaté értéket rendeli.
18. Tétel (Teljes varhaté érték tétele). Ha X véges varhato értékii valoszintiségi

valtozd, akkor E(E(X|F,)) = E(X). Tovdbbd, ham < n, akkor E(E(X |F,)|Fm) =

Példaul: legyen G, ..., G, preferential attachment véletlen grafok sorozata
m = 1-gyel és § = 0-val. Ekkor ha a g(G) a G-ben talalhaté 1 foku (pontosan
egy szomszéddal rendelkezd) csicsok szama, akkor

PlolGna)lF) = g(Go)+ <1 - 2n1—i— 1) = 9(Gn) - 2n1—i- 1

Ugyanis: 1étrejove els6foki cstcs csak az 1j cstics lehet, és ez akkor els6fok,
ha nem sajat magahoz kotjlik hozza, ebbol adédik a kozépso tag. A meglévo
els6fok csicsok mindegyike ﬁ valoszintiséggel hozzakotodik az 1j csicshoz,
ekkor mar két szomszédja lesz. Ezért az 1j cstuicshoz csatlakozd csticsok
szamanak feltételes varhato értéke (indikatorokra bontéssal) ¢(Gj,)
ezt le kell vonni.

L1
2n+1’

20. Definicié (Martingal). Legyenek F1 C Fy C F3... szigma-algebrdk.
Legyen tovabba X1, Xo, ... valosziniiségi valtozok sorozata tugy, hogy

e minden n-re E(X,,) véges;

e minden n-re X, mérheté az F, szigma-algebrara;

e minden n-re E(X,1|F,) = X,.

Ekkor az (X, Fn)n>1 sorozatot martingalnak nevezziik.

Az (X, Fn)n>1 sorozat szubmartingdl, ha a martingél definiciGjaban az elsé
két tulajdonsag teljesiil, tovabbd minden n-re E(X,1+1|Fy,) > Xy

Az (Xpn, Fn)n>1 sorozat szupermartingdl, ha a martingdl definiciGjaban az

els6 két tulajdonsdg teljesiil, tovabbd minden n-re E(X,,4+1|F,) < Xp.

Minden martingal szubmartingdl és szupermartingal is.
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19. Tétel (Martingal-konvergenciatétel). Tegyiik fel, hogy (X, Fy) szub-
martingdl, melyre E(sup,, X,,) < oo teljesiil (példdul X, < a minden n-re
valamely a valos szamra). Ekkor az X, sorozat 1 valszintiséggel konvergens.

Tegyiik fel, hogy (X, Fn) szupermartingal, melyre E(inf,, X,,) < oo teljestil
(példaul X,, > a minden n-re valamely a valds szamra). Ekkor az X,, sorozat
1 valészintiséggel konvergens.

5.2. Rogzitett csics foka

Hasznélni fogjuk a kovetkezd jelolést:

I(t) = /Ot e %dx (t>0).

Parcidlis integréldssal konnyen lathatd, hogy I'(t + 1) = tI'(t), és I'(n) =
(n — 1)!, ha n pozitiv egész.

20. Tétel ([12], Theorem 8.2). Legyen G1, G, ... preferential attachment
véletlen grafok sorozata m = 1-gyel és d-val. Legyen i rogzitett, és deg;(n)
a v; csucs (vagyis az i. csucs) szomszédainak szama (foka) Gp-ben. Ekkor a

deg;(n)
nl/(2+d)

sorozat 1 valoszintiséggel konvergal egy &; valésziniiségi valtozohoz n — oo
esetén, tovabba

L(n+ 1T — 555)
E(deg;(n)) = (14 6) -5
' L(n+ 3T (0)
Bizonyitds. Legyen most is F,, a G1, ..., G, altal generalt o-algebra. Szamitsuk

ki deg;(n + 1) + d-nak F,,-re vonatkozé feltételes varhat6 értékét.

deg;(n) +6
2+8n+1+6
B 2+)n+1+6+1
= (degi(m) +0) G S T v s
(24+06)(n+1)

24+d)n+1+6

E(deg;(n + 1) + 6|F,) = deg;(n) + 0 +

= (deg;(n) +9)

Ebbol kovetkezik, hogy ha az aldbbi sorozatot tekintjiik:

n—1

deg;(n) + 9 (24+3d)s+1+0
Xp=—""FT—" )
146 H (24+0)(s+1)

s=i—1

21



akkor E(X,,4+1|Fn) = X,. Az is vildgos, hogy X,, varhaté értéke véges (a
csucsok foka n 1épés utan legfeljebb mn + 1, illetve, hogy X,, mérheto F,-
re, hiszen a Gy, grafbdl ki lehet szdmolni. Vagyis az (X, F)n>1 sorozat
martingal.

Mivel ez egy martingal, és X,, > 0 minden n-re, a 19. tétel szerint az X,
sorozat 1 valészintiséggel konvergens. Konnyen lathaté, hogy

"lif (2+40)s+1+5 T+ DLi—5k5) n T (14 O(1)T(i — 5L5)

T CR)[CR Y I'(n+ $9)0(i) INGY
mivel I'(n+a)/T'(n) = n®(140(2)) teljesiil n — oo esetén a Stirling-formula

. PR , P
alapjan. Vagyis degi(n)n1 2+6 is 1 valészintiséggel konvergens, és ebbol az
allitas elso része kovetkezik.

Az allitas masodik részét gy kapjuk, ha észrevessziik, hogy martingdlok
véarhaté értéke allandd (E(X,) = E(E(X,+1|Fn)) = E(X,,) a teljes varhaté
érték tétele alapjdn), igy E(X,) = E(X;), tovdbba (mivel v; az i. lépésben
jon létre, és fokszdma vagy 1, vagy 2, ha sajat magédval kotjiik Gssze)

1+06 B (1+0)(2+9)i
24+8)GE—-1)+1+6 2+8)E—1)+1+6"

E(deg;(i) +0) =140 +

O

Ha nagyobb m-et tekintiink, akkor a két modell kozotti kapcsolat alapjan
az €el6z6 tételbdl konnyen kovetkezik, hogy

deg;(n)
nl/(2+8/m)

lesz 1 valészintiséggel konvergens, amint n — oo.

5.3. Fokszameloszlas a preferential attachment modellben

Az alabbi tételbdl kideriil, hogy a preferential attachment grafokbol allo
véletlengraf-sorozatban minden rogzitett k-ra a k fokszamu csicsok ardnya
sztochasztikusan tart egy rogzitett, m-bél és 6-bol a gamma fliggvény segitsé-
gével meghatarozhaté szadmhoz. Pontosabban, az eltérések maximuménak
nagysagrendje is meghatarozhato.

21. Tétel ([12], Theorem 8.3). Legyen m > 1 és 6 > —m rigzitett, és
tekintsiik az m,d paraméterekkel definialt preferential attachment gréafot
n=1,2,... csicsszammal. Ekkor létezik olyan pozitiv C' = C(m, ), hogy

n—o00 n

1
lim ]P’(ml?xXk(n) x> C Og") —0,
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ahol Xy(n) a k fokszamu csicsok aranya az n csicsu grafban, és

T(k+6)-T(m+2+0+5/m)
T(k+3+0+0/m) -T(m+0)

= (2+6/m)
Tovdbbd, Y oo,z = 1.

Ebbél kovetkezik, hogy X (n) — zj, sztochasztikusan n — oo esetén minden
k=m,m+1,... esetén. A 0 = 0 specidlis esetben a hatdrérték az alabbi
alakban frhato:

_2(k)L(m+2)  2m(m+1)

TS Tk 8)0(m) Rkt D+ o mmEhe)

Ez azt jelenti, hogy
zp - k3 = 2m(m + 1), azaz xp ~ 2m(m +1) -k (k — 00).

(Jelolés: xg ~ yg, ha limg_o0 xx/yp = 1.)
Az 3ltaldnos m-re visszatérve:

B F'k+0)-T'(m+2+6+6/m) I'(k+9)
= A M) S st o m) Tim+0) ~ O™ Tkt 340+ 0/m)

~ Cm 5k7(3+5/m) )

ahol Cy, s pozitiv, és k-tél nem fiigg. Vagyis a fokszadmeloszlds hatdrértéke
polinomidalisan cseng le, aszimptotikusan megegyezik k-nak egy hatvany-
fliggvényével. Fz azt jelenti, hogy preferential attachment modell skalafiigget-
len az alédbbi értelemben.

21. Definicié (Skalafiiggetlenség sztochasztikus értelemben). Legyen
G1,Ga,. .. véletlen grafok sorozata, és Xp(n) a k fokszamu csicsok ardnya
Gp-ben. Tegyiik fel, hogy valamely (x},)32, sorozatra minden k =0,1,2, ...
esetén X (n) — xy, teljesiil n — oo esetén sztochasztikusan, tovabbd

o > T =1;

o xp ~ Ck™7 teljesiil valamely C, T pozitiv szamokra. Ekkor azt mond-
juk, hogy a (G,) sorozat skalafiiggetlen 7 karakterisztikus kitevével.

A példaban tehdt T =3+ d/m > 2.
Osszehasonlitasként: a G, grafnak n csticsa és mn + 1 éle van, vagyis egy

csucs atlagos fokszéma m + 1/n. Ha egy Erdés—Rényi-grafot tekintiink
szintén n cstucesal ugy, hogy az atlagos fokszam varhatd értéke m legyen

23



(de a szdmolds m + 1/n-re is hasonlé eredményt adna), azaz p = m/n-nel,
akkor hasonlé tétel bizonyithat6 ([12], 5.12. tétel) y, = e ™ - mk—,k értékekkel
(k> 0). Ebben az esetben yi - k™ mindig nulldhoz tart, nem lehet pozitiv a
limesz. Vagyis a fokszameloszlds varhaté értéke nem polinomialisan, hanem
exponencidlisndl is gyorsabban cseng le, amint k-val végtelenhez tartunk.

Valés halézatok. A [2] cikk egyik f6 allitdsa, hogy az internet grafjanak
fokszameloszlasa hatvanyrendben cseng le, vagyis a graf skalafiiggetlen tu-
lajdonsagu. Az azota eltelt idOben ezzel ellentétes megfigyelések is sziilettek,
példdul [10] Gsszehasonlité vizsgalatokban az exponencidlis és lognormalis
eloszlasokat jobban illeszkedének taldlja az esetek legalabb harmadaban,
illetve felhivja a figyelmet arra, hogy a hatvanyrendben lecsengd és log-
normalis eloszldsokat nehéz véges mintan megkiilonboztetni. A skélafiigget-
lenséget allité mérések esetén a 7 kitevo dltalaban 1 és 4 kozé esik.

5.4. A preferential attachment modell tovabbi valtozatai
5.4.1. Fitness

Az eredeti preferential attachment modellben a csticsokat csak az kiilonboz-
tette meg egymastol, hogy mely idopontban sziilettek. Dereich és Morters
[11] a kovetkezd modellt vizsgaltdk. A graf cstcsai 1,2,.... A csucsokhoz
fliggetlen azonos eloszlasa valészinliségi valtozokat sorsolunk: Y7, Ys,.... Az
n+ 1. csucs 1étrejottekor ezt az 1j csicsot minden régihez a tobbitol fligget-
leniil kotiink hozzd (parhuzamos, illetve hurokélek most nincsenek megen-
gedve), az éleket mindig az jabbak fel6l a régiek felé irdnyitva (az elsd
lépésben megsziiletik az 1 csics, de nincsenek még élek). Ha az n + 1.
lépésben az i cstics (mely az i. 1épésben jott létre) pontosan deg'®,(n) darab
bemend éllel rendelkezik (azaz d darab néla kés6bb létrejové csics csatlako-
zik hozzd), akkor annak valésziniisége, hogy az 1j csicsbdl indul felé egy €él,
a kovetkezo képlettel adhatd meg:

Yi(deg;"(n) +1)
>y Y(deg(n) + 1)

ahol degijn(n) a j csicsba bemend élek szama n 1épés utdn. Vagyis most mér
nem a fokszam egy linedris fliggvényétdl, hanem az elore kisorsolt fittnestdl
is fliigg, hogy egy csics mennyi valdszinliséggel kap 1j éleket.

Megfelels feltételek mellett (példaul az Y-k szdérdsa nem lehet nulla, és
tovébbi feltételek is vannak), azt 1atjak be a szerzék, hogy a pontosan k — 1
befelé mend éllel rendelkezé csticsok aranya 1 valészintiséggel konvergens, és
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a hatarértéke i
-1 .
1 F* i
E < S >
9* . O* )
k+ A Yl im1 1+ i
ahol ¥* a modellbdl meghatarozhaté konstans szam. Vagyis ebben az eset-

ben 1 valdszintiséggel konvergens az adott fokszammal rendelkez6 csiicsok
szamanak ardnya.

5.4.2. Fitness és id6sodés

A valds halézatokban az is megtorténhet, hogy azonos szamu szomszéddal
rendelkez6 cstcsok kozil a késébb 1étrejovok nagyobb valdszinliséggel kap-
nak 1j éleket, vagyis egy adott csics silya az idovel csokken. Garavaglia,
van der Hofstad és Woeginger [14] modellje a preferential attachment modell
d =0 és m = 1 esetének egy folytonos idejli véltozata (az 1j csicsok nem
diszkrét idépontokban, hanem véletlenszerii idépontokban jonnek létre).
Ebben az esetben annak valészinilisége, hogy az 1j cstcs egy adott régihez
csatlakozik, fiigg a régi csics életkoratdl (ezt t-vel jeloljiik), a fokszamétdl
(ezt degi-vel jeloljiik) és a fitnessétdl (ezt Yi-vel jeldljiik), melyet most is
minden cstcshoz eldre, fiiggetlen azonos eloszlas szerint sorsolunk ki. Ezek
ismeretében egy adott régi csiicshoz az

Yi-g(t) - f(degs)

mennyiséggel aranyos valészintiséggel csatlakozik az 1j csucs, ahol g megfe-
lel6 tulajdonsagokkal rendelkez6 monoton csokkend és integralhaté fiiggvény,
f pedig linearis, monoton novekvd fliggvény. A szerz6k azt latjdk be,
hogy ha az Y; eloszlasa korldtos (azaz 0 < Y; < ¢ valamely ¢ konstansra),
akkor nem teljesiil a skalafiiggetlenség: a k fokszamu csiucsok ardnya 1
valészintiséggel konvergél egy x, szamhoz, de zj, ~ Cb~" teljesiil valamely
C, b-vel, vagyis ez a sorozat exponencidlis sebességgel cseng le. Ha az Y;
eloszlasa nem korldtos, de E(e??) < oo valamely ¢ > O-ra, akkor viszont
a skdlafliggetlenség igazolhaté. A bizonyitasok a folytonos ideji elagazo
folyamatok elméletét hasznaljak.

5.4.3. Torlés
Tekintsiik az aldbbi modellt [21] alapjan. Minden lépésben négyféle le-
het6ség valamelyikét hajtjuk végre, véletlenszertien valasztva, hogy a négy

koziil melyiket.

(1) m valdsziniiséggel hozzaadunk a grafhoz egy 4j cstcsot egy 4j éllel. Az 1j
él masik végének végpontjat véletlenszertien valasztjuk ki, a fokszamokkal
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aranyos valdszintiséggel (most hurokél nincs a modellben, csak a régi
csicsok kozil valasztunk).

(2) mo valdszintiséggel két véletlenszeriien valasztott régi cstcs koézott ha-
zunk be 14j élt. Az élnek mindkét végpontjat a fokszamokkal ardnyos
valészintiséggel valasztjuk.

(3) w3 valdszintiséggel egy véletlenszerlien egyenletesen valasztott régi élt
torlink.

(4) Kilonben, azaz my = 1 — m; — mo — 73 valdszintliséggel egy egyenletesen
valasztott régi csucsot torlink.
A fokszameloszlas viselkedése a paraméterektdl fiiggden kiilonféle lehet.

Legyen pi a k foku csicsok ardnydnak varhaté értékének limesze, amint a
csucsok szama végtelenhez tart. Legyen

T 4+ Mo —m3) (7w — T 1 s m
_ (m 42— m3)(m — 74 a0:<1+ﬂ2>7 ay— 8 T4

Y

T+ Ty 2 n n v
Ekkor
a _ m1 (5 + T — m3) ‘
(e%) T4 + T3 + T4
Konnyen igazolhatd, hogy
«
70<1 =4 T + 2m9 — 2m3 — w4 < 0.
ai

Ez alapjan pedig az aldbbi hdrom lehet6ség alakulhat ki a fokszameloszlas
viselkedése szempontjabol, a paraméterek valasztasa szerint.
e Skalafiiggetlen viselkedés: ha g—g > 1, azaz m + 2mw9 — 2m3 — w4 > 0,
akkor a (pg) sorozat hatvanyrendben cseng le

T + T4

=2
g +7r1+27T2727r377r4

kitevével, azaz
pr ~ Ck™" (C>0, k— 0).

e Exponencidlis lecsengés: ha 3—3 < 1, azaz w1 + 2mg — 2wy — w4 < 0,

21 ag s 2
akkor a (pg) sorozat exponencidlisan cseng le o ratdval, azaz

Qg

pk§C< >k (C >0).

a2

o Kritikus viselkedés: ha 3—2 =1, azaz m + 279 — 273 — w4 = 0, akkor
a (px) a polinomiélis lecsengésii sorozatokndl kisebb, az exponencidlis
lecsengéstieknél nagyobb.
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5.4.4. Masolas

Olyan modelleket is tekinthetiink, ahol minden 1épésben egy mar létezo
cstucsot lemasolunk, azaz létrehozunk egy 1j csicsot, aminek a szomszédai
épp a régi csucs szomszédai. A lemasolt régi csiicsot valaszthatjuk véletlen-
szerlien egyenletesen, vagy fokszdmokkal ardnyosan (példaul [9]). A 1étrejové
4j éleket bizonyos valdszintiiséggel rogton torolhetjiik.

"z

A modell paramétereitdl fliggben itt is eldallhat skalafiiggetlen viselkedés,
exponencidlis lecsengés illetve a kettd kozotti viselkedés.

5.5. Klaszteresedési egyiitthato

22. Definicié. Legyen G véges egyszerti graf. Ennek klaszteresedési egytitt-
hatéja a haromszogek szamanak haromszorosa elosztva a szomszédos élparok
(cseresznyék) szamaval.

Preferential attachment modellekben a klaszteresedési egyiitthatot is érdemes
lehet vizsgéni, ennek a limeszét meghatarozni vagy eléirni (példaul [19]).

6. Véletlen regularis grafok

A tovabbiakban olyan véletlen grafokkal foglalkozunk, ahol a csiicsok szom-
szédainak szama adott (vagy valamilyen médon kisorsolt), és ennek isme-
retében az élek halmaza az, amit véletlenszertien valasztunk a megfeleld
lehetOségek koziil.

6.1. Konfiguracios modell

Tegyiik fel, hogy adott n, illetve dy, . . ., d, pozitiv egész szamok, ez utébbiak
Osszege paros. Szeretnénk egy olyan véletlen grafot eléallitani, melynek
csticsal v1,...,Vn, és a v; csticsnak pontosan d; a fokszdma. Ezt egyrészt
megtehetjiik gy, hogy egyenletesen valasztunk az Osszes lehetOség koziil:
véges sok ilyen graf van, valaszthatunk egyet tgy, hogy mindet azonos
valészintiséggel valasztjuk. Az is egy lehet6ség, hogy az Gsszes, adott fokszam-
sorozattal rendelkezd egyszerii (parhuzamos élek és hurokélek nélkiili) graf
kozil valasztunk egyet véletlenszertien, mindegyiket azonos valdszintiséggel
valasztva.

Azonban ezekkel a modellekkel egyrészt nehéz szamolni, mésrészt nehéz ezt
szamitogépes szimuldciéval megvaldsitani (ehhez az Gsszes lehetOséget fel
kellene sorolni és térolni). Ezért lehet hasznos az alabbi véletlengraf-modell.
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23. Definicié. Adott n, illetve dy, . .., d, pozitiv egész szamok, ez utébbiak
Osszege paros. Tekintsiik a vi,vo,...,v, csucsokat, és rendeljiink hozza
mindegyikhez annyi darab fél-élt, amennyi a hozza tartozé d; (vagyis v;-
hez d; darabot). Ezutdn az igy kapott D = 2?21 d; fél-élnek valasszuk
ki egy véletlenszeriien, egyenletesen valasztott teljes parositasat. A tel-
jes parositassal ésszekapcsolt fél-élekbdl készitsiink éleket. fgy egy véletlen
grafot kapunk, ez a konfiguraciés modell adott dy, ..., d, mellett.

Ez azért konnyebben megvaldsithatd, mert a véletlen teljes parositast sorban
is elkészithetjik: kivalaszthatjuk barmelyik fél-élt, ennek véletlenszeriien
sorsolunk egy part, mind a D — 1 darabot azonos valésziniiséggel valasztva.
Majd a megmaradé D — 2 kozil valasztunk egyet tetszOlegesen, és ennek
sorsolunk egy part, mind a D — 3 darabot azonos val6sziniiséggel valasztva.
Ezt ismételjiik, amig el nem fogynak a fél-élek. Konnyen lathatd, hogy ezzel
valéban minden parositas azonos valészintiséggel allt eld.

A konfiguraciés modell szerint eléallitott grafban lehetnek parhuzamos élek
és hurokélek. Ha azonban a konfigurdciés modellt amellett a feltétel mel-
lett tekintjiik, hogy egyszerli grafot kapunk (ez egy pozitiv valésziniiségl
esemény megfelel§ fokszamok mellett), akkor a feltételes eloszlas egyenletes
lesz, azaz minden egyszeri grafot azonos valészintiséggel kapunk meg. Ezt
tovabbfejlesztve lehet szimulacios algoritmust késziteni egyenletesen valasz-
tott egyszeri graf el6allitdsara.

6.2. Regularis grafok

24. Definicié (Véletlen regularis graf). Egy graf d-reguldris, ha min-
den cstcs fokszama d. Egy n csicsu véletlen d-reguldris graf a konfiguracios
modellbdl kapott graf, ha nd paros, és d; = d minden j =1,2,...,n-re.

Ahogy fent emlitettiik, a konfiguraciés modellben, és igy a véletlen reguldris
grafokban is el6fordulhatnak hurokélek. Az aldbbi allitds szerint azonban
a hurokéllel rendelkezé cstcsok szama sztochasztikusan 0-hoz tart, ha a
csucsok szamaval végtelenhez tartunk.

22. Allitas. Legyen d régzitett, S, pedig a hurokélek szama egy n cstcsu
véletlen d-regularis grafban. Ekkor

lim E(Sn)

n— 00 n

S,
=0 = —2 0 sztochasztikusan.
n

Bizonyitas. [12] Ha 1 < j <mnés 1 < s <t <d, akkor legyen I ; annak
indikatora, hogy a j csics s és t fél-éleit Osszekotottiik (azaz értéke 1, ha ez
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igaz, 0 kiillonben). Ekkor

:E<zn: > Hst,]) z::

j=11<s<t<d

Z st,j)-

1<s<t<d

Az E(Iy ;) varhaté érték annak valészintisége, hogy a j cstcs s és t fél-
éleit Osszekotottiik. Mivel az s fél-élt ugyanannyi valdsziniiséggel kotjiik
barmelyik masik fél-élhez a teljes pzirosités vélasztdsdnal, és ilyenbdl nd — 1
darab van, ez a varhaté érték ﬁ A megfelel§ s,t parok szama pedig
d(d —1)/2, a j-t6l fliggetleniil. Tehat

d(d—1 1 d
Z > Ellay) ' (2 )'nd—1§2'

j=11<s<t<d

Ebbol kovetkezik az allitas elsé része. Ha pedig tetszéleges € > 0-ra a
Markov-egyenlStlenséget alkalmazzuk az S, /n > 0 valésziniiségi valtozora:

IP(S">5):IP’<S">5>§E(S”)<d—>O (n—o0). O

n n

Hasonléképpen igazolhatd, hogy a k = 2 hosszi korck szédmanak varhatéd
értéke legfeljebb egy konstans, és igy azon csicsok szama, melyeken atmegy
kett6 hosszu kor, sztochasztikusan nulldhoz tart. S6t hasonlé érvelés miikodik
tetszOleges k-ra a k hosszi korok szamara, amibdl kapjuk az alabbi allitast
(k = 2r alapjan).

23. Allitas. Legyen d és r rogzitett. Legyen Vi.(r) pedig az olyan csiicsok
szama egy n csucsud véletlen d-reguldris grafban, amelynek r sugari kornye-
zete fa, azaz nincs benne kér (hurokél sem). Ekkor

A Valr)

n—00 n

=1 — 1 sztochasztikusan n — oo esetén.

Atfogalmazva: legven G, egy n csicsu véletlen d-regularis graf, és v ennek
egy véletlenszeriien, egyenletesen valasztott csicsa. Ekkor minden r-re an-
nak valosziniisége, hogy v-nek az r sugaru kornyezete egy fa, nullahoz tart,
ha a csucsok szamaval végtelenhez tartunk.

25. Definicié ([3]). Egy véges egyszerti gratban egy v cstcs r sugari kérnye-
zete azon csucsok halmaza, melyek legfeljebb r tavolsagra vannak v-t6l.

Jelélje By(r) az olyan véges, egyszerii, Osszefiiggd grafok halmazat, me-
lyekben minden csics foka legfeljebb d, tartalmaznak egy o kijel6lt csticsot
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(gydkeret), és a graf csicsainak o-tdl vett tdvolsdgainak maximuma éppen
r.

Az Fy és Fy véges, egyszerti, gyokeres (egy kijelolt csicsot is tartalmazo)
grafok izomorfak, ha van olyan ¢ : V(F) — V(F3) kolcsénosen egyértelmii
leképezés, melyre (v1,vy) pontosan akkor vannak oOsszekétve Fi-ben, ha
p(v1) és p(va) Gssze vannak kétve Fy-ben.

26. Definicié. Legyen (Gy,) véges egyszerii grafok sorozata gy, hogy min-
den grafban minden cstcs fokszama legfeljebb d (ami régzitett pozitiv egész).
Azt mondjuk, hogy (G,,) konvergens Benjamini—Schramm-értelemben (lokali-
san), ha minden r > 1-re és minden F' € By(r)-re annak valdszintisége, hogy
G-bdl véletlenszertien, egyenletesen valasztva egy csucsot, azt gydkérnek
tekintve az r sugaru kornyezete éppen az F gyokeres graffal izomorf, kon-
vergens n — oo esetén.

Példa. Legyen P, egy n hosszu tt, illetve C), az n hossztasagu kor. Mindkét
grafsorozat konvergens, limesziik: Z, ahol a szomszédos egész szamokat
kotjiik Ossze.

Legyen G,, az n oldalhosszi kocka a Z" grafban. Ekkor a (G,,) grafsorozat
konvergens, és limesze Z™.

24. Allitas. Legyen d > 3 rogzitett, és G, egy n csicsu véletlen d-reguléris
graf minden n > l-re. Ekkor a (G,) grafsorozat egy valdsziniiséggel kon-
vergens Benjamini—Schramm-értelemben, limesze a végtelen d-regularis fa
(azaz egy olyan végtelen fa, ahol minden csicsnak d szomszédja van).

6.3. Véletlen d-regularis grafok sajatértékei

Legyen G = (V, E) egy véges egyszerli graf, csicsainak szdma n. Tekint-
hetjiik ennek az adjacenciamatrixat: ez egy n X n-es matrix, melynek az <.
sordnak j. eleme 1, ha ij € F (azaz az i. és j. cstucsok 6ssze vannak kotve),
és 0 kiilonben.

Az A matrix sajatértékeit a G graf sajatértékeinek, sajatvektorait pedig a G
graf sajatvektorainak nevezziik. Azaz ha A komplex szdm, v € R™\ {0}, és
Av = A teljesiil, akkor v egy sajatvektor A sajatértékkel. Mivel az A méatrix
elemei csak 0-k vagy 1-ek lehetnek, az Av vektor j. koordinatija a v bizo-
nyos koordinatdinak 0sszege: pontosan azoké, amik a j. csiics szomszédaihoz
tartoznak. Tehdt az aldbbi definiciéhoz jutunk. (Mivel az adjacenciamétrix
szimmetrikus, minden sajatértéke valds.)
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27. Definicié (Grafok sajatértékei). Legyen G = (V| E) véges egyszerii
graf, ahol V.= {1,2,...,n}. Av € R"\ {0} vektor a G graf sajatvektora
A € R sajatértékkel, ha minden j = 1,2, ..., n-re teljesiil, hogy

Z v; = /\Uj.

ijel

Vagyis a graf sajatvektora A sajatértékkel egy olyan fiiggvény a csicsokon,
melynél minden csicsra igaz, hogy a szomszédjain Osszegezve a fliggvény
értékét az eredeti cstuicsban felvett érték A-szorosat kapjuk.

Mivel az adjacenciamatrix valés szimmetrikus matrix, egy n csicsa grafnak
mindig legaldbb n olyan sajatvektora van, melyek nem egymads konstans-
szorosai. Kgy d-reguldris grafnak A = d-vel a csupa 1-esekbdl allo vek-
tor az egyik sajatvektora. Tovabbd, egy d-regularis graf esetén minden
A sajatértékre |A| < d, és A\ = —d pontosan akkor sajatérték, ha a graf
péaros. Vagyis a sajatértékek a graf szerkezetérdl arulnak el informécidkat.
A sajatvektorok a klaszterek megtaldlasdban lehetnek hasznosak (ahogy ezt
a sztochasztikus blokkmodellnél lattuk), illetve a graf vizualizacidjaban.

25. Allitas. Legyen d rogzitett, és minden n > l-re G, egy n csicst
véletlen d-regularis graf. Legyen T, (z) a G,, graf z-nél kisebb sajatértékeinek
aranya. Ekkor minden x € [—2v/d — 1,2+/d — 1]-re 1 valdsziniiséggel

lim 7T, (z) = /:v d VAU __1;2_ v’ dy.

n—oo _oVd=1 27 d?

Azt az eloszldst, aminek a fenti fliggvény a stirtiségfiiggvénye, Kesten-McKay
eloszlasnak nevezik.
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