Val6szintiségszamitas 1. zarthelyi dolgozat 2008. oktober 20.

A csoport

1. Egy urnadban n darab cédula van, 1-t6l n-ig szdmozva. 2n-szer hiizunk visszatevéssel, a htizasok
egymastol fiiggetlenek, és minden alkalommal minden cédulat egyforma valoszintiséggel huzunk
ki. Mennyi a valoszintisége, hogy minden cédulat legalabb egyszer kihtzunk? (10 pont)

2. Egy szabdlyos hatoldalii dobékockaval dobunk 6tszor egymés utan. Mennyi a val6szintisége,

hogy
a) minden dobés kiilonb6z6? (5 pont)
b) az els6 és az utolsod dobas egyforma, de mas egyezés nincs a dobasok kézott? (5 pont)

3. Egy 52 lapos franciakartya-csomagbol visszatevés nélkiil kihtzunk véletlenszerien 4 lapot.
Mennyi a valoszintisége, hogy

a) csupa egyforma szint lapot hizunk? (5 pont)
b) pontosan harom fekete lapot htizunk? (5 pont)

(A franciakartyaban négy szin van, treff, karo, kor, és pikk. Minden szinbdl ugyanannyi lap
van a pakliban. A szinek koziil tartozik a piros szinekhez, kett6 a feketékhez.)

4. Feldobunk egy szabalyos érmét, ha fej, akkor még egyszer dobunk, ha iras, akkor még kétszer.
Jelolje A és B az alabbi eseményeket: A: a masodik dobas irds; B: haromszor dobunk, és a
harmadik dobas fej. Fiiggetlen-e egymastol A és B? (10 pont)

5. Egy zsékban két pénzérme van, melyek kiviilr6l megkiilonboztethetetlenek. Az egyik szabalyos,
a masikkal azonban % a fej és % az irds valoszintisége. Kihtuzunk véletlenszertien egy érmét, és
addig dobunk, mig fejet nem kapunk.

a) Jelolje X, hogy hanyadik dobéasnal jon ki elgszor fej. Adjuk meg X eloszlasat! (10 pont)
b) Feltéve, hogy a harmadik dobasnél kaptuk az els fejet, mennyi a valoszintisége, hogy a
szabéalyos érmét huztuk ki? (10 pont)

A feladatokért kaphato pontszamok a feladat szovege mellett lathatok. A megoldasokat indokolni
kell, a teljes pontszam eléréséhez helyes indoklas és jo végeredmény is sziikséges.

Osszesen 60 pontot lehet szerezni. Az elégséges ponthatara 20 pont, aki ezt nem éri el, vagy a
dolgozatot nem irja meg, a december 8-i gyakorlaton potolhatja a dolgozatot. Javité zh-t ugyanekkor
irhat, aki mindkét zh-n legalabb elégségest ért el. A masodik zh-n is 60 pont érhetd el, a ponthatarok
Osszességében: 40, 60, 80, 100.

Az elért pontszamokat az ETR infosheet rovatdban lehet majd megnézni.

A 6. feladatsor 10-15. feladatai szorgalmi feladatok, ezeket november 3-ig lehet beadni.



Val6szintiségszamitas 1. zarthelyi dolgozat 2008. oktober 20.

B csoport

1. Feldobunk egy szabalyos érmét, ha fej, akkor még egyszer dobunk, ha iras, akkor még kétszer.
Jelolje A és B az alabbi eseményeket: A: az els§ két dobas kiilonb6z6; B: haromszor dobunk,
és a harmadik dobas fej. Filiggetlen-e egymastol A és B? (10 pont)

2. Egy 32 lapos magyarkartya-csomagbol visszatevés nélkiil kihtzunk véletlenszertien 5 lapot.
Mennyi a valoszintisége, hogy

a) csupa egyforma szind lapot hizunk? (5 pont)
b) pontosan két zold lapot hizunk? (5 pont)

(A magyarkartyaban négy szin van, piros, zold, tok és makk. Minden szinbdl ugyanannyi lap
van a pakliban.)

3. Egy zsakban n darab goly6 van, 1-t6l n-ig szdmozva. 3n-szer hlizunk visszatevéssel, a htizasok
egymastol fiiggetlenek, és minden alkalommal minden goly6t egyforma valoszintiséggel huzunk

ki. Mennyi a valoszintisége, hogy minden golyot legalabb egyszer kihtizunk? (10 pont)
4. Egy szabdlyos hatoldali dobokockaval dobunk 6tszér egymés utan. Mennyi a val6szintisége,

hogy

a) minden dobés kiilonb6zG? (5 pont)

b) az utols6 két dobas egyforma, de més egyezés nincs a dobéasok kozott? (5 pont)

5. Egy zsékban két pénzérme van, melyek kiviilr6l megkiilonboztethetetlenek. Az egyik szabalyos,
a masikkal azonban % az iras és % a fej valoszintisége. Kihtizunk véletlenszertien egy érmét, és
addig dobunk, mig fejet nem kapunk.

a) Jelolje X, hogy hanyadik dobéasnal jon ki elgszor fej. Adjuk meg X eloszlasat! (10 pont)
b) Feltéve, hogy a harmadik dobasnél kaptuk az elsé fejet, mennyi a valoszintisége, hogy a
szabéalyos érmét huztuk ki? (10 pont)

A feladatokért kaphato pontszamok a feladat szovege mellett lathatok. A megoldasokat indokolni
kell, a teljes pontszam eléréséhez helyes indoklas és jo végeredmény is sziikséges.

Osszesen 60 pontot lehet szerezni. Az elégséges ponthatara 20 pont, aki ezt nem éri el, vagy a
dolgozatot nem irja meg, a december 8-i gyakorlaton potolhatja a dolgozatot. Javité zh-t ugyanekkor
irhat, aki mindkét zh-n legalabb elégségest ért el. A méasodik zh-n is 60 pont érhetd el, a ponthatarok
Osszességében: 40, 60, 80, 100.

Az elért pontszamokat az ETR infosheet rovatdban lehet majd megnézni.

A 6. feladatsor 10-15. feladatai szorgalmi feladatok, ezeket november 3-ig lehet beadni.



Val6szintiségszamitas 1. zarthelyi dolgozat 2008. oktober 20.

C csoport

1. Egy 52 lapos franciakartya-csomaghol visszatevés nélkiil kihizunk véletlenszertien 5 lapot.
Mennyi a valoszintisége, hogy

a) csupa egyforma szind lapot hizunk? (5 pont)
b) pontosan két fekete lapot huzunk? (5 pont)

(A franciakartyaban négy szin van, treff, karo, kor, és pikk. Minden szinbél ugyanannyi lap
van a pakliban. A szinek koziil tartozik a piros szinekhez, ketts a feketékhez.)

2. Egy szabdlyos hatoldali dobokockaval dobunk 6tszor egymés utan. Mennyi a val6szintisége,

hogy
a) minden dobés kiillonb6z67? (5 pont)
b) az els6 és az utolsod dobas egyforma, de mas egyezés nincs a dobasok kozott? (5 pont)

3. Feldobunk egy szabdlyos érmét, ha iras, akkor még egyszer dobunk, ha fej, akkor még kétszer.
Jelolje A és B az alabbi eseményeket: A: a masodik dobas fej; B: haromszor dobunk, és a
harmadik dobas fej. Fiiggetlen-e egymastol A és B? (10 pont)

4. Egy urnaban n darab cédula van, 1-t6l n-ig szdmozva. 2n-szer htizunk visszatevéssel, a htizasok
egymastol fiiggetlenek, és minden alkalommal minden cédulat egyforma valoszintiséggel huzunk
ki. Mennyi a valoszintisége, hogy minden cédulat legalabb egyszer kihtzunk? (10 pont)

5. Egy zsékban két pénzérme van, melyek kiviilr6l megkiilénboztethetetlenek. Az egyik szabalyos,
a masikkal azonban % a fej és % az irds valoszintisége. Kihtuzunk véletlenszertien egy érmét, és
addig dobunk, mig fejet nem kapunk.

a) Jelolje X, hogy hanyadik dobéasnal jon ki elgszor fej. Adjuk meg X eloszlasat! (10 pont)
b) Feltéve, hogy a harmadik dobasnél kaptuk az els fejet, mennyi a valoszintisége, hogy a
szabéalyos érmét huztuk ki? (10 pont)

A feladatokért kaphato pontszamok a feladat szovege mellett lathatok. A megoldasokat indokolni
kell, a teljes pontszam eléréséhez helyes indoklas és jo végeredmény is sziikséges.

Osszesen 60 pontot lehet szerezni. Az elégséges ponthatara 20 pont, aki ezt nem éri el, vagy a
dolgozatot nem irja meg, a december 8-i gyakorlaton potolhatja a dolgozatot. Javité zh-t ugyanekkor
irhat, aki mindkét zh-n legalabb elégségest ért el. A masodik zh-n is 60 pont érhetd el, a ponthatarok
Osszességében: 40, 60, 80, 100.

Az elért pontszamokat az ETR infosheet rovatdban lehet majd megnézni.

A 6. feladatsor 10-15. feladatai szorgalmi feladatok, ezeket november 3-ig lehet beadni.



Val6szintiségszamitas 1. zarthelyi dolgozat 2008. oktober 20.

D csoport

1. Egy szabalyos hatoldala dobokockaval dobunk &6tszor egymas utdn. Mennyi a valdszintisége,

hogy
a) minden dobés kiilénb6z6? (5 pont)
b) az utolsé két dobas egyforma, de méas egyezés nincs a dobéasok kozott? (5 pont)

2. Egy 32 lapos magyarkartya-csomagbol visszatevés nélkiil kihuzunk véletlenszertien 4 lapot.
Mennyi a valoszintisége, hogy

a) csupa egyforma szind lapot hizunk? (5 pont)
b) pontosan harom piros lapot hazunk? (5 pont)

(A magyarkartyaban négy szin van, piros, zold, tok és makk. Minden szinbdl ugyanannyi lap
van a pakliban.)

3. Egy zsakban n darab goly6 van, 1-t6l n-ig szdmozva. 3n-szer hlizunk visszatevéssel, a htizasok
egymastol fiiggetlenek, és minden alkalommal minden golyot egyforma valoszintiséggel htizunk
ki. Mennyi a valoszintisége, hogy minden golyot legalabb egyszer kihtizunk? (10 pont)

4. Feldobunk egy szabalyos érmét, ha fej, akkor még egyszer dobunk, ha fras, akkor még kétszer.
Jelolje A és B az alabbi eseményeket: A: az els§ két dobas kiilonb6z6; B: haromszor dobunk,
és a harmadik dobas fej. Filiggetlen-e egymastol A és B? (10 pont)

5. Egy zsékban két pénzérme van, melyek kiviilr6l megkiilonboztethetetlenek. Az egyik szabalyos,
a masikkal azonban % az iras és % a fej valoszintisége. Kihtizunk véletlenszertien egy érmét, és
addig dobunk, mig fejet nem kapunk.

a) Jelolje X, hogy hanyadik dobéasnal jon ki elgszor fej. Adjuk meg X eloszlasat! (10 pont)
b) Feltéve, hogy a harmadik dobasnél kaptuk az elsé fejet, mennyi a valoszintisége, hogy a
szabéalyos érmét huztuk ki? (10 pont)

A feladatokért kaphato pontszamok a feladat szovege mellett lathatok. A megoldasokat indokolni
kell, a teljes pontszam eléréséhez helyes indoklas és jo végeredmény is sziikséges.

Osszesen 60 pontot lehet szerezni. Az elégséges ponthatara 20 pont, aki ezt nem éri el, vagy a
dolgozatot nem irja meg, a december 8-i gyakorlaton potolhatja a dolgozatot. Javité zh-t ugyanekkor
irhat, aki mindkét zh-n legalabb elégségest ért el. A méasodik zh-n is 60 pont érhetd el, a ponthatarok
Osszességében: 40, 60, 80, 100.

Az elért pontszamokat az ETR infosheet rovatdban lehet majd megnézni.

A 6. feladatsor 10-15. feladatai szorgalmi feladatok, ezeket november 3-ig lehet beadni.



A csoport, megoldasok

1. i =1,2,...n-re jelolje A; azt az esemeényt, hogy az i. cédulat egyszer sem haztuk ki. JI_, A;
azt jelenti, hogy valamelyik cédulat egyszer sem hiztuk ki, ez éppen a kérdéses esemény komp-
lementere. Hasznaljuk a Poincaré-formulat az unié valdsziniségének kiszamitasara:

n n
P (UAz) => (=" > P(A4n.NnA).
i=1 j=1 1<i1<...<in<n
A NN A, valoszintsége (”%j)%, hiszen mind a 2n huzas soran n-féle cédulat kaphatunk,
igy n?" hizas van osszesen. A feladat feltételeibél kovetkezik, hogy ezek egyforman valoszintek.
A metszethez tartozo htzasokndl az iy, ..., céduldk nem szerepelhetnek, igy mind a 2n huzas
soran n — j-féle cédulat kaphatunk, igy (n — j)2” huzas felel meg a feltételeknek, ebbdl adodik
a metszet valosziniisége. A belsG Osszeg tagjai tehat egyenlék, a tagok szama pedig (?), hiszen
ennyiféleképpen valaszthatunk ki az n lehetséges index koziil j darab kiilénbo6z6t. Mindezeket
Osszevetve a kérdéses valoszintiség:

S (£ ()62

J=1 Jj=0

2. Minden dobés hatféle lehet, igy az &t dobas soran dsszesen 6°-féle dobéassorozat fordulhat eld.
Mivel a dobokocka szabalyos, ezek egyforman valosziniek. Igy mindkét feladatban megtehetjiik,
hogy a megfelel6 dobassorozatok szamét osztjuk az dsszes dobassorozat szaméval, és igy kapjuk
a kérdéses valoszintiséget.

a) Ha minden dobas kiilonb6z8, az elsé dobas hatféle lehet. Barmi is az els6é dobés értéke, a
maéasodik dobas barmilyen ettél kiillonb6z6 érték lehet, azaz 6tféle, igy az elsé két dobas 6 - 5-
féle lehet. Barmilyen az elsG két dobas, a harmadik tetszGleges ezektdl kiillonbo6z6 lehet, azaz
négyfele. Igy az elsé harom dobas 6 - 5 - 4-féle lehet. Igy folytatva az 6tédik dobasig, a kérdéses
valoszintiség:

6-5-4-3-2

6

b) Ha az elsé és az utolsd dobas egyforma, de més egyezés nincs a dobasok kozott, az elsé
részhez hasonlé gondolatmenettel az elsé dobés hatféle lehet, a méasodik 6tféle, a harmadik
négyféle, a negyedik haromféle, az utolso, mely az elsével megegyezik, egyféle. Igy a kérdéses
valoszintiség:

~ 0,0926.

6-5-4-3

0, 0463,

3. Az 52 lapbol visszatevés nélkiil négyet kihuzni (542) -féleképpen lehet, szimmetria miatt a htzasok

egyforman valoszintiek. Igy mindkét feladatban megtehetjiik, hogy a megfelel6 hizasok szamat
osztjuk az Osszes hiizas szamaval.
a) Csupa egyforma szini lapot hizni négyféleképpen lehetséges: csak treff, karo, kér, illetve pikk
lapokat hidzunk. Minden szinbél 13 lap van a pakliban, igy egy adott szinbél (143)—fé1eképpen
valaszthatunk ki négy lapot, ennyi a megfelel6 hizasok szama. Tehat annak valoszintisége,
hogy csupa egyforma szini lapot hizunk:



b) Azt kell megszamolni, hogy hany olyan htuzas van, amelyben 3 fekete és 1 piros lap van. A
26 fekete lapbol (236) -féleképpen vélaszhatjuk ki, hogy melyik hdrom keriiljon a kihizottak kozé.
Szintén 26 piros lap van, ebbdl 26-féleképpen valaszthatunk ki egyet. Barhogyan valasztottuk
a kihiuzott fekete lapokat, barmelyik piros lap melléjiik keriilhet, ezért a hazasok szamahoz
szorozni kell a binomidlis egyiitthatokat. Tehat annak valoszintisége, hogy pontosan hirom
fekete lapot hizunk:

(26) . 26
35—2 ~ 0,2491.
;)
Mivel visszatevés nélkiil huzunk, a kihtuzott fekete lapok szama hipergeometrikus eloszlast 52,
26, 4 paraméterekkel, ebbdl is megkaphato a fenti képlet.

. Az eseménytér hatelemi, az elemi események a lehetséges dobdassorozatoknak felelnek meg:
Q =A{wpp,wrr, wipr, Wirr, Wirr, wrrr b Az elemi események valosziniisége rendre 1R 8 s s
hiszen példaul annak valészintisége, hogy mindkét dobas fej, % -1 =1 mert a dobasok fiigget-

2 1
lenek és az érme szabalyos. Ennek alapjan szamolva:

1 1 1 1
P(A) = P({wFI,wHF,wIH}) = 4_1 + g + g — 5;
1 1 1
P(B) = P({WHF,CL)[FF}) = g + g — Z;
1
P(ANB)=P{wir}) = 3

Lathato, hogy P (AN B) = P(A) - P(B), azaz a definici6 szerint A és B fiiggetlenek.

. Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a szabalyos érmét huztuk, As azt, hogy a szabélytalant. Az
¢érmék megkiilonboztethetetlenek, igy P (A1) = P (Ay) = 3. Masrészt Ay és Ay koziil mindig
pontosan egy kovetkezik be, a két esemény teljes eseményrendszert alkot.

a) X azt jeloli, hogy hanyadik dobasnal kaptuk az els6 fejet, igy X lehetséges értékei: k =
1,2,.... Legyen tehét k egy tetszGleges lehetséges érték, és P (X = k) kiszamitésdhoz hasznél-
juk a teljes valoszintiség tételét az A;, As teljes eseményrendszerre vonatkozodan:

P(X=k)=P(X=kA) P(A)+P(X=kA)- P(A).

X = k azt jelenti, hogy az els6 k — 1 dobas iras, a k. pedig fej. A dobasok egymaéstol fiig-

, e, k—1 P , , , k—1
getlenek, ezért ennek valoszintisége (%) . %, ha a szabalyos érmével dobunk, és (%) . %,

ha a szabalytalan érmével dobunk. Igy a teljes valoszintiség tételét alkalmazva megkapjuk X

eloszlasat: i} -
1 1 2\ 1 1
P X=k=[=)] -= — —e=  k=1,2....
(X =k (2) 2+<3> 372 ’

b) A kérdés az eddigi jelolésekkel Ay feltételes valoszintisége a B = {X = 3} eseményre vonat-
kozoan. Alkalmazhatjuk Bayes tételét szintén az A, As teljes eseményrendszerre, a feltételes
valoszintiségeket pedig ugyantgy szamithatjuk ki, mint az a) feladatban:

B P (B|A) - P(Ay) ~ (33 N
PGB = B BIA) - P (A + P (BIA) - P (Ay) )5+ 51 e




B csoport, megoldasok

1. Az eseménytér hatelemt, az elemi események a lehetséges dobassorozatoknak felelnek meg:
Q = {wpr,wrr,WrFF, WiFr, Wire,wirr - Az elemi események valoszintisége rendre 7, 1, 5, 5 50 &
hiszen példaul annak valésziniisége, hogy mindkét dobas fej, % . % = i, mert a dobésok fligget-

lenek és az érme szabalyos. Ennek alapjan szamolva:

1 1 1 1
P(A) = P({wF[,wIF],WIFF}) = Z g + g — 5;
1 1 1
P(B) = P({wHF,wIFF}) = g + é — 17
1
P(ANB) =P ({wprp}) = 5

Lathato, hogy P (AN B) = P(A) - P(B), azaz a definicio szerint A és B fiiggetlenek.

2. A 32 lapbdl visszatevés nélkiil 6t6t kihizni ( ) féleképpen lehet, szimmetria miatt a hizéasok

egyforman valoszintiek. Tgy mindkét feladatban megtehetjiik, hogy a megfelels huzasok szamat
osztjuk az Osszes hiizas szamaval.
a) Csupa egyforma szint lapot hizni négyféleképpen lehetséges: csak zold, piros, tok, illetve
makk lapokat htizunk. Minden szinbdl 8 lap van a pakliban, igy egy adott szinbdl (g) -féleképpen
valaszthatunk ki 6t lapot, ennyi a megfelel6 htizasok szdma. Tehat annak valoszintisége, hogy
csupa egyforma szint lapot hizunk:

b) Azt kell megszamolni, hogy hany olyan huzéas van, amelyben 2 z6ld és 3 nem z6ld lap van.
A 8 z6ld lapbol ( ) féleképpen vélaszhatjuk ki, hogy melyik kettd keriiljon a kihtzottak kozé.
24 nem z6ld lap van, ebbdl (234)—felekeppen valaszthatunk ki harmat. Barhogyan valasztottuk
a kihazott zold lapokat, barmelyik harom nem zdld lap melléjiik keriilhet, ezért a htuzasok
szamahoz szorozni kell a binomiélis egyiitthatokat. Tehat annak valoszintisége, hogy pontosan

két zold lapot hiazunk:
8\ (24
G)-G) 0,2814.

32
(5)
Mivel visszatevés nélkiil hiizunk, a kihtzott z&ld lapok szama hipergeometrikus eloszlasi 32, 8,
5 paraméterekkel, ebbdl is megkaphato a fenti képlet.

3.1 =1,2,...nre jelolje A; azt az eseményt, hogy az i. golyot egyszer sem huztuk ki. |J;_, A
azt jelenti, hogy valamelyik golyot egyszer sem huztuk ki, ez éppen a kérdéses esemény komp-
lementere. Hasznaljuk a Poincaré-formulat az unié valészintségének kiszamitasara:

<UA) Z Y P4, N NA).

j=1 1<i1<...<in<n

Ay M. N A;; valoszintisége (”%j)gn, hiszen mind a 3n hizés soran n-féle golyét kaphatunk, igy
n®" hazas van Osszesen. A feladat feltételeibsl kovetkezik, hogy ezek egyformén valoszintek.
A metszethez tartozo huzasoknal az i, ...4; golyok nem szerepelhetnek, igy mind a 3n huzas
soran n — j-féle golyot kaphatunk, igy (n — 7)™ huzas felel meg a feltételeknek, ebbol adodik
a metszet valosziniisége. A belsG Osszeg tagjai tehat egyenldk, a tagok szama pedig ( ) hiszen



ennyiféleképpen valaszthatunk ki az n lehetséges index koziil ;7 darab kiilonbozét. Mindezeket
Osszevetve a kérdéses valdszintiség:

e () 2o (0

J=1

. Minden dobés hatféle lehet, igy az 6t dobas soran sszesen 6°-féle dobassorozat fordulhat elé.
Mivel a dobokocka szabalyos, ezek egyforméan valoszintek. Igy mindkeét feladatban megtehetjiik,
hogy a megfelel6 dobassorozatok szdmat osztjuk az Gsszes dobéssorozat szaméval, és igy kapjuk
a kérdéses valoszintiséget.
a) Ha minden dobas kiilonb6zs, az els6 dobas hatféle lehet. Barmi is az els§ dobas értéke, a
masodik dobas barmilyen ettdl kiilonb6zé érték lehet, azaz Stféle, igy az els6 két dobas 6 - 5-
féle lehet. Barmilyen az els6 két dobas, a harmadik tetszéleges ezektdl kiilénbo6z6 lehet, azaz
négyféle. Igy az elsé harom dobas 6 - 5 - 4-féle lehet. Igy folytatva az 6todik dobasig, a kérdéses
valoszintiség:

6-5-4-3-2

6

b) Ha az utols6 két dobas egyforma, de mas egyezés nincs a dobéasok kozott, az els6 részhez
hasonlé gondolatmenettel az els6 dobas hatféle lehet, a masodik 6tféle, a harmadik négyféle, a
negyedik haromféle, az utolsé, mely a negyedikkel megegyezik, egyféle. Igy a kérdéses valoszi-
niiség:

~ 0,0926.

6-5-4-3

5~ 0,0463.

. Jelolje A; azt az eseményt, hogy a szabalyos érmét huztuk, A, azt, hogy a szabdlytalant. Az
érmék megkiilonboztethetetlenek, igy P (A1) = P (Ay) = 5. Masrészt Ay és Ay koziil mindig
pontosan egy kovetkezik be, a két esemény teljes eseményrendszert alkot.

a) X azt jeloli, hogy hanyadik dobasnél kaptuk az els§ fejet, igy X lehetséges értékei: k =
1,2,.... Legyen tehat k egy tetszGleges lehetséges érték, és P (X = k) kiszamitasahoz hasznal-

juk a teljes valoszintiség tételét az Ay, As teljes eseményrendszerre vonatkozbdan:
P(X=k)=P(X=k|A) -P(A)+P(X =k|Ay) - P(Ay).

X = k azt jelenti, hogy az els6 &k — 1 dobas iras, a k. pedig fej. A dobasok egyméstol fiig-

, L k—1 . , , , k—1
getlenek, ezért ennek valoszintisége (%) . %, ha a szabalyos érmével dobunk, és (%) . %,

ha a szabalytalan érmével dobunk. Igy a teljes valoszintiség tételét alkalmazva megkapjuk X

eloszlasat: i .
1 1 N\ 2 1
P X=kKk=(=) -= — == k=1,2....
( ) (2) 2+<3) 3 2 ’

b) A kérdés az eddigi jelolésekkel A; feltételes valoszintisége a B = {X = 3} eseményre vonat-
kozoan. Alkalmazhatjuk Bayes tételét szintén az Aq, As teljes eseményrendszerre, a feltételes
valoszintségeket pedig ugyantgy szamithatjuk ki, mint az a) feladatban:

(=

_ P (BlA) - P(4) B
PAB) = P(B|A) - P (A1) + P(BJAy) - P(A2)  (1)°. 14 (1

N[

- ~0,6279.
2.1

2

~ [



C csoport, megoldasok

1. Az 52 lapbol visszatevés nélkiil 6t6t kihazni (552)—féleképpen lehet, szimmetria miatt a htzasok

egyforman valoszintiek. Igy mindkét feladatban megtehetjiik, hogy a megfelel6 htzasok szamat
osztjuk az Osszes hiizés szamaval.
a) Csupa egyforma szinii lapot hizni négyféleképpen lehetséges: csak treff, karo, kér, illetve pikk
lapokat hazunk. Minden szinb6l 13 lap van a pakliban, igy egy adott szinbél (153)—féleképpen
valaszthatunk ki 6t lapot, ennyi a megfelel6 htizasok szdma. Tehat annak valészintisége, hogy
csupa egyforma szint lapot hizunk:

13)
4 - 5% ~ 0, 001.

(5)
b) Azt kell megszamolni, hogy hany olyan huzas van, amelyben 2 fekete és 3 piros lap van.
A 26 fekete lapbol (226)—féleképpen valaszhatjuk ki, hogy melyik ketts keriiljon a kihtuzottak
koézé. Szintén 26 piros lap van, ebbdl (236)—féleképpen valaszthatunk ki harmat. Barhogyan
valasztottuk a kihizott fekete lapokat, barmelyik hédrom piros lap melléjiik keriilhet, ezért a
huzasok szdmahoz szorozni kell a binomiélis egyilitthatokat. Tehat annak valoszintisége, hogy
pontosan két fekete lapot hizunk:

26\ (26

( 2 ) : ( 3 ) ~

W ~ 0,3251.
Mivel visszatevés nélkiil hizunk, a kihtizott fekete lapok szama hipergeometrikus eloszlastu 52,
26, 5 paraméterekkel, ebbdl is megkaphato a fenti képlet.

2. Minden dobés hatféle lehet, igy az &t dobas soran Osszesen 6°-féle dobéssorozat fordulhat els.
Mivel a dobokocka szabalyos, ezek egyforman valosziniek. Igy mindkét feladatban megtehetjiik,
hogy a megfelel6 dobassorozatok szdmat osztjuk az Gsszes dobéssorozat szaméval, és igy kapjuk
a kérdéses valoszintiséget.

a) Ha minden dobas kiilonb6zs, az els6 dobas hatféle lehet. Barmi is az els§ dobas értéke, a
masodik dobas barmilyen ettdl kiillonb6zd érték lehet, azaz Stféle, igy az els6 két dobas 6 - 5-
féle lehet. Barmilyen az elsé két dobés, a harmadik tetszéleges ezektdl kiilonbozé lehet, azaz
négyfele. Igy az elsé harom dobas 6 - 5 - 4-féle lehet. Igy folytatva az 6todik dobasig, a kérdéses
valoszintiség:

6-5-4-3-2

6

b) Ha az elsé és az utolso dobas egyforma, de més egyezés nincs a dobasok kozott, az elsd
részhez hasonld gondolatmenettel az els6 dobas hatféle lehet, a masodik 6tféle, a harmadik
négyféle, a negyedik haromféle, az utolso, mely az elsével megegyezik, egyféle. Igy a kérdéses
valoszintiség:

~ 0,0926.

6-5-4-3

5~ 0,0463.

3. Az eseménytér hatelemi, az elemi események a lehetséges dobassorozatoknak felelnek meg:
Q ={wpp,wrr, wipr, Wirr, Wirr, wrrr b Az elemi események valosziniisége rendre 1R 8 s s
hiszen példaul annak valésziniisége, hogy mindkét dobas fej, % . % = }L, mert a dobasok fligget-
lenek és az érme szabalyos. Ennek alapjan szamolva:

1 1 1
P(A) = P({wrr,wrrr,wirr}) = -~ + 5+ 5 =

1
4 8 8 2



P(B) = P ({wrr,wirr}) =

P(Aﬂ B) = P({WIFF}) =
Lathato, hogy P (AN B) = P(A) - P(B), azaz a definici6 szerint A és B fiiggetlenek.

i =1,2,...nre jelolje A; azt az eseményt, hogy az i. cédulat egyszer sem haztuk ki. (J;_, A;
azt jelenti, hogy valamelyik cédulat egyszer sem hiztuk ki, ez éppen a kérdéses esemény komp-
lementere. Hasznéljuk a Poincaré-formulat az unié valoszintiségének kiszamitasara:

POﬁ&)zﬁépnﬁl > P(A,nNn.NA4).

j=1 1<i1<...<in<n

Ay M. N A valoszintisége (%j)gn, hiszen mind a 2n huzas soran n-féle cédulat kaphatunk,
igy n?" hizés van sszesen. A feladat feltételeibdl kovetkezik, hogy ezek egyforman valoszintiek.
A metszethez tartoz6 huzasoknal az i, ...4; céduldk nem szerepelhetnek, igy mind a 2n hizas
soran n — j-féle cédulat kaphatunk, igy (n — j)2” huzas felel meg a feltételeknek, ebbdl adodik
a metszet valosziniisége. A bels6 Osszeg tagjai tehat egyenldk, a tagok szama pedig (’;), hiszen
ennyiféleképpen valaszthatunk ki az n lehetséges index koziil j darab kiilénb6zét. Mindezeket
Osszevetve a kérdéses valdszintiség:

e () =2 ()

j=1 7=0

. Jelolje A; azt az eseményt, hogy a szabalyos érmét huztuk, A, azt, hogy a szabdlytalant. Az
érmék megkiilonboztethetetlenek, igy P (A1) = P (Ay) = 3. Masrészt Ay és Ay koziil mindig
pontosan egy kovetkezik be, a két esemény teljes eseményrendszert alkot.

a) X azt jeloli, hogy hanyadik dobasnal kaptuk az elsé fejet, igy X lehetséges értékei: k =
1,2,.... Legyen tehét k egy tetszGleges lehetséges érték, és P (X = k) kiszamitasdhoz hasznél-
juk a teljes valoszintiség tételét az Ay, As teljes eseményrendszerre vonatkozdan:

P(X =k)=P(X =klA)-P(A)+ P (X = k|Ay) - P (As).

X = k azt jelenti, hogy az els6 k — 1 dobas iras, a k. pedig fej. A dobasok egyméstol fiig-

, e, k—1 P , , , k—1
getlenek, ezért ennek valoszintisége (%) . %, ha a szabalyos érmével dobunk, és (%) . %,

ha a szabalytalan érmével dobunk. Igy a teljes valoszintiség tételét alkalmazva megkapjuk X

eloszlaséat: i} .
1 1 2\ 1 1
P X=kKk=(=) -= — - =1,2....
( k) (2) 2+<3) 3 2 K ’

b) A kérdés az eddigi jelolésekkel Ay feltételes valoszintisége a B = {X = 3} eseményre vonat-
kozoan. Alkalmazhatjuk Bayes tételét szintén az A, As teljes eseményrendszerre, a feltételes
valoszintiségeket pedig ugyantgy szamithatjuk ki, mint az a) feladatban:

~ P (B|A)) - P (Ay) _ )5
PEIB) = Ay P () + PBIA) P(A) (1) 14 (2) 1.1~ 0%




D csoport, megoldasok

1. Minden dobéas hatféle lehet, igy az 6t dobas soran sszesen 6°-féle dobassorozat fordulhat elé.
Mivel a dobokocka szabalyos, ezek egyforman valosziniek. Igy mindkét feladatban megtehetjiik,
hogy a megfelel6 dobassorozatok szamét osztjuk az dsszes dobassorozat szamaéval, és igy kapjuk
a kérdéses valoszintiséget.

a) Ha minden dobas kiilonb6z8, az elsé dobas hatféle lehet. Barmi is az elsé dobés értéke, a
maéasodik dobas barmilyen ettél kiillonb6z6 érték lehet, azaz 6tféle, igy az elsé két dobas 6 - 5-
féle lehet. Barmilyen az elsG két dobas, a harmadik tetszGleges ezektdl kiillonbo6z6 lehet, azaz
négyfele. Igy az elsé harom dobés 6 - 5 - 4-féle lehet. Igy folytatva az 6tédik dobasig, a kérdéses
valoszintiség:

6-5-4-3-2

6

b) Ha az utolsé két dobas egyforma, de mas egyezés nincs a dobéasok kozott, az elsé részhez
hasonlo gondolatmenettel az elsG dobas hatféle lehet, a mésodik 6tféle, a harmadik négyféle, a
negyedik haromféle, az utolsé, mely a negyedikkel megegyezik, egyféle. Igy a kérdéses valoszi-
niiség:

~ 0,0926.

6-5-4-3

e~ 0,0463.

2. A 32 lapbol visszatevés nélkiil négyet kihuzni (342) -féleképpen lehet, szimmetria miatt a htizdsok

egyforman valoszintek. Igy mindkét feladatban megtehetjiik, hogy a megfelels huizasok szamat
osztjuk az Osszes hiizas szamaval.
a) Csupa egyforma szint lapot hizni négyféleképpen lehetséges: csak zold, piros, tok, illetve
makk lapokat htizunk. Minden szinbdl 8 lap van a pakliban, igy egy adott szinbdl (i) -féleképpen
valaszthatunk ki négy lapot, ennyi a megfelel6 hiizasok szdma. Tehéat annak valoszintisége, hogy
csupa egyforma szint lapot hizunk:

4 —(i) ~ 0,0078
NG
4
b) Azt kell megszamolni, hogy hany olyan huzas van, amelyben 3 piros és 1 nem piros lap van.
A 8 piros lapbol (g)—féleképpen valaszhatjuk ki, hogy melyik harom keriiljon a kihtuzottak kozé.
24 nem piros lap van, ebbdl (Qf)—féleképpen valaszthatunk ki egyet. Barhogyan valasztottuk
a kihtuzott piros lapokat, barmelyik harom nem piros lap melléjiik keriilhet, ezért a htzasok
szamahoz szorozni kell a binomiélis egyiitthatokat. Teh&t annak valoszintisége, hogy pontosan
h&rom piros lapot huzunk:

() - ()
33—21 ~ 0,0374.
(%)
Mivel visszatevés nélkiil hizunk, a kihtizott z6ld lapok szama hipergeometrikus eloszlasu 32, 8,
4 paraméterekkel, ebbdl is megkaphato a fenti képlet.

3. i =1,2,...nre jelolje A; azt az eseményt, hogy az i. golyot egyszer sem haztuk ki. (J;_, 4;
azt jelenti, hogy valamelyik golyot egyszer sem huztuk ki, ez éppen a kérdéses esemény komp-
lementere. Hasznéljuk a Poincaré-formulat az unié valoszintiségének kiszamitasara:

P(OAi):i:(—nj“ Y P(A,nNn..NA).

j=1 1<i1<...<in<n



Ay M. N A;; valoszintisége (”%j)gn, hiszen mind a 3n hizés soran n-féle golyét kaphatunk, igy
n®" hizas van Osszesen. A feladat feltételeibsl kovetkezik, hogy ezek egyformén valoszintek.
A metszethez tartozo huzasoknal az i, ...4; golyok nem szerepelhetnek, igy mind a 3n huzas
soran n — j-féle golyot kaphatunk, igy (n — j)gn huzas felel meg a feltételeknek, ebbdl adodik
a metszet valosziniisége. A belsG Osszeg tagjai tehat egyenlék, a tagok szama pedig (T;), hiszen
ennyiféleképpen valaszthatunk ki az n lehetséges index koziil ;7 darab kiilonbozét. Mindezeket
Osszevetve a kérdéses valoszintiség:

e () e 06

i=1

. Az eseménytér hatelemii, az elemi események a lehetséges dobassorozatoknak felelnek meg:
Q = {wpp,wrr, wirr, Wrrr, wirr, wrrr b Az elemi események valosziniisége rendre 138 s s
hiszen példaul annak valoszintisége, hogy mindkét dobéas fej, % . % = }L, mert, a dobésok fiigget-

lenek és az érme szabalyos. Ennek alapjan szamolva:

1 1 1 1
P(A) = P({WFDWIFI’WIFF}) = Z —+ g + g — 5’
1 1 1
P(B) = P({WIIF;WIFF}) = g + g — 17
1
P(ANB) =P ({wrrr}) = 3

Lathato, hogy P (AN B) = P(A) - P(B), azaz a definici6 szerint A és B fiiggetlenek.

. Jelolje A; azt az eseményt, hogy a szabalyos érmét huztuk, A, azt, hogy a szabdlytalant. Az
érmék megkiilonboztethetetlenek, igy P (A1) = P (Ay) = 3. Masrészt Ay és Ay koziil mindig
pontosan egy kovetkezik be, a két esemény teljes eseményrendszert alkot.

a) X azt jeloli, hogy hanyadik dobasnél kaptuk az elss fejet, igy X lehetséges értékei: k =
1,2,.... Legyen tehét k egy tetszéleges lehetséges érték, és P (X = k) kiszamitasdhoz hasznél-
juk a teljes valoszintiség tételét az Ay, As teljes eseményrendszerre vonatkozdan:

P(X =k)=P(X =klA)-P(A)+P(X = k|Ay) - P (As).

X = k azt jelenti, hogy az els6 k — 1 dobas iras, a k. pedig fej. A dobéasok egyméstol fiig-
getlenek, ezért ennek val6szintisége (%)k_l . %, ha a szabalyos érmével dobunk, és (%)k_l . %,

ha a szabalytalan érmével dobunk. Igy a teljes valoszintiség tételét alkalmazva megkapjuk X

eloszlasat: i .
1 1 1N 2 1
P X=kKk=(=) -= — - =1.2....
( k) (2) 2+(3) 3 2 K ’

b) A kérdés az eddigi jelolésekkel A; feltételes valoszintisége a B = {X = 3} eseményre vonat-
kozoan. Alkalmazhatjuk Bayes tételét szintén az Ap, Ay teljes eseményrendszerre, a feltételes
valosziniségeket pedig ugyantgy szamithatjuk ki, mint az a) feladatban:

_ P (B|A) - P (Ay) _ (3)°3 N
PEIB) = B P () + PBIA) P(A) (1) 14 (1) 2.1~ 00




