Konvolacié (9. eléadas)

Allitas

Legyenek X és'Y fiiggetlen, nemnegativ egész értékii valésziniiségi valtozék. Ekkor
az X + Y valbsziniiségi valtozo eloszlasat az alabbi médon hatdrozhatjuk meg:

k

PX+Y=k=> PX=)P(Y=k—1) (k>0).
1=0

Tovabba

E(X +Y) =E(X) +E(Y); D(X + Y) = /D?(X) + D2(Y).

Bizonyitas. Diszjunkt eseményekre val6 szétbontassal, illetve a fiiggetlenség defi-
niciéjanak felhasznalasaval:

k k
PX+Y=k=> PX=LY=k=1)=> PX=NP(Y=k-I).

/=0 1=0




Konvolicié: példa

Allitas
Legyenek X és Y fiiggetlen Poisson-eloszlasii valésziniiségi valtozék, X paramétere

A, az Y paramétere p. Ekkor az X + Y valdszintiségi valtozo is Poisson-eloszlasd,
paramétere \ + p, varhato értéke és szérasnégyzete is A + L.

Bizonyitas. Legyen k > 0 tetszéleges. Ekkor a Poisson-eloszlas definicidja alapjan

P(X + Y = k)
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ahol az utolsé lépésben a binomialis tételt hasznaltuk.



Nevezetes eloszlasok dsszege

@ X, Y fiiggetlen Poisson-eloszlastiak A\; és \, paraméterrel = X + Y Poisson-
eloszlasi A\; + Ao paraméterrel;

@ X,Y fliggetlen binomialis eloszlastiak, np, illetve ny renddel, és azonos p
paraméterrel



Nevezetes eloszlasok dsszege

@ X, Y fiiggetlen Poisson-eloszlastiak A\; és \, paraméterrel = X + Y Poisson-
eloszlasi A\; + Ao paraméterrel;

@ X, Y fiiggetlen binomialis eloszlastak, np, illetve no renddel, és azonos
) g8
paraméterrel = X + Y binomialis eloszlast n; + no renddel és p paraméterrel,

@ X1, Xa,...,X, fligggetlen normalis eloszlasiak = az dsszegiik és az atlaguk
is normalis eloszlasu;



Az atlag varhaté értéke és szoérasa

A statisztikaban alapvetd kérdés, hogy ha

@ ugyanazt a méreést

@ sokszor, egymastdl fiiggetleniil megismételjiik,

@ majd a kapott eredményeket atlagoljuk,

@ akkor az atlag, mint val6sziniiségi valtozé hogyan viselkedik

Vagyis: X1, Xz,..., X, fliggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi valtozok, akkor

mit mondhatunk az
Xi+Xo+...+ X,

n

atlagrol: mennyi a varhato értéke és mennyi a szérasa?

Azonos eloszlas: P(X; € A) = P(X; € A) tetszéleges j-re és A C R, megfelel”
halmazra, vagy: X; és X, eloszlasfiiggvénye megegyezik tetszéleges j-re.

azonos eloszlas = azonos varhaté érték, azonos szoras



Valészinliségi valtozok fliggetlensége

o két valdsziniiségi valtozéra: az X, Y : Q — R val6sziniiségi valtozok fiig-
getlenek, ha

]P’(X <t,Y< tz) :P(X < tl) P(y < t2)

teljesiil tetszéleges t1, t, € R valés szamokra.
@ véges sok valosziniiségi valtozéra: Xi,..., X, : Q — R val6sziniiségi val-

tozok fiiggetlenek, ha

M&<m&<mw X, < t,) =
=P(Xi=n)- ( < t)...P(Xy < t,)

teljesiil tetsz6leges t1, to, . .., t, valés szamokra.

@ megszamlalhatoé sok valésziniiségi valtozoéra: az X1, X5, X3 ... valésziniiségi
valtozék fuiggetlenek, ha koziililk barmely véges sokat kivalasztva fiiggetlen
valészin(iségi valtozékat kapunk.



Az atlag viselkedése

Poisson-eloszlas és az atlaga

‘cisson-eloszlas
lag

al

1000 darab A\ = 5 paraméter(i Poisson-eloszlasi val6szin(iségi valtozd, illetve 100
darab, tiz fiiggetlen, A\ = 5 paraméter(i Poisson-eloszlast valdszintiségi valtozé

atlagaként el6allé megfigyelés hisztogramja — atlagolasnal a varhaté6 érték nem
valtozik, ez mindkét esetben 5, a széras csokken
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Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa
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A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbdl vett minta atlaga n = 500-ig



Az atlag varhaté értéke

Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlast valésziniiségi valtozok, melyekre
m =E(X1) < oo. Ekkor

X1+ ...+ X,
n

E(X) :E( ):E(Xl) =m.




Az atlag varhato értéke

Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlast valésziniiségi valtozok, melyekre
m =E(X1) < co. Ekkor

Xi+...+ X,
n

mm:E( ):EMQ:m

Bizonyitas.

X1+...+ X,
n

E(X) —E< L

1 1
)—nE(Xl—l—...—i—X,,)— -nm=m.

Felhasznaltuk a varhaté érték linearitasat, és hogy csak eloszlastdl fiigg:

cX) =cE(X), haceR;
Y +2Z) =E(Y) + E(2);
a Y és Z eloszlasa (azaz eloszlasfiiggvényiik) megegyezik, akkor E(Y) =



Az atlag szoérasa
Allitas

Legyenek Xi,...,X, figgetlen azonos eloszlasi valésziniiségi valtozok, melyekre
o = D(Xi) < oo. Ekkor

D(X) = D(X1+';7'+X"> _D(X) _ o

ViV




Az atlag szoérasa
Allitas

Legyenek Xi,...,X, fiiggetlen azonos eloszlasi valésziniiségi valtozék, melyekre
o = D(X1) < co. Ekkor

— X1+...+ X, D(X; o
D(X) = p( M) DA _ 2
Bizonyitas.
— Xi+...+ X, D(Xi+...+ X, no? o

Felhasznaltuk a széras alabbi tulajdonsagait:
@ D(cX) = |c|D(X), ha c € R;

@ D3(Y +Z)=D?(Y)+ D?(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z)



Egyenl6tlenségek

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valésziniiséggel szavaz egy
adott partra — azonban p-t nem ismerjiik.

Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy mindenki a tob-
biektsl fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valészintisége, hogy a
partra szavazék aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-t6l, tetszéleges p esetén leg-
alabb 95% legyen?



Egyenl6tlenségek

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valésziniiséggel szavaz egy
adott partra — azonban p-t nem ismerjiik.

Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy mindenki a téb-
biektsl fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valészintisége, hogy a
partra szavazék aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-t6l, tetszéleges p esetén leg-
alabb 95% legyen?

Ennek megértéséhez ezekre van sziikség:

@ az arany atlagolas — milyen gyorsan csokken a széras?

@ ha a szoras kicsi, abbél hogyan kdvetkezik, hogy nagy val6szintiséggel csak
keveset tévediink — ebben segit a Markov— és a Csebisev-egyenlGtlenség.



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa

Markov-egyenlGtlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhato értékii
valdsziniiségi valtozd, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(er)g@.

Bizonyités. Tekintsiik az alabbi Y valdsziniiségi valtozét:

Y t, haX>t;
o, haX<t



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa

Markov-egyenlGtlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhato értékii
valdsziniiségi valtozd, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(X>1t)< E(tX).

Bizonyités. Tekintsiik az alabbi Y valdsziniiségi valtozét:

Y t, haX>t;
o, haX<t

Mindkét esetben Y értéke legfeljebb X értéke (hiszen X > 0):
Y <X = E(Y) < E(X).
Masrészt, mivel Y értéke dsszesen kétféle lehet, a varhaté értékét kiszamitva:

E(Y)=0-P(Y=0)+t-P(Y=t)=t-P(X >t) <E(X).



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa

Markov-egyenlGtlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhato értékii
valdsziniiségi valtozd, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(er)g@.

Bizonyités. Tekintsiik az alabbi Y valdsziniiségi valtozét:

Y t, haX>t;
o, haX<t

Mindkét esetben Y értéke legfeljebb X értéke (hiszen X > 0):
Y <X = E(Y) < E(X).
Masrészt, mivel Y értéke dsszesen kétféle lehet, a varhaté értékét kiszamitva:
E(Y)=0-P(Y=0)+t-P(Y=t)=t-P(X >t) <E(X).

Az utolsé egyenl6tlenség mindkét oldalat a ¢ pozitiv szammal osztva a Markov-
egyenl6tlenséget kapjuk.



A Csebisev-egyenl6tlenség bizonyitasa

Markov-egyenl6tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté értékii
valésziniiségi valtozé, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(X >1t) < E(tX)

Csebisev-egyenl6tlenség. Legyen X véges szorasia valésziniiségi valtozé, t > 0
pozitiv szam. Ekkor

D(X)

P(X ~E(X)| 2 1) < =

Bizonyitas. Legyen Z = (X — E(X))?. Ez a valészin(iségi valtozé nemnegativ,
ezért alkalmazhat6é a Markov-egyenlStlenség, a t2 pozitiv szammal:

P(X — E(X)| > t) = B((X ~ E(X))> > ) = P(Z > ) <
warkov B(Z) _ E((X —E(X))*) _ D*(X)

t2 t2 t2

a szérasnégyzet definiciéja alapjan.



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy mindenki a tob-
biektdl fiiggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valdsziniisége, hogy a
partra szavazék aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-t6l, tetszéleges p esetén leg-
alabb 95% legyen?

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot

X: a partot tamogatok szama a megkérdezettek kdzott

Kell: X
P(‘n - p‘ < 0,01> >0,95

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re — hiszen p-t nem ismerjiik.



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatdk szama a megkérdezettek kdzott

Mivel X binomialis eloszlasa:



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatdk szama a megkérdezettek kdzott

Mivel X binomialis eloszlasa:

(2)-Lwn ofX)- v (L

Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazva az X /n valésziniiségi valtozéra:

X D*(%) _ p(1—p) 1
—_— > < n’z — <
IED(‘n p‘_0,01>_ 0,012 0,012-n— 4.0,012-n

mivel p(1 — p) < 1/4 a szamtani-mértani kdzepek kozdtti egyenl6tlenség szerint.




A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa
n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tdmogatja a partot
X: a partot tamogatdk szama a megkérdezettek kdzott

A Csebisev-egyenl&tlenség szerint

X 1
Pl|— —p| > 1)< ————
(’n p‘ 20,0 ) =4.0,012 n
Kell:
X
azaz
X
P P> 0,01 ) <0,05.
Tehat ennyi embert biztosan elég megkérdezni:

1
R >~ _ 50000
4002007 T "2470012.0,05



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa
n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tdmogatja a partot
X: a partot tamogatdk szama a megkérdezettek kdzott

A Csebisev-egyenl&tlenség szerint

X 1
Pl|— —p| > 1)< ————
(’n p‘ 20,0 ) =4.0,012 n
Kell:
X
azaz
X
P P> 0,01 ) <0,05.
Tehat ennyi embert biztosan elég megkérdezni:

1
R >~ _ 50000
4002007 T "2470012.0,05

Ha 0,01 helyett 0,005-6t irnank (a felét), n > 200000 (négyszer annyi) adédna.



Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa
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A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbdl vett minta atlaga n = 500-ig



Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az atlagok sorozata) tébbféle
értelemben definidlhatjuk a hatarértékeét.

A Zi, 25, ..., valészinliségi valtozokbdl allé sorozat sztochasztikusan konvergal
az Z val6szin(iségi valtozéhoz, ha minden £ > O-ra

P(|Z, — Z| > ) = 0

teljesiil n — oo esetén.



Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az atlagok sorozata) tébbféle
értelemben definidlhatjuk a hatarértékeét.

A Zi, 25, ..., valészinliségi valtozokbdl allé sorozat sztochasztikusan konvergal
az Z val6szin(iségi valtozéhoz, ha minden £ > O-ra

P(|Z,—Z]| >¢e)—0
teljesiil n — oo esetén.

A Zi, 25, ..., valosziniiségi valtozékbdl allo sorozat 1 valésziniiséggel konvergal
az Z val6sziniiségi valtozéhoz, ha

Plwe Q: Zy(w) = Z(w) n — oo esetén) = 1.



Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az atlagok sorozata) tébbféle
értelemben definidlhatjuk a hatarértékeét.

A Zi, 25, ..., valészinliségi valtozokbdl allé sorozat sztochasztikusan konvergal
az Z val6szin(iségi valtozéhoz, ha minden £ > O-ra

P(|Z,—Z]| >¢e)—0
teljesiil n — oo esetén.

A Zi, 25, ..., valosziniiségi valtozékbdl allo sorozat 1 valésziniiséggel konvergal
az Z val6sziniiségi valtozéhoz, ha

Plwe Q: Zy(w) = Z(w) n — oo esetén) = 1.

1 valésziniiséggel konvergal a sorozat = sztochasztikusan is, de forditva nem fel-
tétlendil.



Az atlag valtozasa

Az étlag valtozasa nem létezd varhato érték esetén
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mintaelemszém

Az atlag valtozasa egy olyan esetben, amikor nem létezik a varhat6 érték (nincs

abszolut konvergencia a definiciéban)



A nagy szamok gyenge torvénye: bizonyitas

Legyenek X1, ..., X, fliggetlen azonos eloszlast véges szérasu valdsziniiségi valto-
z6k. Legyen m = E(X) és 0 = D(X1).

A korabbiak szerint
EX)=m; D*X)=_.



A nagy szamok gyenge torvénye: bizonyitas

Legyenek X1, ..., X, fliggetlen azonos eloszlast véges szérasu valdsziniiségi valto-
z6k. Legyen m = E(X) és 0 = D(X1).

A korabbiak szerint )
EX)=m; D*X)=_.
A Csebisev-egyenl6tlenség szerint minden € > 0-ra

D*(X) o2
g2 €2n

P(IX —m|>¢) <

Tehat X — m = E(X;) sztochasztikusan.



A nagy szamok torvénye

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)

Legyenek Xi,Xa, ... olyan valésziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasiak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — 00),

azaz X, — E(X;) sztochasztikusan.




A nagy szamok torvénye

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)

Legyenek Xi,Xa, ... olyan valésziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasiak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o),

azaz X, — E(X;) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy szamok erGs torvénye)

Legyenek X1, Xa, ... valésziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azonos eloszla-
stak. Tegyiik fel még, hogy m = E(Xy) < oo. Ekkor

Yn:X1+X2+...+Xn

n —>E(X1) =m

teljesiil 1 valészindséggel n — oo esetén.

A masodik esetben gyengébb feltevésbsl erdsebb allitas kovetkezik.




