Eloszlasfiiggvény: példa (8. eléadas)

Ertékpapir arfolyama
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Egy elképzelt értékpapir arfolyama 1000 napon keresztiil, 1000 forintban



Eloszlasfliggvény: bevezetés

X val6sziniiségi valtozé: egy véletlen kisérlet eredménye
eddig: X diszkrét, és a P(X = x) valésziniiségekkel lehet leirni az eloszlasat

ha a lehetséges értékek halmaza ,tal nagy”, vagy a valésziniiségek ,tal kicsik”,
ez nem informativ

példaul: X az értékpapir arfolyama holnap, P(X = 784) = 0,0038, P(X =
785) = 0,004, stb. egy el6rejelzés szerint — ennél hasznosabb informacié
lehet, hogy

P(X < 785) = 0,5,
azaz az értékpapir 50% valésziniiséggel nem haladja meg a 785 szintet

eloszlasfiiggvény: F(t) annak valésziniisége, hogy a valésziniiségi valtozé
értéke legfeljebb t, azaz

F(t) =P(X <t).



Eloszlasfliggvény: példa

Az érfolyam tapasztalati eloszlasfiiggvénye
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t fliggvényében a t-nél nem nagyobb arfolyama napok aranya az el6z6 példaban



Eloszlasfliggvény: definicié

Legyen X : Q — R valésziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F:R — [0,1] fuggveny:

F(t) =P(X <t) =P{w € Q: X(w) < t})
tetszéleges t € R valds szamra.
Ez minden valésziniiségi valtozéra és minden t € R valés szamra értelmes:

éppen Ggy definialtuk a valészintségi valtozét, hogy {w € Q : X(w) < t} € A egy
esemény, tehat van val6sziniisége.



Eloszlasfliggvény: példa

Valakinek harom gyereke sziiletik, a gyerekek mindegyike egymastél fiiggetleniil 1/2
valésziniiséggel fia. Nyolc egyforman val6szini eset van:

{LLL, FLL, LFL, LLF, ,FFF}

Legyen X a fitk szama. X diszkrét valdszinliségi valtozd, lehetséges értékei:
0,1,2,3, és

F(0) = P(X < 0) =

F(2,4) = P(X < 2,4)



Eloszlasfliggvény: példa

Fillk szamanak eloszlasfiiggvénye
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Harom gyerek koziil a fitk szamanak eloszlasfiiggvénye
vizszintes: t, fiiggbleges: F(t) = P(X < t).



Eloszlasfliggvény
Definicié (Eloszlasfliiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{{w e Q: X(w) < t}) minden t € R valos szamra.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szdmhoz hozzarendeli, hogy mennyi annak

valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozé értéke legfeljebb t. Példaul ha X a fiak
szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fit van) = 1/2;

F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) = P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fia van) = 7/8;



Eloszlasfliggvény

Definicié (Eloszlasfliiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{{w e Q: X(w) < t}) minden t € R valos szamra.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szdmhoz hozzarendeli, hogy mennyi annak
valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozé értéke legfeljebb t. Példaul ha X a fiak
szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fit van) = 1/2;

F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) = P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fia van) = 7/8;

Veéges értékkészlet( valdsziniiségi valtozok esetén az eloszlasfiiggvény lépcsés (vé-
ges sok értéket vesz fel), és az ugrasok nagysagat az egyes lehetséges értékek
valésziniiségei adjak meg.



Eloszlasfliggvény: példa

Kockadobas eloszlasfiggvénye

1.0

N —
.|
S
g P
= ©
Tl
N
B
3 —
=
& = |
o2
3 O —
=
®
o
et S—
o
3
T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 ir

Szabalyos dobdkockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye
vizszintes: t, fiiggbleges: F(t) = P(X < t).



Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Ha a, b € R valés szamok, és F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
P(a < X < b) = F(b) — F(a),
hiszen annak valésziniiségét, hogy X az a és b kozé esik, megkaphatjuk agy, hogy

P(X < b)-bél levonjuk P(X < a)-t.

Legyen F egy tetsz6leges valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye. Ekkor

@ F monoton nové: a < b esetén F(a) < F(b).
@ limi_o F(t) =0; lim; oo F(t) =1.

@ F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valés szamra lims_,1 F(s) = F(t).

Forditva: ha F-re érvényesek ezek a tulajdonsagok, akkor van olyan X, aminek F
az eloszlasfiiggvénye.



Eloszlasfliggvény: példa

Legyen X négy rendi 1/2 paraméter(i binomialis eloszlasa valésziniiségi valtozo.
Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?



Eloszlasfliggvény: példa

Legyen X négy rendi 1/2 paraméter(i binomialis eloszlasa valésziniiségi valtozo.
Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?

X-re a kdvetkezképpen gondolhatunk: n = 4 fiiggetlen kisérlet, mindegyik p = 0,5
valosziniiséggel sikeriil, X a sikeres kisérletek szama.

Definicié szerint, ha F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
F(1,5) =P(X <1,5)=P(X <1)=P(X =0)+P(X =1),

hiszen X értéke nemnegativ egész. Igy

F(1,5) = P(X =0) + P(X = 1)
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Kvantilisek

Definicié (Kvantilis)

Legyen 0 < z < 1, és X egy valdsziniiségi valtozé. Ekkor az X valésziniiségi
valtozé z-kvantilise:

g, = inf{t e R: F(t) > z}.

Ha az X eloszlasfiiggvénye, azaz az F(t) = P(X < t) fiiggvény folytonos, akkor az
igaz, hogy

Fla) = B(X < a.) = z,

azaz g, az a szam, aminél X éppen z valésziniiséggel kisebb.



Kvantilisek

Definicié (Kvantilis)

Legyen 0 < z < 1, és X egy valdsziniiségi valtozé. Ekkor az X valésziniiségi
valtozé z-kvantilise:
g, = inf{t e R: F(t) > z}.

Ha az X eloszlasfiiggvénye, azaz az F(t) = P(X < t) fiiggvény folytonos, akkor az

igaz, hogy
F(g:) =P(X < gq.) =z,

azaz g, az a szam, aminél X éppen z valésziniiséggel kisebb.
A z = 1/2-kvantilis a median: P(X < m) =1/2.

A z =1/4-hez és z = 3/4-hez tartozé értékek a kvartilisek.



Kvantilisek

Definicié (Kvantilis)

Legyen 0 < z < 1, és X egy valdsziniiségi valtozé. Ekkor az X valésziniiségi
valtozé z-kvantilise:
g, = inf{t e R: F(t) > z}.

Ha az X eloszlasfiiggvénye, azaz az F(t) = P(X < t) fiiggvény folytonos, akkor az

igaz, hogy
F(g:) =P(X < gq.) =z,

azaz g, az a szam, aminél X éppen z valésziniiséggel kisebb.
A z = 1/2-kvantilis a median: P(X < m) =1/2.
A z =1/4-hez és z = 3/4-hez tartozé értékek a kvartilisek.

A median fontos tulajdonsaga: a E(|X — u|) érték az u = m esetén a legkisebb,
ahol m a median.

Osszehasonlitasképpen: az E((X — u)?) érték az u = E(X) esetén a legkisebb.



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkezd hétkoznapi példat.

@ Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

o Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasi a [8,12] intervallumon (6raban
mérve).

@ Mennyi a val6sziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?

o Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a valé-
sziniisége, hogy 11 6ra el6tt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

P(X < 11)



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkezd hétkoznapi példat.

Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasti a [8,12] intervallumon (éraban
mérve).

Mennyi a valésziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?

Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a valé-
sziniisége, hogy 11 6ra el6tt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

11-8 3

P(X < 11|X > 10)



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkezd hétkoznapi példat.

Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasti a [8,12] intervallumon (éraban
mérve).

Mennyi a valésziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?

Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a valé-
sziniisége, hogy 11 6ra el6tt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

11-8 3

B(X < 11X > 10) = 20X SP&}: 3)() >100) _ Zi _ %




Egyenletes eloszlas

Egyenletes eloszlas
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Egyenletes eloszlas

Definici6 (Egyenletes eloszlas (uniform distribution))
Az X valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlasa az [a, b intervallumon, ha elosz-
lasfiiggvénye:
0, hat<a;
F(t)=P(X <t)=¢{=2, haa<t<b;
1, ha t > b.

eloszlas

Fit)




Egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futar 10 és 12 6ra kozott érkezik. Feltessziik, hogy érkezésé-
nek idépontja egyenletes eloszlast a [10, 12] intervallumon. Ekkor az eléz6 allitas
alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valosziniisége, hogy 10 és 11 6ra kozott érkezik: (11—10)/(12—10) =
1/2.

@ Annak valésziniisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik: 1/8 = 0, 125.

@ Annak valészintsége, hogy 10 : 30 utan érkezik: 3/4 =0, 75.



Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas sokszor hasznalhaté véletlen id6tartamok modellezésére,
példaul

@ egy miivelet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgalasa egy boltban, vagy egy
szamitas elvégzése egy szamitégépen
@ egy ember reakcidideje

@ két esemény bekdvetkezése kozott eltelt id6, példaul egy lizletben két iigyfél
érkezése kozotti id6

@ jarvanyterjedés modellezésénél: a fert6zés atadasanak vagy a gyoégyulasnak az
ideje

@ radioaktiv részecske bomlasi ideje



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas
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A = 1 paraméter(i exponencialis eloszlas siiriiségfiiggvénye és 500 darab fiiggetlen, 1
paraméter(i exponencialis eloszlasi valdszinliségi valtozobdl allé minta hisztogramja



Exponencialis eloszlas

Definicié

Legyen A > 0 valés szam. Az X valésziniiségi valtozé exponencialis eloszlasa A
paraméterrel, ha eloszlasfiiggvénye:

1—e M  hat>0;
F(t)=P(X <t)= ’ '
(t) (X=1) {0 kiilénben.




Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlasok eloszlasfiiggvényei
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Kiilonb6z6 paraméterii ()\ = %, 1, illetve 4) exponencialis eloszlasok eloszlasfiigg-
vényei



Exponencialis eloszlas

Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje (percben
szamolva) 1/3 paraméterii exponencialis eloszlasi valosziniiségi valtozo.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni? Mennyi
a valésziniisége, hogy a vevé kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig tart?



Exponencialis eloszlas

Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje (percben
szamolva) 1/3 paraméterii exponencialis eloszlasi valosziniiségi valtozo.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni? Mennyi
a valésziniisége, hogy a vevé kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig tart?

Az eloszlasfiiggvény definiciéja alapjan

P(X > 5)

1_]P(X<5):1_F(5):1_(1—€7A'5)267A'5:
= e75/3 = 18,9%.



Exponencialis eloszlas

Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevs kiszolgalasanak ideje (percben
szamolva) 1/3 paraméterii exponencialis eloszlasi valosziniiségi valtozo.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni? Mennyi
a valésziniisége, hogy a vevé kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig tart?

Az eloszlasfiiggvény definiciéja alapjan
P(X>5)=1-P(X<5)=1-F(5)=1-(1-e ) ==
= e %/3 =18,9%.
Hasonléképpen

P2 < X < 4) = P(X < 4) — P(X < 2) = F(4) — F(2) =
=(1—e3)—(1-e2B)=e23_ 3 =25%.



Exponencialis eloszlas

Allitas (Az exponencialis eloszlas érokifja tulajdonsaga)

Legyen X exponencialis eloszldst valésziniiségi valtozo, s, t pozitiv szamok. Ekkor

P(X > s+t X>s)=P(X >t).

Bizonyitas. A feltételes valdszinitiség definicigjat és az exponencialis eloszlas elosz-
lasfiiggvényének alakjat felhasznalva

PX>sttX>s) = AXZstt0iX2s}) 1-P(X<stt)

P(X > s) - 1-P(X<5s)
L 1—F(s+1t) 1—(1—est)) oAt
O 1-F(s)  1—(l—es) e X

=eM=1-(1-e?)=1-F(t)=P(X > t).



Pareto-eloszlas

Biztositasmatematikaban, vagy példaul a jovedelmek eloszlasanak modellezésére
hasznaljak gyakran az alabbi eloszlast.
Definicié (Pareto-eloszlas)

Az X valdszintiségi valtozé Pareto-eloszlédsi oo > 0 és ¢ > 0 paraméterekkel, ha
eloszlasfiiggvénye

0; hat<c;
F(t)_]P’(X<t)_{1_(C)a_ hato e
t) .

A definiciébdl latszik, hogy a Pareto-eloszlas a ¢ paraméternél kisebb értékeket
nem vehet fel. Gyakran hasznaljak jovedelmek eloszlasanak modellezésére. Ahogy
késébb latni fogjuk, van olyan «, melyre az eloszlas varhaté értéke nem létezik, és
olyan is, amire a varhato érték létezik, de a széras nem.



Pareto-eloszlas

Pareto-eloszlas eloszlasfiuggvénye
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eloszlasfuggvény, Fit)
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Kiilonb6z6 paraméterii Pareto-eloszlasok eloszlasfiiggvényei



Egylittes eloszlasfliggvény

Az X = (Xi,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes eloszlasfiiggvénye az
F :R" — [0, 1] fiiggvény, melyre

F(t) = F(t1,. ., tn) =P(X1 < 11, X0 < to,..., Xy < 1),
ha (t1,...,t,) € R" valés szamok. Példaul:

@ egy véletlenszer(ien valasztott embert megkérdeziink a havi jovedelmérél (X7),
a havi kiadasairdl (X2), és az életkorardl (X3);

@ ekkor (X1, X2, X3) valosziniiségi vektorvaltozo, és

@ ha eloszlasfiiggvénye F, akkor példaul

F(200000, 150000, 40) = P(X; < 200000, X> < 150000, X3 < 40)

annak val6sziniisége, hogy egy véletlenszer(ien valasztott ember havi jovedel-

me legfeljebb 200000 (forint), havi kiadasa legfeljebb 150000 (forint), életkora
pedig legfeljebb 40 (év).



