Kovariancia és korrelacios egyiitthaté (7. eléadas)

@ két valosziniiségi valtozé lehet

» fliggetlen: példaul két taldlomra valasztott ember jovedelme, vagy,
> . példaul egy taladlomra valasztott ember jovedelme most,
illetve fél év malva

@ az Gsszefiiggdség meértéke kiilonbozé lehet:

» egy taldlomra valasztott felnétt életkora és jovedelme ,erésen Gsszefiig-
g6, a fiataloké és idGseké altalaban alacsonyabb;

> egy taladlomra valasztott felnétt életkora és testmagassaga ,,gyengén 6ssze-
fliggd”, hiszen egy fiatal feln6tt n6het, az id6sek pedig valamennyit ve-
szitenek a testmagassagukbdl, de egyik valtozas sem nagyon jelentds.

@ a kapcsolat er8sségének jellemzésére tobbféle mérészam hasznalhats, ezek
kozott van a kovarianca és a korrelacios egyiitthaté. Ez utébbinak a ,nagy”
értékei ,erés, linearis jellegii” Osszefliggésre utalnak.



Figgetlen normalis eloszlasok

Fuggetlen standard normélis eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai fliggetlen standard normalis
eloszlastiak. A koordinatak kézétt nincs kapcsolat: a kovariancia és a korrelaciés
egylitthaté is 0 lesz.



Pozitiv korrelacié

Nem fiiggetlen standard normalis eloszlasok

500 elemii minta a kdvetkezé tobbdimenziés normalis eloszlasbdl: (X, X—\;%Z) ahol
X,Z ~ N(0,1) fuggetlenek.

Minél nagyobb X, ,valésziniileg” annal nagyobb (X 4 Z)/v/2 is — ennek megfe-
lelGen a két koordinata kozétti kovariancia és korrelacids egyiitthaté is pozitiv
lesz.



Er6s pozitiv korrelacio

Eladott példanyok és bevétel
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eladott példdnyok

100 elemii minta az (X + Y, 300X 4 400Y') eloszlasbdl, ahol X ~ Poisson(100) és
Y ~ Poisson(180) fiiggetlenek. A megfigyelések szinte teljesen egy pozitiv mere-
dekségii egyenesre illeszkednek — a korrelacios egyiitthaté pozitiv és majdnem
1, ami ,nagy”, mert ennek 1 lesz a lehetséges legnagyobb értéke.



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan val6sziniiségi valtozék, melyeknek szérasa létezik. Ekkor
X és Y kovarianciaja:

cov(X, Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan val6sziniiségi valtozék, melyeknek szérasa létezik. Ekkor
X és Y kovarianciaja:

cov(X, Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).

@ A kovariancia kiszamitasa:
cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)E(Y).

@ Szimmetria. cov(X, Y) = cov(Y, X).

@ Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan val6sziniiségi valtozék, melyeknek szérasa létezik. Ekkor
X és Y kovarianciaja:

cov(X, Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).

@ A kovariancia kiszamitasa:
cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)E(Y).

@ Szimmetria. cov(X, Y) = cov(Y, X).

Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).

Fiiggetlenséggel valé kapcsolat. Ha az X és Y val6sziniiségi valtozok
fliggetlenek, akkor cov(X, Y) = 0.

cov(X, Y) = 0 esetén nem biztos, hogy X és Y fiigget-
lenek.



Korrelacios egyiitthaté: definicié

Legyenek X és Y olyan val6sziniiségi valtozok, melyek szérasnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelaciés egyiitthatgja:

v(X,Y .
R(X,Y) = S5ty ha D(X) > 0,D(Y) >0,
’ 0, ha D(X) = 0 vagy D(Y) = 0.



Korrelacios egyiitthaté: definicié

Legyenek X és Y olyan val6sziniiségi valtozok, melyek szérasnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelaciés egyiitthatgja:

v(X,Y .
R(X,Y) = S5ty ha D(X) > 0,D(Y) >0,
’ 0, ha D(X) = 0 vagy D(Y) = 0.

@ Lehetséges értékek. A korrelaciés egyiitthaté értéke mindig —1 és 1 kozé
esik:
IR(X, Y)| < 1.

@ Linearis Osszefiiggés. Legyen a > 0 valés szam, b tetszdleges valés szam.
Ekkor
R(X,aX+b)=1 és R(X,—aX + b) = —1.

@ Tegyiik fel, hogy |R(X, Y)| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valds szamok,
hogy az Y = aX + b egyenlet 1 val6sziniiséggel teljesiil. Vagyis a korrelacios
egylitthaté lehetséges legnagyobb értékei linearis osszefiiggés esetén érhetsk
el.



A kovariancia tulajdonsagai

@ Konstanssal valé kovariancia. cov(X,c) =0, ha c valés szam.

Linearitas. Egyrészt
cov(X + Y, Z) = cov(X, Z) + cov(Y, Z),
masrészt tetszéleges ¢ € R valés szamra
cov(c- X, Y)=c-cov(X,Y).

o Osszeg szérasnégyzete. D?*(X + Y) = D?*(X) + D?(Y) + 2cov(X, Y).

Tovabba . .
D2 ( 3 X,-) =3 D2(X) +2 " cov(X;, X)).
i=1 i=1 i<j
o Kiildnbség szérasnégyzete. D(X — Y) = D?(X) + D?(Y) — 2cov(X, Y).



Kovariancia: példa

Egy lizletben az A és B ajsag forgalmat figyelik.

@ Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B 0jsagbdl eladott példanyok szama Y.

@ Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere
100, Y-é 180.

@ Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az Gsszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé bevé-
telnek a kovarianciaja?



Kovariancia: példa

Egy lizletben az A és B ajsag forgalmat figyelik.

@ Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B 0jsagbdl eladott példanyok szama Y.

@ Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere
100, Y-é 180.

@ Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az Gsszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé bevé-
telnek a kovarianciaja? Azaz mennyi cov(X + Y, 300X + 400Y)?

A szamolas el6tt: pozitiv, negativ vagy 0 kovarianciara tippelnénk?



Kovariancia: példa

Egy lizletben az A és B ajsag forgalmat figyelik.

@ Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B 0jsagbdl eladott példanyok szama Y.

@ Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere
100, Y-é 180.

@ Az A Gjsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az Gsszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé bevé-
telnek a kovarianciaja? Azaz mennyi cov(X + Y, 300X + 400Y)?

A szamolas el6tt: pozitiv, negativ vagy 0 kovarianciara tippelnénk?

Mivel minél nagyobb a példanyszam, ,valésziniileg” annal nagyobb a bevétel,
pozitiv kovarianciara szamithatunk.



Kovariancia: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasaiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciija:

cov(X + Y,300X +400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X, 400Y )+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(2.6) 300 - cov(X, X) +400-cov(Y,Y) =

® 3000%(x) + 400D%(Y) =

© 300 - 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy



Kovariancia: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasaiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciija:

cov(X + Y,300X +400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X, 400Y )+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(2.6) 300 - cov(X, X) +400-cov(Y,Y) =

® 3000%(x) + 400D%(Y) =

© 300 - 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy (a) a kovariancia linearis;



Kovariancia: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasaiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciija:

cov(X + Y,300X +400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X, 400Y )+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(2.6) 300 - cov(X, X) +400-cov(Y,Y) =

® 3000%(x) + 400D%(Y) =

(;) 300 - 100 4 400 - 180 = 102000,
ahol felhasznaltuk, hogy (a) a kovariancia linearis;

(b) fliggetlen valdsziniiségi valtozok kovarianciaja 0, illetve egy valdsziniiségi val-
toz6 sajat magaval vett kovariancidja a szérasnégyzete;



Kovariancia: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasaiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciija:

cov(X + Y,300X +400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X, 400Y )+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(2.6) 300 - cov(X, X) +400-cov(Y,Y) =

® 3000%(x) + 400D%(Y) =

© 300 - 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy (a) a kovariancia linearis;

(b) fliggetlen valdsziniiségi valtozok kovarianciaja 0, illetve egy valdsziniiségi val-
toz6 sajat magaval vett kovariancidja a szérasnégyzete;

(c) egy A paraméterii Poisson-eloszlash valésziniiségi valtozé szorasnégyzete \.



Kovariancia: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X + Y) egyiittes el6fordulasa
n = 100 fiiggetlen megfigyelésbsl. Kovariancia: cov(X + Y,300X + 400Y) =
102000.



Korrelacids egyiitthato: bevezetés

@ A kovariancia bevezetésének célja, hogy két val6szinliségi valtozé kozotti
tudjuk mérni.

@ A korabbi példaban: a példanyszam és a bevétel kovarianciaja 102000 volt.

@ Viszont ha a bevételt nem forintban, hanem ezer forintos egységben mérjiik:
X : példanyszam Y : bevétel forintban Z : bevétel ezer forintban,

akkor

, - = 102.
1000 1000

Vagyis a kovariancia a mértékegységtdl fiigg = hasznos egy olyan mennyi-
ség, ami szintén az osszefiiggés erésségét méri, de a mértékegység valaszta-
satol fiiggetlendil.

cov(X,Z) = cov(X Y ) _ cov(X,Y)

@ llyen lesz a korrelaciés egyiitthaté.



Korrelacios egyiitthaté: definicié

Legyenek X és Y olyan val6sziniiségi valtozok, melyek szérasnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelaciés egyiitthatgja:

v(X,Y .
R(X,Y) = S5ty ha D(X) > 0,D(Y) >0,
’ 0, ha D(X) = 0 vagy D(Y) = 0.



Korrelacios egyiitthaté: definicié

Legyenek X és Y olyan val6sziniiségi valtozok, melyek szérasnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelaciés egyiitthatgja:

v(X,Y .
R(X,Y) = S5ty ha D(X) > 0,D(Y) >0,
’ 0, ha D(X) = 0 vagy D(Y) = 0.

@ Lehetséges értékek. A korrelaciés egyiitthaté értéke mindig —1 és 1 kozé
esik:
IR(X, Y)| < 1.

@ Linearis Osszefiiggés. Legyen a > 0 valés szam, b tetszdleges valés szam.
Ekkor
R(X,aX+b)=1 és R(X,—aX + b) = —1.

@ Tegyiik fel, hogy |R(X, Y)| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valds szamok,
hogy az Y = aX + b egyenlet 1 val6sziniiséggel teljesiil. Vagyis a korrelacios
egylitthaté lehetséges legnagyobb értékei linearis osszefiiggés esetén érhetsk
el.



Korrelacids egyiitthaté: példa
Egy lizletben az A és B (jsag forgalmat figyelik.

@ Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B Gjsagbdl eladott példanyok szama Y.

@ Tegyiik fel, hogy X és Y fliggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100,
Y-é 180.

@ Az A ujsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az &sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé bevé-
telnek a korrelaciés egyiitthatéja?



Korrelacids egyiitthaté: példa
Egy lizletben az A és B (jsag forgalmat figyelik.

@ Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B Gjsagbdl eladott példanyok szama Y.

@ Tegyiik fel, hogy X és Y fliggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100,
Y-é 180.

@ Az A ujsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az &sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé bevé-
telnek a korrelaciés egyiitthatéja?

_cov(X +Y,300X +400Y)
ROX+Y, 300X +400Y) = 537D (300X + 400Y)
102000

D(X + Y)D(300X + 400Y)

a korabbi szamolas alapjan, igy a szérasokat kell meghataroznunk.



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak szorasa:



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak szorasa:

D(X +Y)=+/D?%(X)+ D2(Y) = +/100 + 180 = 16, 73.

A bevétel szérasa:



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak szorasa:

D(X +Y)=+/D?%(X)+ D2(Y) = +/100 + 180 = 16, 73.

A bevétel szérasa:

D(300X +400Y) = /3002D2(X) + 4002D2(Y) =
= /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17.

Ezek alapjan a korrelaciés egyiitthat6:



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor
az eladott példanyok szamanak szorasa:

D(X +Y)=+/D?%(X)+ D2(Y) = +/100 + 180 = 16, 73.

A bevétel szérasa:

D(300X +400Y) = /3002D2(X) + 4002D2(Y) =
= /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17.

Ezek alapjan a korrelaciés egyiitthat6:

_cov(X +Y,300X +400Y)
RIX+Y,300X +400Y) = 57D E00x +400v) —
102000

= 1673614817 0>

A korrelaciés egyiitthat6 lehetséges legnagyobb értéke 1, igy ez erds pozitiv kor-
relaciot jelent.



Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y) és az eladott példanyszam (X + Y) egyiittes eléfordulasa
n = 100 fuiggetlen megfigyelésbdl. Kovariancia: 102000, korrelaciés egyiitthaté:
0,9915.



Korrelaciés egyiitthato: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsaghél egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szama Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 4000. Mennyi az dsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelaciés egyiitthatéja?

cov(X + Y,300X + 4000Y) = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;

D(X + Y) = +/D?(X) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X +4000Y) = 1/3002D2(X) + 40002D2(Y) =

= /3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42:

_ cov(X + Y,300X +4000Y)
R(X + Y,300X + 4000Y) = D(X + Y)D(300X +4000Y)
750000

= 16.73 5374942~ 8%

A korrelacids egyiitthato értéke kisebb, mint hasonlé ar esetén.



Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +4000Y) és az eladott példanyszam (X + Y) egyiittes eléfordulasa
n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 750000, korrelaciés egyiitthaté: 0, 83.



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hoémennyiség:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacié, van ok-okozati
Osszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacié, van ok-okozati
Osszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét irany-
ban lehet ok-okozati dsszefliggés

@ tengerparton toltott id6 és egészség:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacié, van ok-okozati
Osszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét irany-
ban lehet ok-okozati dsszefliggés

@ tengerparton toltott id6 és egészség:

ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati 6sszefiiggés,
a tengerparton toltott idé Osszefiigg az anyagi helyzettel, ami az egészséggel,
de csak a tengerparttél nem biztos, hogy egészséges lesz valaki, illetve aki
beteg, kevésbé megy a tengerpartra

@ a valasok aranya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az USA-
ban:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacié, van ok-okozati
Osszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét irany-
ban lehet ok-okozati dsszefliggés

@ tengerparton toltott id6 és egészség:

ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati 6sszefiiggés,
a tengerparton toltott idé Osszefiigg az anyagi helyzettel, ami az egészséggel,
de csak a tengerparttél nem biztos, hogy egészséges lesz valaki, illetve aki
beteg, kevésbé megy a tengerpartra

@ a valasok aranya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az USA-
ban:van pozitiv korrelacié (R = 0,9926), de feltehetGen nincs ok-okozati
Osszefliggeés (forras és tovabbi példak:
http://tylervigen.com/spurious-correlations)


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

Divorce rate in Maine
correlates with

Per capita consumption of margarine
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A valasok aranya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az USA-ban,
korrelaciés egyiitthaté: 0,9926

http://tylervigen.com/spurious-correlations



Korrelacié és ok-okozat

Divorce rate in Maine
correlates with

Per capita consumption of margarine
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A valasok aranya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az USA-ban,
korrelaciés egyiitthaté: 0,9926

http://tylervigen.com/spurious-correlations

»Big data” analizis: 200-300 mennyiség kozott konnyen talalhaté néhany olyan par,
amik ok-okozati Osszefiiggés nélkiil is nagy pozitiv korrelaciéval rendelkeznek, de
olyanok is, amik kozoétt valés Osszefiiggés van — mindez alaposabb vizsgalatot
igényel.



Korrelalatlansag

Ha az X, Y valdszin(iségi valtozék kovarianciaja 0, akkor azt mondjuk, hogy X és
Y korrelalatlanok. Mi ennek a kapcsolata a fiiggetlenséggel?

X és Y fiiggetlenek X és Y korrelalatlanok




Korrelalatlansag

Ha az X, Y valdszin(iségi valtozék kovarianciaja 0, akkor azt mondjuk, hogy X és
Y korrelalatlanok. Mi ennek a kapcsolata a fiiggetlenséggel?

’ X és Y fiiggetlenek ‘ Z ’ X és Y korrelalatlanok

Legyen X és Y két fiiggetlen, szabalyos kockadobas eredménye.

’U:X—l—YazBsszeg‘ ’V:X—Yakiiliinbség‘

cov(U, V) = cov(X+Y,X=Y) = D?*X) — cov(X,Y) +
+cov(X,Y) — D?(Y) =0= X és Y korrelalatlanok

Ugyanakkor U és V , példaul mert



Korrelalatlansag

Ha az X, Y valdszin(iségi valtozék kovarianciaja 0, akkor azt mondjuk, hogy X és
Y korrelalatlanok. Mi ennek a kapcsolata a fiiggetlenséggel?

’ X és Y fiiggetlenek ‘ Z ’ X és Y korrelalatlanok

Legyen X és Y két fiiggetlen, szabalyos kockadobas eredménye.

’U:X—l—YazBsszeg‘ ’V:X—Yakiiliinbség‘

cov(U, V) = cov(X+Y,X=Y) = D?*X) — cov(X,Y) +
+cov(X,Y) — D?(Y) =0= X és Y korrelalatlanok

Ugyanakkor U és V , példaul mert

0=P(U=11,V=0)#P(U=11)-P(V=0)= 2 -1



Korrelalatlansag: példa

Dobott szamok dsszege és killonbsége
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A dobott szamok kiilonbségének (X —Y) és a dobott szamok Gsszegének (X+Y)
egylittes el6fordulasa 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 0, de X+ Y és X — Y



Rangkorrelacio

Alacsony pozitiv korrelacié
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Legyen X egyenletes eloszlast a (0,1) intervallumbél, Y = X2°. A korrelaciés
egylitthaté értéke 0,5 koriili, pedig szoros 6sszefliggés van.



Rangkorrelacio

Legyenek X1, Xa,..., Xy, Y1,..., Y, megfigyelések.



Rangkorrelacio

Legyenek X1, Xa,..., Xy, Y1,..., Y, megfigyelések.

Rendezziik sorba a két mintat kiilon-kiilon nagysag szerint, és irjuk fel, hogy az

egyes megfigyelések hanyadikak a sorba rendezett mintaban. Ezek lesz az egyes
megfigyelések rangja.

Peldaul:

X; =650,X; =870,X; =720 =  (3,1,2)

Y, = 18, Y, = 157 Y3 =17 = (1,3,2)



Rangkorrelacio

Legyenek X1, Xa,..., Xy, Y1,..., Y, megfigyelések.

Rendezziik sorba a két mintat kiilon-kiilon nagysag szerint, és irjuk fel, hogy az
egyes megfigyelések hanyadikak a sorba rendezett mintaban. Ezek lesz az egyes
megfigyelések rangja.

Peldaul:
X1 =650, X, =870, X3 = 720 = (3,1,2)

Y, = 18, Y, = 157 Y3 =17 = (1,3,2)

Szamitsuk ki az igy kapott két adatsor, vagyis a rangok korrelaciés egyiitthatéjat.
Ez a rangkorrelacié (Spearman-korrelacio).



Eloszlasfliggvény: példa

Ertékpapir arfolyama
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Egy elképzelt értékpapir arfolyama 1000 napon keresztiil, 1000 forintban



Eloszlasfliggvény: bevezetés

X val6sziniiségi valtozé: egy véletlen kisérlet eredménye
eddig: X diszkrét, és a P(X = x) valésziniiségekkel lehet leirni az eloszlasat

ha a lehetséges értékek halmaza ,tal nagy”, vagy a valésziniiségek ,tal kicsik”,
ez nem informativ

példaul: X az értékpapir arfolyama holnap, P(X = 784) = 0,0038, P(X =
785) = 0,004, stb. egy el6rejelzés szerint — ennél hasznosabb informacié
lehet, hogy

P(X < 785) = 0,5,
azaz az értékpapir 50% valésziniiséggel nem haladja meg a 785 szintet

eloszlasfiiggvény: F(t) annak valésziniisége, hogy a valésziniiségi valtozé
értéke legfeljebb t, azaz

F(t) =P(X <t).



Eloszlasfliggvény: példa

Az érfolyam tapasztalati eloszlasfiiggvénye
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t fliggvényében a t-nél nem nagyobb arfolyama napok aranya az el6z6 példaban



Eloszlasfliggvény: definicié

Legyen X : Q — R valésziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F:R — [0,1] fuggveny:

F(t) =P(X <t) =P{w € Q: X(w) < t})
tetszéleges t € R valds szamra.
Ez minden valésziniiségi valtozéra és minden t € R valés szamra értelmes:

éppen Ggy definialtuk a valészintségi valtozét, hogy {w € Q : X(w) < t} € A egy
esemény, tehat van val6sziniisége.



Eloszlasfliggvény: példa

Valakinek harom gyereke sziiletik, a gyerekek mindegyike egymastél fiiggetleniil 1/2
valésziniiséggel fia. Nyolc egyforman val6szini eset van:

{LLL, FLL, LFL, LLF, ,FFF}

Legyen X a fitk szama. X diszkrét valdszinliségi valtozd, lehetséges értékei:
0,1,2,3, és

F(0) = P(X < 0) =

F(2,4) = P(X < 2,4)



Eloszlasfliggvény: példa

Fillk szamanak eloszlasfiiggvénye
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Harom gyerek koziil a fitk szamanak eloszlasfiiggvénye
vizszintes: t, fiiggbleges: F(t) = P(X < t).



Eloszlasfliggvény
Definicié (Eloszlasfliiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{{w e Q: X(w) < t}) minden t € R valos szamra.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szdmhoz hozzarendeli, hogy mennyi annak

valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozé értéke legfeljebb t. Példaul ha X a fiak
szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fit van) = 1/2;

F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) = P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fia van) = 7/8;



Eloszlasfliggvény

Definicié (Eloszlasfliiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{{w e Q: X(w) < t}) minden t € R valos szamra.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szdmhoz hozzarendeli, hogy mennyi annak
valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozé értéke legfeljebb t. Példaul ha X a fiak
szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fit van) = 1/2;

F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) = P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fia van) = 7/8;

Veéges értékkészlet( valdsziniiségi valtozok esetén az eloszlasfiiggvény lépcsés (vé-
ges sok értéket vesz fel), és az ugrasok nagysagat az egyes lehetséges értékek
valésziniiségei adjak meg.



Eloszlasfliggvény: példa

Kockadobas eloszlasfiggvénye
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Szabalyos dobdkockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye
vizszintes: t, fiiggbleges: F(t) = P(X < t).



Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Ha a, b € R valés szamok, és F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
P(a < X < b) = F(b) — F(a),
hiszen annak valésziniiségét, hogy X az a és b kozé esik, megkaphatjuk agy, hogy

P(X < b)-bél levonjuk P(X < a)-t.

Legyen F egy tetsz6leges valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye. Ekkor

@ F monoton nové: a < b esetén F(a) < F(b).
@ limi_o F(t) =0; lim; oo F(t) =1.

@ F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valés szamra lims_,1 F(s) = F(t).

Forditva: ha F-re érvényesek ezek a tulajdonsagok, akkor van olyan X, aminek F
az eloszlasfiiggvénye.



Eloszlasfliggvény: példa

Legyen X négy rendi 1/2 paraméter(i binomialis eloszlasa valésziniiségi valtozo.
Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?



Eloszlasfliggvény: példa

Legyen X négy rendi 1/2 paraméter(i binomialis eloszlasa valésziniiségi valtozo.
Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?

X-re a kdvetkezképpen gondolhatunk: n = 4 fiiggetlen kisérlet, mindegyik p = 0,5
valosziniiséggel sikeriil, X a sikeres kisérletek szama.

Definicié szerint, ha F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
F(1,5) =P(X <1,5)=P(X <1)=P(X =0)+P(X =1),

hiszen X értéke nemnegativ egész. Igy

F(1,5) = P(X =0) + P(X = 1)
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Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkezd hétkoznapi példat.

@ Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

o Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasi a [8,12] intervallumon (6raban
mérve).

@ Mennyi a val6sziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?

o Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a valé-
sziniisége, hogy 11 6ra el6tt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

P(X < 11)



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkezd hétkoznapi példat.

Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasti a [8,12] intervallumon (éraban
mérve).

Mennyi a valésziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?

Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a valé-
sziniisége, hogy 11 6ra el6tt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

11-8 3

P(X < 11|X > 10)



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkezd hétkoznapi példat.

Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasti a [8,12] intervallumon (éraban
mérve).

Mennyi a valésziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?

Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a valé-
sziniisége, hogy 11 6ra el6tt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

11-8 3

B(X < 11X > 10) = 20X SP&}: 3)() >100) _ Zi _ %




Egyenletes eloszlas

Egyenletes eloszlas

relativ gyakorisagok
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A [8,12] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett 500 elemi minta hisztogramja
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Egyenletes eloszlas

Definici6 (Egyenletes eloszlas (uniform distribution))
Az X valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlasa az [a, b intervallumon, ha elosz-
lasfiiggvénye:
0, hat<a;
F(t)=P(X <t)=¢{=2, haa<t<b;
1, ha t > b.

eloszlas

Fit)




Egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futar 10 és 12 6ra kozott érkezik. Feltessziik, hogy érkezésé-
nek idépontja egyenletes eloszlast a [10, 12] intervallumon. Ekkor az eléz6 allitas
alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valosziniisége, hogy 10 és 11 6ra kozott érkezik: (11—10)/(12—10) =
1/2.

@ Annak valésziniisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik: 1/8 = 0, 125.

@ Annak valészintsége, hogy 10 : 30 utan érkezik: 3/4 =0, 75.



