Flggetlenség: példa (6. el6adas)

Emlékeztets: az A és B események fiiggetlenek, ha
P(ANB)=P(A) - P(B).
Ha példaul X a csapadékmennyiség holnap Budapesten (mm-ben), és Y
New Yorkban, akkor példaul
A: X <5; B:Y <5
esetén ez a feltétel igy irhato:
P(X <5,Y<5)=P(X <5)-P(Y <5).

Azaz, feltételezve, hogy a két varos id6jarasa egymastdl fiiggetlen: annak
valésziniisége, hogy mindkét helyen legfeljebb 5 mm csapadék lesz, a
két esemény valdsziniiségének szorzata.



Valészinliségi valtozok fliggetlensége

o két valdsziniiségi valtozéra: az X, Y : Q — R valésziniiségi valtozok
fiiggetlenek, ha

]P)(X <t,Y< t2) = ]P)(X < tl) ]P)(Y < tg)

teljesil tetszéleges t1, to € R valds szamokra.

o véges sok valosziniiségi valtozéra: Xi, ..., X, : Q — R valésziniiségi
valtozok fliggetlenek, ha

P(Xlgtl,X2<t2,.. Xn ):
=P(X1 < t1)- ( <t)...P(X, < tp)

teljesiil tetszéleges t1, to, . . ., t, valés szamokra.

o megszamlalhaté sok valdsziniiségi valtozéra: az X1, X, X3. .. val6-
szinlségi valtozok fliggetlenek, ha koziiliik barmely véges sokat kiva-
lasztva fiiggetlen valésziniiségi valtozokat kapunk.



Figgetlenség diszkrét esetben

Ha a val6sziniiségi valtozék diszkrétek, azaz lehetséges értékeik halmaza
véges vagy megszamlalhatéan végtelen, akkor a fiiggetlenséget az alabbi
médon is ellendrizhetjiik.

Az X és Y diszkrét valoszinitiségi valtozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha
az X minden lehetséges x, értékére és

az Y minden lehetséges y, értékére teljesiil, hogy

PX=x,Y =y)=PX =x)-P(Y =y)) (k,I=1,2,..)).

Vagyis: annak val6szinlisége, hogy X értéke xi és Y értéke y;, ennek a
két eseménynek a valdsziniiségének a szorzata.



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobékockaval. lgaz-e, hogy az els6 dobott
szam és a masodik dobott szam értéke egymastdl fliggetlen?



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobékockaval. lgaz-e, hogy az els6 dobott
szam és a masodik dobott szam értéke egymastdl fliggetlen?

. a masodik dobasnal az els6 dobas értéke ,elfelejtsdik”, nincs kapcsolat
a két dobas kozott = a két dobott szam



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobékockaval. lgaz-e, hogy az els6 dobott
szam és a masodik dobott szam értéke egymastdl fliggetlen?

. a masodik dobasnal az els6 dobas értéke ,elfelejtsdik”, nincs kapcsolat
a két dobas kozott = a két dobott szam

Legyen X az elsé dobas, Y a masodik. Legyen példaul x, =
3,y; = 5. Ekkor a feltétel teljesiil:



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobékockaval. lgaz-e, hogy az els6 dobott
szam és a masodik dobott szam értéke egymastdl fliggetlen?

. a masodik dobasnal az els6 dobas értéke ,elfelejtsdik”, nincs kapcsolat
a két dobas kozott = a két dobott szam

Legyen X az elsé dobas, Y a masodik. Legyen példaul x, =
3,y; = 5. Ekkor a feltétel teljesiil:

Hasonl6képpen tetszéleges (xk, yi) lehetséges értékekre (azaz 1 és 6 kdzotti
egészekre) igaz, hogy

1

%:]P’(X:xk,Y:y/):P(X:Xk)-IP’(Y:y/):

|
=

Ezért valéban a két dobas egymastdl fiiggetlen.



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Keétszer dobunk egy szabalyos dobdkockaval. Igaz-e, hogy a dobott szamok
Osszege és szorzata fliggetlen egymastol?



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Keétszer dobunk egy szabalyos dobdkockaval. Igaz-e, hogy a dobott szamok
Osszege és szorzata fliggetlen egymastol?

Tipp: minél nagyobb az 6sszeg, annal valésziniibb, hogy a szorzat értéke is
inkabb nagy lesz = nem fiiggetlenek.

Indoklas: legyen X az dsszeg, Y a szorzat. Ha példaul X = 2: ez csak
agy lehet, hogy mindkét dobas 1-es, vagyis ekkor Y értéke biztosan 1. Ezért
ha példaul x; = 2 és y» = 2-t valasztunk, X = 2 és Y = 2 egyszerre nem
kovetkezhetnek be, és igy:

0=PX=2,Y=2)4#P(X=2)-P(Y=2)=

1 1
=P(11) - P(12 vagy 21) = % 18° 0.

Vagyis az x; = 2 és y» = 2 parra nem teljesiil az el&irt feltétel, az Gsszeg
és szorzat nem fiiggetlenek.



A varhat¢ érték tulajdonsagai
o (Gsszeg varhato értéke) Ha X, Y val6sziniiségi valtozdk, és X, Y, X+Y
varhato értéke létezik, akkor
E(X +Y)=E(X)+E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha az X valésziniiségi valtozé varhaté értéke lé-
tezik, és c tetszéleges valds szam, akkor

E(c - X) = c-E(X).



A varhat¢ érték tulajdonsagai
o (Gsszeg varhato értéke) Ha X, Y val6sziniiségi valtozdk, és X, Y, X+Y
varhato értéke létezik, akkor
E(X +Y)=E(X)+E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha az X valésziniiségi valtozé varhaté értéke lé-
tezik, és c tetszéleges valds szam, akkor

E(c - X) = c-E(X).

o (szorzat varhaté értéke fiiggetlen esetben) Ha az X és Y valdszin(ségi
valtozok fiiggetlenek, és X, Y, X - Y varhato értéke létezik, akkor

E(XY) = E(X) - E(Y).



A varhat¢ érték tulajdonsagai
o (Gsszeg varhato értéke) Ha X, Y val6sziniiségi valtozdk, és X, Y, X+Y
varhato értéke létezik, akkor

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha az X valésziniiségi valtozé varhaté értéke lé-
tezik, és c tetszéleges valds szam, akkor

E(c - X) = c-E(X).

o (szorzat varhaté értéke fiiggetlen esetben) Ha az X és Y valdszin(ségi
valtozok fiiggetlenek, és X, Y, X - Y varhato értéke létezik, akkor

E(XY) = E(X) - E(Y).

o (fuggvény varhato értéke) Ha g : R — R olyan fiiggvény, hogy E(X)
letezik, és az X lehetséges értékei x1, xo, . . ., akkor

E(g(X)) Zg xi)P(X = ).



Osszeg varhaté értéke
Allitas

Ha X, Y valésziniiségi valtozok, és X, Y, X+ Y varhato értéke létezik, akkor

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Bizonyitas. Legyenek X lehetséges értékei x1, x2, ..., az Y lehetséges értékei
Y1, ¥, .... Ekkor az X 4+ Y lehetséges értékei xx + vy, alaknak, és

E(X +Y)= Z(Xk + ym)P(X = xk, Y = ym) =

k,m
= ZkuP’(X:xk, Y:ym)—i—Zym]P’(X:xk, Y =ym)=
k,m

k,m

=Y aP(X =)+ > ymP(Y = ym) = E(X) + E(Y),
k m

ahol azt hasznaltuk, hogy az {X = xk, Y = ym} események kizaréak, unidjuk
{X = xx}, és hasonléképpen a masik tagban az Y esetén.



Osszeg varhaté értéke
Allitas

Ha X, Y valésziniiségi valtozok, és X, Y, X+ Y varhato értéke létezik, akkor

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Bizonyitas. Legyenek X lehetséges értékei x1, x2, ..., az Y lehetséges értékei
Y1, ¥, .... Ekkor az X 4+ Y lehetséges értékei xx + vy, alaknak, és

E(X +Y)= Z(Xk + ym)P(X = xk, Y = ym) =

k,m
= ZkuP’(X:xk, Y:ym)—i—Zym]P’(X:xk, Y =ym)=
k,m

k,m

=Y aP(X =)+ > ymP(Y = ym) = E(X) + E(Y),
k m

ahol azt hasznaltuk, hogy az {X = xk, Y = ym} események kizaréak, unidjuk
{X = xx}, és hasonléképpen a masik tagban az Y esetén.

Kévetkezmény: E(Xl +Xo+...+ X,,) = E(Xl) + E(Xg) +...+ E(Xn)



Szorzat varhato értéke fliggetlen esetben
Allitas

Ha X, Y fiiggetlen valdsziniiségi valtozok, és X, Y varhaté értéke létezik,
akkor

E(XY) = E(X)E(Y).

Bizonyitas. Legyenek X lehetséges értékei xq, xo,

..., az Y lehetséges értékei
Yi,Y2, ..

.. Ekkor az X + Y lehetséges értékei x, + ym alakaak, és

E(XY) = xc - ymP(X = x, Y = Yim)
k,m

(;) ZXkYmP(X = Xk) : P(Y = Ym)

k,m

- <Zk:Xk]P)(X = xk)> : (;ymP(Y = ym)>

ahol a (x) lépésben hasznaltuk a fliggetlenségnek a diszkrét valésziniiségi
valtozékra vonatkozé alakjat.

E(X) - E(Y),



A szérasnégyzet tulajdonsagai

o (nemnegativitas) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil
o (szorzas és eltolas) ha a, b valés szamok, X véges sz6rasi valdszintiségi
valtozd, akkor

D?(aX 4+ b) = a°D?*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).



A szérasnégyzet tulajdonsagai

o (nemnegativitas) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil
o (szorzas és eltolas) ha a, b valés szamok, X véges sz6rasi valdszintiségi
valtozd, akkor

D?(aX 4+ b) = a°D?*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).

o (Osszeg szérasa fiiggetlen esetben) ha az X, Y valésziniiségi valtozok
fliggetlenek és szérasuk létezik, akkor

DA(X+Y) = DAX)+D*(Y) = D(X+Y)=/D2(X)+D2(Y).

@ van olyan valosziniiségi valtozo, melynek varhaté értéke véges, de a
szérasa nem létezik (példaul: P(X = k) = c/k3 megfelels c-vel)



A varhaté érték és széras kiszamitasa

Legyen X olyan val6sziniiségi valtozd, melynek varhat6 értéke 4,
szérasa 1, az Y valésziniiségi valtozé varhato értéke 6, szérasa pedig 2.
Tegyiik fel tovabba, hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

o E(X+VY)=



A varhaté érték és széras kiszamitasa

Legyen X olyan val6sziniiségi valtozd, melynek varhat6 értéke 4,
szérasa 1, az Y valésziniiségi valtozé varhato értéke 6, szérasa pedig 2.
Tegyiik fel tovabba, hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

o E(X + Y) =E(X)+E(Y) = 10;
o E(X —Y)=



A varhaté érték és széras kiszamitasa

Legyen X olyan val6sziniiségi valtozd, melynek varhat6 értéke 4,
szérasa 1, az Y valésziniiségi valtozé varhato értéke 6, szérasa pedig 2.
Tegyiik fel tovabba, hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

o E(X 4+ Y) = E(X) + E(Y) = 10;
o E(X — Y) =E(X) — E(Y) = —2;
o E(2X +3Y) =



A varhaté érték és széras kiszamitasa

Legyen X olyan val6sziniiségi valtozd, melynek varhat6 értéke 4,
szérasa 1, az Y valésziniiségi valtozé varhato értéke 6, szérasa pedig 2.
Tegyiik fel tovabba, hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor



A varhaté érték és széras kiszamitasa

Legyen X olyan val6sziniiségi valtozé, melynek varhaté értéke 4
szérasa 1, az Y valésziniiségi valtozé varhaté értéke 6, szérasa pedig 2
Tegyiik fel tovabba, hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

oE(X+Y):E( ) ( )—10

) 2-4+36=26
( )~ 3E(Y)=2-4-3-6=-10;



A varhaté érték és széras kiszamitasa

Legyen X olyan val6sziniiségi valtozd, melynek varhat6 értéke 4,
szérasa 1, az Y valésziniiségi valtozé varhato értéke 6, szérasa pedig 2.
Tegyiik fel tovabba, hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

o E(X + Y) = E(X) + E( )—10

o E(X —VY)=E(X)-E(Y)=-

° 2E(X) + 3E( ):2 4+43.6="26;
o E(2X —3Y) =2E(X) —3E(Y)=2-4—3.6 = —10;

= VDX(X)+ DY) = V1+2° = V5;



A varhaté érték és széras kiszamitasa

Legyen X olyan val6sziniiségi valtozd, melynek varhat6 értéke 4,
szérasa 1, az Y valésziniiségi valtozé varhato értéke 6, szérasa pedig 2.
Tegyiik fel tovabba, hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

E(X 4 Y)=E(X)+E(Y )—10

E(X —Y) = E(X) - E(Y)

E(2X +3Y) = 2E(X) + 3E( ):2 4+3.6=26;
2E(X) —3E(Y)=2-4—-3-6 = —10;

VD2(X) + D2(Y) = V1+22 = V5
= /D?(X) + (-1)?D*(Y) = V1+ 22 = V/5;




A varhaté érték és széras kiszamitasa

Legyen X olyan val6sziniiségi valtozd, melynek varhat6 értéke 4,
szérasa 1, az Y valésziniiségi valtozé varhato értéke 6, szérasa pedig 2.
Tegyiik fel tovabba, hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

E(X + Y) = E(X) + E(Y )—10

E(X = Y)=E(X) - E(Y) = -

2E(X) + 3E( ):2 4+3.6=26

=2E(X) - 3E(Y)=2-4-3.6=—10;

( =/D2(X) + DY) = V1+22 = /5;

(X = ¥) = VDAX) + (IPDH(Y) = V1+22 = V5,
D(2x+3v)=¢2202 )+ 32D2(Y) = VA-1+9-4= a0,
(
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A varhaté érték és széras kiszamitasa

Legyen X olyan val6sziniiségi valtozd, melynek varhat6 értéke 4,
szérasa 1, az Y valésziniiségi valtozé varhato értéke 6, szérasa pedig 2.
Tegyiik fel tovabba, hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

E(X+Y)=E(X)+E(Y )—10

E(X = Y)=E(X) - E(Y) =—

) = 2E(X) + 3E( ):2 4+3.6=26

) =2E(X)—-3E(Y)=2-4—-3-6=—10;

( \/D2(X)+D2( ) =+1+22=1/5;

( = /D2(X) + (-1)2D%(Y) = V1+ 22 = \/5;
D(2X+3Y \/22D2(X —|—32D2( ) =V4-1+9-4=/40;
(2X —3Y) = \/22D2(X) + (—32D*(Y) = V4-1+9-4 = V40,
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A binomialis eloszlas varhato értéke és szorasa

Allitas

Ha az X valésziniiségi valtozé binomialis eloszlasi n renddel és p paramé-
terrel, azaz

P(X = k) = (Z) pk(1—p)" % (k=0,1,...,n),

akkor

E(X)=np;  D(X)=+/np(1—p).

Egy kérdsiv egy kérdésére n = 1000 megkérdezett koziil mindenki a
tobbiektél fliggetleniil p = 0, 65 valészintiséggel valaszol. Ekkor a valaszaddk
szamanak (melyet jeldljink X-szel) a varhat6 értéke:

E(X) = np = 1000 - 0,65 = 650,

mig a szdrasa:

D(X) = v/np(1 — p) = /1000 - 0,65 - 0, 35 = 15, 08.




A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitas. Legyen X binomialis eloszlast n renddel és p paraméterrel. Azaz:
n fiuggetlen kisérletet végziink, mindegyik p valésziniiséggel sikeriil, X a
sikeresek szdma. Vezessiik be az alabbi indikatorokat j = 1,2,..., n esetén:

{1 ha a j. kisérlet sikeres;
j pu—

0 ha a . kisérlet nem sikeres.

Ekkor X éppen az indikatorok sszege (az egyesek szama):

X=X+ Xo+ ...+ Xp =) _X;.
Jj=1



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitas. Legyen X binomialis eloszlast n renddel és p paraméterrel. Azaz:
n fiuggetlen kisérletet végziink, mindegyik p valésziniiséggel sikeriil, X a
sikeresek szdma. Vezessiik be az alabbi indikatorokat j = 1,2,..., n esetén:

{1 ha a j. kisérlet sikeres;
j pu—

0 ha a . kisérlet nem sikeres.

Ekkor X éppen az indikatorok sszege (az egyesek szama):
n
X=X+ Xo+ ...+ Xp =) _X;.
j=1

Mivel minden j-re
E(Xj))=1-P(X=1)+0-P(X =0) = p,
ezért

EX)=EX1+Xo+ ...+ X,) =E(X1) +E(X2) +... + E(X,) =
=p+p+...+p=np.



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitds. Ugyanazokat az indikatorokat hasznaljuk:

)1 ha a j kisérlet sikeres;
7710 haa J.kisérlet nem sikeres.



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitds. Ugyanazokat az indikatorokat hasznaljuk:

)1 ha a j kisérlet sikeres;
7710 haa J.kisérlet nem sikeres.

Most X; = XJ-2, hiszen 02 = 0 és 12 = 1, és mar lattuk, hogy E(X;) = p.
Ezért

D*(X;) = E(X?) — E(X;)* = E(X;) —E(X;)* = p— p* = p(1 — p),

Mivel az X; indikatorok fiiggetlenek, és az Gsszegiik X:

D(X:\/D2X1+X2+...+X \/D2 +D2Xz) .+ D2(X,) =
=vpl—p)+pl—p)+...+p(1—p)=+/np(l - p)

A hipergeometrikus eloszlas varhaté értékére vonatkozé Gsszefliggés szintén
indikatorokkal igazolhaté.



Kovariancia és korrelacios egyiitthaté

o két valészintiseégi valtozé lehet
» fliggetlen: példaul két taldlomra valasztott ember jovedelme, vagy,
> . példaul egy taldlomra valasztott ember jovedelme most,
illetve fél év malva
@ az Osszefiiggdség mértéke kiilonb6z6 lehet:
» egy taldlomra valasztott felnétt életkora és jovedelme ,erésen Gsszefiig-
g6, a fiataloké és id6seké altalaban alacsonyabb;
» egy taladlomra valasztott felnétt életkora és testmagassaga ,,gyengén 6ssze-
fliggs”, hiszen egy fiatal feln6tt néhet, az idések pedig valamennyit ve-
szitenek a testmagassagukbdl, de egyik valtozas sem nagyon jelentés.

@ a kapcsolat erésségének jellemzésére tobbféle mérészam hasznalhato,

ezek kozott van a kovarianca és a korrelaciés egyiitthaté. Ez utéb-
binak a ,nagy” értékei ,er8s, linearis jellegli” 6sszefiiggésre utalnak.



Figgetlen normalis eloszlasok

Fiiggetlen standard normalis eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai fiiggetlen standard
normalis eloszlastak. A koordinatak kozoétt nincs kapcsolat: a kovariancia és
a korrelacios egyiitthaté is O lesz.



Pozitiv korrelacié

Nem fiiggetlen standard normalis eloszlasok

500 elemii minta a kdvetkezs tobbdimenziés normalis eloszlasbol: (X, X—\;%Z)
ahol X, Z ~ N(0,1) fiiggetlenek.

Minél nagyobb X, ,valésziniileg” annal nagyobb (X + Z)/+/2 is — ennek
megfeleléen a két koordinata kdzotti kovariancia és korrelacios egyiitthaté
is pozitiv lesz.



Er6s pozitiv korrelacio

Eladott példanyok és bevétel
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100 elemi minta az (X+Y,300X+400Y') eloszlasbdl, ahol X ~ Poisson(100)
és Y ~ Poisson(180) fiiggetlenek. A megfigyelések szinte teljesen egy pozitiv
meredekségii egyenesre illeszkednek — a korrelaciés egyiitthaté pozitiv és
majdnem 1, ami ,nagy”’, mert ennek 1 lesz a lehetséges legnagyobb értéke,



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozok, melyeknek szérasa létezik.
Ekkor X és Y kovarianciaja:

cov(X, Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozok, melyeknek szérasa létezik.
Ekkor X és Y kovarianciaja:

cov(X, Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).

@ A kovariancia kiszamitasa:
cov(X,Y)=E(X-Y)—-EX)E(Y).

e Szimmetria. cov(X, Y) = cov(Y, X).
o Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozok, melyeknek szérasa létezik.
Ekkor X és Y kovarianciaja:

cov(X, Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).

@ A kovariancia kiszamitasa:
cov(X,Y)=E(X-Y)—-EX)E(Y).

e Szimmetria. cov(X, Y) = cov(Y, X).

o Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).

o Fiiggetlenséggel val6 kapcsolat. Ha az X és Y valdsziniiségi valtozok
fiiggetlenek, akkor cov(X, Y) = 0.

cov(X,Y) = 0 esetén nem biztos, hogy X és Y
figgetlenek.



A kovariancia tulajdonsagai

Konstanssal valé kovariancia. cov(X,c) =0, ha c valés szam.

Linearitas. Egyrészt
cov(X +Y,Z) =cov(X,Z)+ cov(Y, Z2),
masrészt tetsz6leges ¢ € R val6s szamra
cov(c- X,Y)=c-cov(X,Y).

o Osszeg szérasnégyzete. D?(X+Y) = D?(X)+D?(Y)+2cov(X, Y).
Tovabba

D2 ( Z x,-) - Z D2(X) +2 cov(X;, X;)-

i<j

o Kiilonbség szérasnégyzete. D?(X—Y) = D?(X)+D?(Y)—2cov(X, Y).



Kovariancia: példa

Egy lizletben az A és B njsag forgalmat figyelik.

@ Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B ajsagbdl eladott példanyok szama Y.

o Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X para-
métere 100, Y-é 180.

e Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az &sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbél szarmazé
bevételnek a kovarianciaja?
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Egy lizletben az A és B njsag forgalmat figyelik.

@ Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B ajsagbdl eladott példanyok szama Y.

o Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X para-
métere 100, Y-é 180.

e Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az &sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbél szarmazé
bevételnek a kovarianciaja? Azaz mennyi cov(X + Y,300X +400Y)?

A szamolas el6tt: pozitiv, negativ vagy 0 kovarianciara tippelnénk?



Kovariancia: példa

Egy lizletben az A és B njsag forgalmat figyelik.

@ Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B ajsagbdl eladott példanyok szama Y.

o Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X para-
métere 100, Y-é 180.

e Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az &sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbél szarmazé
bevételnek a kovarianciaja? Azaz mennyi cov(X + Y,300X +400Y)?

A szamolas el6tt: pozitiv, negativ vagy 0 kovarianciara tippelnénk?

Mivel minél nagyobb a példanyszam, ,valésziniileg” annal nagyobb a
bevétel, pozitiv kovarianciara szamithatunk.



Kovariancia: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, az Y-é 180.
Ekkor az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciaja:

cov(X + Y, 300X + 400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X, 400Y)+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(22 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y) =

©) 30002(X) + 400D2(Y) =

9 300 . 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy



Kovariancia: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, az Y-é 180.
Ekkor az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciaja:

cov(X + Y, 300X + 400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X, 400Y)+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(22 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y) =

©) 30002(X) + 400D2(Y) =

9 300 . 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy (a) a kovariancia linearis;



Kovariancia: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, az Y-é 180.
Ekkor az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciaja:

cov(X + Y, 300X + 400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X, 400Y)+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(22 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y) =

©) 30002(X) + 400D2(Y) =

9 300 . 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy (a) a kovariancia linearis;

(b) fliggetlen valésziniiségi valtozok kovarianciaja 0, illetve egy valésziniiségi
valtozo sajat magaval vett kovarianciaja a szérasnégyzete;



Kovariancia: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, az Y-é 180.
Ekkor az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciaja:

cov(X + Y, 300X + 400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X, 400Y)+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(22 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y) =

©) 30002(X) + 400D2(Y) =

9 300 . 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy (a) a kovariancia linearis;

(b) fliggetlen valésziniiségi valtozok kovarianciaja 0, illetve egy valésziniiségi
valtozo sajat magaval vett kovarianciaja a szérasnégyzete;

(c) egy A paraméterii Poisson-eloszlasi valésziniiségi valtozé szérasnégy-
zete .



Kovariancia: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X + Y') egyiittes el&for-
dulasa n = 100 fliggetlen megfigyelésbsl. Kovariancia: cov(X + Y,300X +
400Y’) = 102000.



Korrelacids egyiitthato: bevezetés

o A kovariancia bevezetésének célja, hogy két valésziniiségi valtozé ké-
z0otti tudjuk mérni.

@ A korabbi példaban: a példanyszam és a bevétel kovarianciaja 102000
volt.

@ Viszont ha a bevételt nem forintban, hanem ezer forintos egységben
mérjiik:

X : példanyszam Y : bevétel forintban Z : bevétel ezer forintban,

akkor

'1000) = 1000 0%

Vagyis a kovariancia a mértékegységtdl fiigg = hasznos egy olyan
mennyiség, ami szintén az osszefliggés erésségét méri, de a mértékegy-
ség valasztasatol fliggetlendil.

cov(X,Z):cov<X Y) cov(X, Y)

@ llyen lesz a korrelacids egyiitthato.



Korrelacios egyiitthaté: definicié
Legyenek X és Y olyan val6szintiségi valtozok, melyek szérasnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelacids egyiitthatéja:

cvX.X) - ha D(X) > 0,D(Y) > 0;

R(X,Y) = D(X)D(Y)’
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.



Korrelacios egyiitthaté: definicié
Legyenek X és Y olyan val6szintiségi valtozok, melyek szérasnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelacids egyiitthatéja:

cvX.X) - ha D(X) > 0,D(Y) > 0;

R(X,Y) = D(X)D(Y)’
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.

o Lehetséges értékek. A korrelaciés egyiitthat6 értéke mindig —1 és 1
kozé esik:
IR(X,Y)| <1.
o Linearis Gsszefiiggés. Legyen a > 0 valés szam, b tetszéleges val6s
szam. Ekkor

R(X,aX+b)=1 &  R(X,—aX+b)=—1.

o Tegyiik fel, hogy |R(X, Y)| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b val6s sza-
mok, hogy az Y = aX + b egyenlet 1 val6sziniiséggel teljesiil. Vagyis
a korrelacids egyiitthaté lehetséges legnagyobb értékei linearis dsszefiig-
gés esetén érhetdk el.



Korrelacids egyiitthaté: példa
Egy iizletben az A és B njsag forgalmat figyelik.

@ Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B ujsagbdl eladott példanyok szama Y.

o Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramé-
tere 100, Y-é 180.

@ Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az &sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbél szarmazo
bevételnek a korrelaciés egyiitthatsja?



Korrelacids egyiitthaté: példa
Egy iizletben az A és B njsag forgalmat figyelik.

@ Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B ujsagbdl eladott példanyok szama Y.

o Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramé-
tere 100, Y-é 180.

@ Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az &sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbél szarmazo
bevételnek a korrelaciés egyiitthatsja?

cov(X + Y,300X +400Y)

D(X + Y)D(300X + 400Y)
102000

D(X + Y)D(300X + 400Y)

R(X + Y,300X +400Y) =

a korabbi szamolas alapjan, igy a szérasokat kell meghataroznunk.



Korrelacids egyiitthaté: példa
X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, az Y-é 180.
Ekkor az eladott példanyok szamanak szérasa:



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, az Y-é 180
Ekkor az eladott példanyok szamanak szérasa:

D(X +Y) = \/D2 X) + D2(Y) = +/100 + 180 = 16, 73.

A bevétel szérasa:



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, az Y-é 180
Ekkor az eladott példanyok szamanak szérasa:

D(X +Y) = \/D2 X) + D2(Y) = +/100 + 180 = 16, 73.

A bevétel szérasa:

D(300X +400Y) = \/3002D2(X) +4002D2(Y) =

— /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17.

Ezek alapjan a korrelaciés egyiitthaté:



Korrelacids egyiitthaté: példa

X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, az Y-é 180
Ekkor az eladott példanyok szamanak szérasa:

D(X +Y) = \/D2 X) + D2(Y) = +/100 + 180 = 16, 73.

A bevétel szérasa:

D(300X +400Y) = \/3002D2(X) +4002D2(Y) =

— /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17.

Ezek alapjan a korrelaciés egyiitthaté:

cov(X + Y, 300X + 400Y)
4 = =
RIX+Y,300X +400Y) = 53—~ D (300X £ 400Y)
102000
- — 0,9915.
16,73.6148,17 =

A korrelaciés egyiitthaté lehetséges legnagyobb értéke 1, igy ez erGs pozitiv
korrelaciét jelent.



Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X + Y) egylittes el6for-
duladsa n = 100 fiiggetlen megfigyelésbsl. Kovariancia: 102000, korrelaciés
egyiitthaté: 0,9915.



Korrelaciés egyiitthato: példa.

Egy lizletben az A és B (jsag forgalmat figyelik. Legyen az A ajsagbdl
egy nap alatt eladott példanyok szama X, a B ujsagbdl eladott példanyok
szama Y. Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasuak, X
paramétere 100, Y-é 180. Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 4000. Mennyi
az Osszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbél szarmazé bevételnek
a korrelaciés egyiitthatéja?

cov(X + Y, 300X + 4000Y) = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;
D(X +Y) = \/D2(x) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X + 4000Y) = \/ 3002D2(X) + 40002D2(Y) =

= /3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42;
cov(X + Y, 300X + 4000Y)
R(X + Y, 300X + 4000Y) = =
(X+Y, 300X+ )= D(X + v)D(300X T 4000Y)
750000

= 16.73 5374942~ 8%

A korrelacios egylitthaté értéke kisebb, mint hasonlé ar.-esetén.




Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +4000Y) és az eladott példanyszam (X + Y') egyiittes el6-
fordulasa n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 750000, korrelaciés egyiitt-
haté: 0,83.



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hdmérséklet:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-
okozati Gsszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-
okozati Gsszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és homennyiség: negativ korrelacié, van ok-
okozati 6sszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-
okozati Gsszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és homennyiség: negativ korrelacié, van ok-
okozati 6sszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét
iranyban lehet ok-okozati &sszefiiggés

@ tengerparton toltott id6 és egészség:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-
okozati Gsszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és homennyiség: negativ korrelacié, van ok-
okozati 6sszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét
iranyban lehet ok-okozati &sszefiiggés

@ tengerparton toltott id6 és egészség:
ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati Gssze-
fliiggés, a tengerparton toltott id6 dsszefligg az anyagi helyzettel, ami
az egészséggel, de csak a tengerparttél nem biztos, hogy egészséges lesz
valaki, illetve aki beteg, kevésbé megy a tengerpartra

@ a valasok aranya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az
USA-ban:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-
okozati Gsszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és homennyiség: negativ korrelacié, van ok-
okozati 6sszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét
iranyban lehet ok-okozati &sszefiiggés

@ tengerparton toltott id6 és egészség:
ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati Gssze-
fliiggés, a tengerparton toltott id6 dsszefligg az anyagi helyzettel, ami
az egészséggel, de csak a tengerparttél nem biztos, hogy egészséges lesz
valaki, illetve aki beteg, kevésbé megy a tengerpartra

@ a valasok aranya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az
USA-ban:van pozitiv korrelacié (R = 0,9926), de feltehetGen nincs
ok-okozati Osszefiiggés (forras és tovabbi példak:
http://tylervigen.com/spurious-correlations)


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

Divorce rate in Maine
correlates with
Per capita consumption of margarine
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A valasok aranya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az USA-
ban, korrelacios egyiitthats: 0,9926

http://tylervigen.com/spurious-correlations



Korrelacié és ok-okozat
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ban, korrelaciés egyiitthat6: 0,9926
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»Big data” analizis: 200-300 mennyiség kdzott konnyen talalhaté néhany
olyan par, amik ok-okozati Gsszefiiggés nélkiil is nagy pozitiv korrelaciéval
rendelkeznek, de olyanok is, amik kozott valés dsszefiiggés van — mindez

alaposabb vizsgalatot igénvel.
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