Binomialis eloszlas: definicié (5. el6adas)

e n fiiggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valésziniiséggel sikerdil;
@ X a sikeres kisérletek szama.

Az X val6sziniiségi valtozé binomialis eloszlasii n renddel és p paraméterrel,
ha lehetséges értékei:

0,1,2,...,n,

és minden 0 < k < n egészre

(n>1egész, 0 < p <1.) Jeldlés: Bin(n, p).



Példa: binomialis eloszlas

Bin(n=20, p=0,75)
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Lehetséges értékek

Binomialis eloszlas, n = 20, p = 0,75. Vizszintes tengely: lehetséges érté-
kek, azaz k = 0,1, ..., 20, oszlopok magassaga: a P(X = k) valdsziniiségek.



Példa: binomialis eloszlas

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre min-
den résztvevd egymastdl fiiggetleniil p = 0, 8 valésziniiséggel valaszol. Je-
I6lje X, hogy hanyan valaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

e X binomialis eloszlasii n = 1500 renddel és p = 0,8 paraméterrel.

o Tetszbleges 0 < k < 1500 esetén

P(k valasz) = P(X = k) = <Z> pk(1—p)" k=

— <15/?0> 0, 8/( i 07 21500—/(.

o Példaul annak valésziniisége, hogy pontosan k = 1200-an valaszolnak
a kérdeésre:

1
[P(1200 valasz) = P(X = 1200) = <1288> 0,81200. 0, 2390 — 2 57%,.



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Ha az X valésziniiségi valtozé binomialis eloszlasii n renddel és p paramé-
terrel, azaz

P(X = k) = (Z) pK(L—p)" K (k=0,1,...,n),

akkor X varhato értéke, illetve szorasa:

E(X)=np;  D(X) = /np(1—p).



Példa: binomialis eloszlas

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre min-
den résztvevs egymastdl fiiggetleniil p = 0, 8 valésziniiséggel valaszol. Je-
I6lje X, hogy hanyan valaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

o A valaszadék szamanak varhaté értéke:
E(X) = np = 1500 - 0,8 = 1200.

o A valaszaddk szamanak szérasa:

D(X) = +/np(1 — p) = 4/1500-0,8-0,2 = 15,5.



A binomialis eloszlas kozelitése

Tegyiik fel, hogy egy biztosit6 n = 100000 iigyfelének mindegyike egy év
alatt egymastél fiiggetleniil p = 0,0001 valésziniiséggel okoz balesetet. A
balesetet okozé ligyfelek szamanak (ezt jeldljik X-szel) varhaté értéke:

E(X) = np = 100000 - 0,0001 = 10.

Annak valésziniisége, hogy pontosan k ligyfél okoz balesetet:

1
P(X = k) = < 00k000> £0,0001% - 0, 9999100000k _



A binomialis eloszlas kozelitése

Tegyiik fel, hogy egy biztosit6 n = 100000 iigyfelének mindegyike egy év
alatt egymastél fiiggetleniil p = 0,0001 valésziniiséggel okoz balesetet. A
balesetet okozé ligyfelek szamanak (ezt jeldljik X-szel) varhaté értéke:

E(X) = np = 100000 - 0,0001 = 10.
Annak valésziniisége, hogy pontosan k ligyfél okoz balesetet:

P(X = k) = <100000

B > -0,0001% - 0, 9999100000~k —

100000 - 99999 - ... (100001 — k)
N k!

-0,0001% - 0, 9999100000~k



A binomialis eloszlas kozelitése

Tegyiik fel, hogy egy biztosit6 n = 100000 iigyfelének mindegyike egy év
alatt egymastél fiiggetleniil p = 0,0001 valésziniiséggel okoz balesetet. A
balesetet okozé ligyfelek szamanak (ezt jeldljik X-szel) varhaté értéke:

E(X) = np = 100000 - 0,0001 = 10.

Annak valésziniisége, hogy pontosan k ligyfél okoz balesetet:

1
P(X = k) = ( 00k000> -0,0001% - 0,9999100000—k
1 : -...(100001 — k
_ 100000 - 99999 . (10000 )-0,0001"-0,9999100000*"%
 100000%-0,000% /10 N\ 10k
- k! 100000 k! ’

felhasznalva, hogy limp_.oc (1 — %)" = e™ tetszéleges x > O-ra.



A binomialis eloszlas kozelitése

Bin(100000, 0.0001) eloszlas

~— binomidlis
— Poisson(10)
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Binomialis eloszlas n = 100000 renddel és p = 0,0001 paraméterrel (viz-
szintes tengely: k, oszlopok magassaga: P(X = k)).

Feketével a %e"lo fliggvény (ez lesz a Poisson(10)-eloszlas).
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Poisson-eloszlas

Golok szamanak hisztogramja

megfigyelések

Poisson(1,375)
Poisson(1)
Poisson(2)
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Relativ gyakorisagok
0.2
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Megfigyelt értékek

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6z6 paramé-
terii Poisson-eloszlasok
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A Poisson-eloszlas alkalmazasai

o ritkan bekovetkezé események szama adott idészak alatt:
» l6ragas halalos aldozatainak szama a porosz hadseregben (ez volt az elsé
statisztikai példa)
> a balesetek szama egy varosban egy hét vagy egy hénap alatt;
» a foldrengések szama egy év alatt
@ egy rendszerbe beérkezs igények szama egy adott idészakban:
> egy lzletbe beérkez vasarlok szama egy 6ra alatt
» egy weboldal letoltéseinek szama egy 6ra alatt



A Poisson-eloszlas alkalmazasai

o ritkan bekovetkezé események szama adott idészak alatt:
» l6ragas halalos aldozatainak szama a porosz hadseregben (ez volt az elsé
statisztikai példa)
> a balesetek szama egy varosban egy hét vagy egy hénap alatt;
» a foldrengések szama egy év alatt
@ egy rendszerbe beérkezs igények szama egy adott idészakban:
> egy lzletbe beérkez vasarlok szama egy 6ra alatt
» egy weboldal letoltéseinek szama egy 6ra alatt
o altalaban: véletlen id6kdzonként bekdvetkezd események szama adott
idészak alatt

Poisson-folyamat: a t id6 alatt bekdvetkezé események szama Poisson-
eloszlast ct paraméterrel.

Ekkor a t id8 alatt bekdvetkezé események szamanak varhaté értéke:



A Poisson-eloszlas alkalmazasai

o ritkan bekovetkezé események szama adott idészak alatt:
» l6ragas halalos aldozatainak szama a porosz hadseregben (ez volt az elsé
statisztikai példa)
> a balesetek szama egy varosban egy hét vagy egy hénap alatt;
» a foldrengések szama egy év alatt

@ egy rendszerbe beérkezs igények szama egy adott idészakban:

> egy lzletbe beérkez vasarlok szama egy 6ra alatt
» egy weboldal letoltéseinek szama egy 6ra alatt

o altalaban: véletlen id6kdzonként bekdvetkezd események szama adott
idészak alatt

Poisson-folyamat: a t id6 alatt bekdvetkezé események szama Poisson-
eloszlast ct paraméterrel.

Ekkor a t id6 alatt bekovetkezd események szamanak varhaté értéke: ct,
azaz az intervallum hosszaval aranyos.



Poisson-eloszlas: definicio
@ ha n figgetlen kisérletbsl mindegyik p valészintiséggel sikeres, ahol n
.nagy’ és p,kicsi": A = np a sikeres kisérletek szamanak varhaté értéke;

. K .
@ annak valésziniisége, hogy pontosan k kisérlet sikeres, %e"\—val koze-
lithets (a szamolas és az abra alapjan);

@ ez a gyakran hasznalt Poisson-eloszlas ritkan bekovetkez6 események
szamanak modellezésére.
Definicié
Legyen N\ > 0. Az X valésziniiségi valtozé )\ paraméterii Poisson-
eloszlasi, ha lehetséges értékei:

)\k
k=0,1,2,..., és ekkor P(X = k) = Fef)‘.

A )\ paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke és szérasa:




Poisson-eloszlas: példa

Az X val6sziniiségi valtozé \ paraméterii Poisson-eloszlasi, ha lehetséges
értékei:
)\k
k=0,1,2,..., és ekkor P(X = k) = Fe*A.

A )\ paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke és szoérasa:

E(X) = X D(X) = VA

. Tegyiik fel, hogy egy varosban az egy nap alatt bekdvetkez6 auté-
balesetek szama Poisson-eloszlast, és varhaté értéke 3,61. Ekkor az egy
nap alatt bekovetkez6 autébalesetek szamanak szérasa:

D(X)=+/3,61=1,09.
Annak valésziniisége, hogy pontosan 5 baleset lesz:

~3,61°

P(X =5) = 5,

e> = 14%.




Binomalis és Poisson-eloszlas az R-ben

@ ha X binomialis eloszlast n renddel és p paraméterrel, akkor

P(X = k) : dbinom(k, size = n, prob = p)

P(X < k): pbinom(k, size = n, prob = p).
@ Tovabba az
minta<-rbinom(r, size=n, prob=p)
eredményeképpen a ,minta” vektorba r darab fiiggetlen adott binomialis
eloszlas valésziniiségi valtozo keriil.
@ ha X Poisson-eloszlast A paraméterrel, akkor

P(X = k) : dpois(k, lambda =)

P(X < k): ppois(k, lambda =)\).
o Tovabba az
minta<-rpois(r, lambda=)\)
eredményeképpen a ,minta” vektorba r darab fiiggetlen A paraméterii
eloszlast valdsziniiségi valtozo keriil.



Példa R-ben

> minta=rbinom(100, size=100000, prob=0.0001)
> hist(minta)

> dbinom(8, size=100000, prob=0.0001)

[1] 0.1126013

> minta=rpois(100, lambda=3.61)

> hist(minta)

> mean(minta)

[1] 3.91

> dpois(5, lambda=3.61)

[1] 0.1382139



Hipergeometriai eloszlas: példa

Egy sportcsapat N = 20 tagja koéziil M = 9 balkezes.
A palyan egyszerre n = 7 kiilonb6z6 jatszik.
Tegyiik fel, hogy minden hétfés osszeallitas egyforman valészindi.

Milyen eloszlasi a palyan a balkezes jatékosok szama, X7



Hipergeometriai eloszlas: példa

Egy sportcsapat N = 20 tagja koéziil M = 9 balkezes.
A palyan egyszerre n = 7 kiilonb6z6 jatszik.
Tegyiik fel, hogy minden hétfés osszeallitas egyforman valészindi.

Milyen eloszlasi a palyan a balkezes jatékosok szama, X7

A hétfés dsszeallitasok szama:
k balkezes jatékos kivalasztasa:
7 — k jobbkezes jatékos kivalasztasa:

A j6 lehet6ségek szama Gsszesen:



Hipergeometriai eloszlas: példa

Egy sportcsapat N = 20 tagja koéziil M = 9 balkezes.
A palyan egyszerre n = 7 kiilonb6z6 jatszik.
Tegyiik fel, hogy minden hétfés osszeallitas egyforman valészindi.

Milyen eloszlasi a palyan a balkezes jatékosok szama, X7

A hétfés osszeallitasok szama: (270)
k balkezes jatékos kivalasztasa: (Z)
7 — k jobbkezes jatékos kivalasztasa:  (;M)) szorzas: barmely

9 11 balkezes valasz-

. h .
G tas barmely jobb-
kezessel j6

A j6 lehet6ségek szama Gsszesen: (

osztas: minden 9).(1t
= P(X = k) = (®) Zg—k)
lehet6ség egyfor- (%)
man valészini . e ,
valosaind visszatevés nélkiili mintavétel




Hipergeometriai eloszlas: példa

Hipergeometrikus eloszlas
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Lehetséges értékek

A kivalasztott balkezes jatékosok szamanak eloszlasa hipergeometriai elosz-
las, N =20, M=9,n=7
(2)'(71—1k _

vizszintes: k, oszlopok magassaga: P(X = k) = &)
7



Hipergeometriai eloszlas

Legyenek N, M, n pozitiv egészek ugy, hogy 1 < n < M < N. Az X
valosziniiségi valtozé hipergeometriai eloszlasi, ha

M\ (N—M
P(X:k):M (k=0,1,....n).

(%)

@ visszatevés nélkiili mintavételnél a hazott fekete golyok szama: N
golyd, ebbél M fekete, n-szer hizunk visszatevés nélkiil

o lottésorsolasnal a talalatok szama, X, hipergeometrikus eloszlasa N =
90, M =5, n = 5 paraméterekkel:

() (s
P(X = k) = P(k talalat) = ~<-3=K2 (=01 2 3, 4,5.

(5)



A hipergeometriai eloszlas varhaté értéke és szérasa

Ha az X valésziniiségi valtozé hipergeometriai eloszlast M, N, n paraméte-
rekkel, azaz

M\ (N—M
px = k)= W lak)

akkor

M M M\N —n
E(X):Nn; D(X):\/nN<1N>N_1.

Példaul, ha N = 20 jatékos koziil M = 9 balkezes, és n = 7-et valasztunk
visszatevés nélkiil, akkor a balkezes jatékosok szamanak, X-nek varhaté
értéke és szérasa:

9 9 9\ 13
E(X)=—-7=3,15; D(X)=4/7 == (1— — ] == =1,00.
(X) =25 7=315 D(X) \/7 20 < 20> T R



Megfigyelések

Egy haztartasban él6k szama
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Lehetséges értékek
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Egy haztartasban élék szamanak hisztogramja (forras: KSH, 2011)
(n = 4105698 a haztartasok szama)



Geometriai eloszlas

Egy kozvéleménykutatasban mindenki a tobbiektdl fliggetleniil 0,2 valészi-
niséggel valaszol egy adott kérdésre. Jeldlje Y, hogy hany embert kell meg-
kérdezni, mig talalunk egy valaszadot.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;

P(Y = 2) = P(az els6 nem valaszol, a masodik igen) =



Geometriai eloszlas

Egy kozvéleménykutatasban mindenki a tobbiektdl fliggetleniil 0,2 valészi-
niséggel valaszol egy adott kérdésre. Jeldlje Y, hogy hany embert kell meg-
kérdezni, mig talalunk egy valaszadot.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;
P(Y = 2) = P(az elsé nem valaszol, a masodik igen) = 0,8-0,2;

P(Y = 3) = P(az els6 ketté nem valaszol, a harmadik igen) =



Geometriai eloszlas

Egy kozvéleménykutatasban mindenki a tobbiektdl fliggetleniil 0,2 valészi-
niséggel valaszol egy adott kérdésre. Jeldlje Y, hogy hany embert kell meg-
kérdezni, mig talalunk egy valaszadot.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;

P(Y

= 2) = P(az els6 nem valaszol, a masodik igen) = 0,80, 2;
P(Y = 3) = P(az elsé ketts nem valaszol, a harmadik igen) = 0,82 -0, 2;
(

P(Y = k) = P(az els6 k — 1 nem valaszol, a k. igen) =



Geometriai eloszlas

Egy kozvéleménykutatasban mindenki a tobbiektdl fliggetleniil 0,2 valészi-
niséggel valaszol egy adott kérdésre. Jeldlje Y, hogy hany embert kell meg-
kérdezni, mig talalunk egy valaszadot.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;

P(Y

= 2) = P(az els6 nem valaszol, a masodik igen) = 0,80, 2;
P(Y = 3) = P(az elsé ketts nem valaszol, a harmadik igen) = 0,82 -0, 2;
(

P(az elsé k — 1 nem valaszol, a k. igen) = 0,81 .0, 2.
P(Y = k) = g



Példa: geometriai eloszlas
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Az els6 hatos eloszlasa: geometriai eloszlas, p = 1/6, k = 10-ig
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Geometriai eloszlas

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
@ mindegyik p val6sziniiséggel sikeriil;

@ Y': hanyadik kisérlet az els6 sikeres.



Geometriai eloszlas

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
@ mindegyik p val6sziniiséggel sikeriil;
@ Y': hanyadik kisérlet az els6 sikeres.
Definicié
Az Y valdsziniiségi valtozé geometriai eloszlasi p paraméterrel, ha lehet-
séges értékei:
1,2,3...

és minden 1 < k egészre

B(Y = k) = (1— p)*p.

(0 < p<1.) Jeldlés: Geo(p). Masik elnevezés: Pascal-eloszlas.

Mivel 22, (1 — p)k~1p = 1, ez valéban valésziniiségeloszlas (annak vals-
szinlisége, hogy sosem sikeriil a kisérlet, 0).



Geometriai eloszlas varhato értéke és szérasa
Allitas

Ha az X valésziniiségi valtozé geometriai eloszlast p paraméterrel, azaz

PX=k)=(1-p)lp (k=1,2,..),
akkor
IEI(X):I%; D(X) = |12




Geometriai eloszlas varhato értéke és szérasa
Allitas

Ha az X valdsziniiségi valtozé geometriai eloszlasii p paraméterrel, azaz

PX=k)=(1-p)lp (k=1,2,..),
akkor
1 1—p
E(X) o D(X) 2

. Tegyiik fel, hogy egy adott partot mindenki a tébbiekts! fiiggetleniil
p = 0,06 valdsziniiséggel tamogat. Jeldlje X, hogy hany embert kell meg-
kérdezni, mig az elsé olyan embert megtalaljuk, aki ezt a partot tamogatna.
Ekkor

0,94
E(X) = =16,67;  D(X)= /5%

= 16, 16.




Nevezetes diszkrét eloszlasok varhatd értéke és szérasa

@ Ha X binomialis eloszlast n renddel és p paraméterrel:

E(X)=np;  D(X)=+/np(1—p).

@ Ha X hipergeometriai eloszlasi N, M, n paraméterekkel:

E(X) = %n; D(X) = \/n"/\/l’ <1 - %)'I:I’:’l’

@ Ha X Poisson-eloszlast A paraméterrel:

E(X)=2X  D(X)=VX\

@ Ha X geometriai eloszlasu p paraméterrel:



Figgetlenség: példa

Mely valésziniiségi valtozék tekinthet6k egymastdl fiiggetlennek, és melyek

kozott van kapcsolat? Zséfia egy felmérés véletlenszeriien valasztott részt-
vevgje.

[Zséfia autéinak széma]

[csapadékmennyiség holnap Budapesten]

[Zséﬁa havi jévedelme]

[napsiitéses 6rak szama holnap Budab‘rsb‘n]

Zso6fia életkora

[csapadékmennyiség holnap New Yorkban]




Figgetlenség: példa

Mely valésziniiségi valtozék tekinthet6k egymastdl fiiggetlennek, és melyek
kozott van kapcsolat? Zséfia egy felmérés véletlenszeriien valasztott részt-
vevgje.

[Zséfia autéinak széma]

nagyobb jovedelem

esetén valésziniibb,

[csapadékmennyiség holnap Budapesten]

hogy tdbb autéja van ha valahol esik, a

kodzelben is kevesebb

[Zséﬁa havi jévedelme]

napsiités varhaté

nagyobb életkor esetén

[napsiitéses 6rak szama holnap Budab‘rsi)‘n]

valésziniibb, hogy

nagyobb jévedelme

és tobb autéja van
. tavoli varosok id8jarasa

Zs6fia életkora . o
fliggetlennek tekinthetd

[csapadékmennyiség holnap New Yorkban]




Figgetlenség: példa

Emlékeztets: az A és B események fiiggetlenek, ha
P(ANB)=P(A) - P(B).
Ha példaul X a csapadékmennyiség holnap Budapesten (mm-ben), és Y
New Yorkban, akkor példaul
A: X <5; B:Y <5
esetén ez a feltétel igy irhato:
P(X <5,Y<5)=P(X <5)-P(Y <5).

Azaz, feltételezve, hogy a két varos id6jarasa egymastdl fiiggetlen: annak
valésziniisége, hogy mindkét helyen legfeljebb 5 mm csapadék lesz, a
két esemény valdsziniiségének szorzata.



Valészinliségi valtozok fliggetlensége

o két valdsziniiségi valtozéra: az X, Y : Q — R valésziniiségi valtozok
fiiggetlenek, ha

]P)(X <t,Y< t2) = ]P)(X < tl) ]P)(Y < tg)

teljesil tetszéleges t1, to € R valds szamokra.

o véges sok valosziniiségi valtozéra: Xi, ..., X, : Q — R valésziniiségi
valtozok fliggetlenek, ha

P(Xlgtl,X2<t2,.. Xn ):
=P(X1 < t1)- ( <t)...P(X, < tp)

teljesiil tetszéleges t1, to, . . ., t, valés szamokra.

o megszamlalhaté sok valdsziniiségi valtozéra: az X1, X, X3. .. val6-
szinlségi valtozok fliggetlenek, ha koziiliik barmely véges sokat kiva-
lasztva fiiggetlen valésziniiségi valtozokat kapunk.



Figgetlenség diszkrét esetben

Ha a val6sziniiségi valtozék diszkrétek, azaz lehetséges értékeik halmaza
véges vagy megszamlalhatéan végtelen, akkor a fiiggetlenséget az alabbi
médon is ellendrizhetjiik.

Az X és Y diszkrét valoszinitiségi valtozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha
az X minden lehetséges x, értékére és

az Y minden lehetséges y, értékére teljesiil, hogy

PX=x,Y =y)=PX =x)-P(Y =y)) (k,I=1,2,..)).

Vagyis: annak val6szinlisége, hogy X értéke xi és Y értéke y;, ennek a
két eseménynek a valdsziniiségének a szorzata.



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobékockaval. lgaz-e, hogy az els6 dobott
szam és a masodik dobott szam értéke egymastdl fliggetlen?



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobékockaval. lgaz-e, hogy az els6 dobott
szam és a masodik dobott szam értéke egymastdl fliggetlen?

. a masodik dobasnal az els6 dobas értéke ,elfelejtsdik”, nincs kapcsolat
a két dobas kozott = a két dobott szam



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobékockaval. lgaz-e, hogy az els6 dobott
szam és a masodik dobott szam értéke egymastdl fliggetlen?

. a masodik dobasnal az els6 dobas értéke ,elfelejtsdik”, nincs kapcsolat
a két dobas kozott = a két dobott szam

Legyen X az elsé dobas, Y a masodik. Legyen példaul x, =
3,y; = 5. Ekkor a feltétel teljesiil:



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobékockaval. lgaz-e, hogy az els6 dobott
szam és a masodik dobott szam értéke egymastdl fliggetlen?

. a masodik dobasnal az els6 dobas értéke ,elfelejtsdik”, nincs kapcsolat
a két dobas kozott = a két dobott szam

Legyen X az elsé dobas, Y a masodik. Legyen példaul x, =
3,y; = 5. Ekkor a feltétel teljesiil:

Hasonl6képpen tetszéleges (xk, yi) lehetséges értékekre (azaz 1 és 6 kdzotti
egészekre) igaz, hogy

1

%:]P’(X:xk,Y:y/):P(X:Xk)-IP’(Y:y/):

|
=

Ezért valéban a két dobas egymastdl fiiggetlen.



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Keétszer dobunk egy szabalyos dobdkockaval. Igaz-e, hogy a dobott szamok
Osszege és szorzata fliggetlen egymastol?



Valészinliségi valtozok fliggetlensége: példa

Keétszer dobunk egy szabalyos dobdkockaval. Igaz-e, hogy a dobott szamok
Osszege és szorzata fliggetlen egymastol?

Tipp: minél nagyobb az 6sszeg, annal valésziniibb, hogy a szorzat értéke is
inkabb nagy lesz = nem fiiggetlenek.

Indoklas: legyen X az dsszeg, Y a szorzat. Ha példaul X = 2: ez csak
agy lehet, hogy mindkét dobas 1-es, vagyis ekkor Y értéke biztosan 1. Ezért
ha példaul x; = 2 és y» = 2-t valasztunk, X = 2 és Y = 2 egyszerre nem
kovetkezhetnek be, és igy:

0=PX=2,Y=2)4#P(X=2)-P(Y=2)=

1 1
=P(11) - P(12 vagy 21) = % 18° 0.

Vagyis az x; = 2 és y» = 2 parra nem teljesiil az el&irt feltétel, az Gsszeg
és szorzat nem fiiggetlenek.



A varhat¢ érték tulajdonsagai
o (Gsszeg varhato értéke) Ha X, Y val6sziniiségi valtozdk, és X, Y, X+Y
varhato értéke létezik, akkor
E(X +Y)=E(X)+E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha az X valésziniiségi valtozé varhaté értéke lé-
tezik, és c tetszéleges valds szam, akkor

E(c - X) = c-E(X).



A varhat¢ érték tulajdonsagai
o (Gsszeg varhato értéke) Ha X, Y val6sziniiségi valtozdk, és X, Y, X+Y
varhato értéke létezik, akkor
E(X +Y)=E(X)+E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha az X valésziniiségi valtozé varhaté értéke lé-
tezik, és c tetszéleges valds szam, akkor

E(c - X) = c-E(X).

o (szorzat varhaté értéke fiiggetlen esetben) Ha az X és Y valdszin(ségi
valtozok fiiggetlenek, és X, Y, X - Y varhato értéke létezik, akkor

E(XY) = E(X) - E(Y).



A varhat¢ érték tulajdonsagai
o (Gsszeg varhato értéke) Ha X, Y val6sziniiségi valtozdk, és X, Y, X+Y
varhato értéke létezik, akkor

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha az X valésziniiségi valtozé varhaté értéke lé-
tezik, és c tetszéleges valds szam, akkor

E(c - X) = c-E(X).

o (szorzat varhaté értéke fiiggetlen esetben) Ha az X és Y valdszin(ségi
valtozok fiiggetlenek, és X, Y, X - Y varhato értéke létezik, akkor

E(XY) = E(X) - E(Y).

o (fuggvény varhato értéke) Ha g : R — R olyan fiiggvény, hogy E(X)
letezik, és az X lehetséges értékei x1, xo, . . ., akkor

E(g(X)) Zg xi)P(X = ).



Osszeg varhaté értéke
Allitas

Ha X, Y valésziniiségi valtozok, és X, Y, X+ Y varhato értéke létezik, akkor

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Bizonyitas. Legyenek X lehetséges értékei x1, x2, ..., az Y lehetséges értékei
Y1, ¥, .... Ekkor az X 4+ Y lehetséges értékei xx + vy, alaknak, és

E(X +Y)= Z(Xk + ym)P(X = xk, Y = ym) =

k,m
= ZkuP’(X:xk, Y:ym)—i—Zym]P’(X:xk, Y =ym)=
k,m

k,m

=Y aP(X =)+ > ymP(Y = ym) = E(X) + E(Y),
k m

ahol azt hasznaltuk, hogy az {X = xk, Y = ym} események kizaréak, unidjuk
{X = xx}, és hasonléképpen a masik tagban az Y esetén.



Osszeg varhaté értéke
Allitas

Ha X, Y valésziniiségi valtozok, és X, Y, X+ Y varhato értéke létezik, akkor

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Bizonyitas. Legyenek X lehetséges értékei x1, x2, ..., az Y lehetséges értékei
Y1, ¥, .... Ekkor az X 4+ Y lehetséges értékei xx + vy, alaknak, és

E(X +Y)= Z(Xk + ym)P(X = xk, Y = ym) =

k,m
= ZkuP’(X:xk, Y:ym)—i—Zym]P’(X:xk, Y =ym)=
k,m

k,m

=Y aP(X =)+ > ymP(Y = ym) = E(X) + E(Y),
k m

ahol azt hasznaltuk, hogy az {X = xk, Y = ym} események kizaréak, unidjuk
{X = xx}, és hasonléképpen a masik tagban az Y esetén.

Kévetkezmény: E(Xl +Xo+...+ X,,) = E(Xl) + E(Xg) +...+ E(Xn)



Szorzat varhato értéke fliggetlen esetben
Allitas

Ha X, Y fiiggetlen valdsziniiségi valtozok, és X, Y varhaté értéke létezik,
akkor

E(XY) = E(X)E(Y).

Bizonyitas. Legyenek X lehetséges értékei xq, xo,

..., az Y lehetséges értékei
Yi,Y2, ..

.. Ekkor az X + Y lehetséges értékei x, + ym alakaak, és

E(XY) = xc - ymP(X = x, Y = Yim)
k,m

(;) ZXkYmP(X = Xk) : P(Y = Ym)

k,m

- <Zk:Xk]P)(X = xk)> : (;ymP(Y = ym)>

ahol a (x) lépésben hasznaltuk a fliggetlenségnek a diszkrét valésziniiségi
valtozékra vonatkozé alakjat.

E(X) - E(Y),



