Valésziniiségi valtozok (4. eléadas)

események (egy kisérlet eredményéhez igen vagy nem tartozik):

@ A: holnap lesz csapadék Budapesten
@ B: egy véletlenszer(ien valasztott magyar ember Budapesten lakik

e C: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember 500000 forintnal tobbet
keres

valésziniiségi valtozok (egy kisérlet eredményéhez egy szam tartozik):

@ X: a holnap Budapesten lehullé csapadék mennyisége mm-ben

@ Y: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyito-
szama

@ Z: egy véletlenszerlien valasztott magyar ember brutté havi keresete
forintban



Val6sziniiségi valtozdk: jelolések és definicio

e X: a holnap lehull6 csapadék mennyisége mm-ben — P(X < 5), azaz
mennyi annak valésziniisége, hogy holnap legfeljebb 5 mm csapadék
esik;

@ Y: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyito-
szama — P(Y = 2092), azaz mennyi annak valészintisége, hogy a ki-
valasztott ember Budakeszin lakik, irdnyitészama pontosan 2092

@ Z: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember brutté havi keresete
forintban — P(Z < 500000), azaz mennyi annak val6sziniisége, hogy a
kivalasztott ember legfeljebb brutté 500000 forintot keres havonta

Definici6 (Valdszintiségi valtozo)

Egy X : Q — R fiiggvény valdsziniiségi valtozd, ha tetszéleges t valds
szamra teljesiil, hogy

{we: X(w)<t}eA,

azaz tetszéleges t valos szamra a P(X < t) valdsziniiség értelmes.




Valészintiségi valtozo: példa
Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a fitk szama. Ekkor az dsszes
lehet8ség halmaza 2, és X : Q — R fliggvény az alabbi médon:

Q = {FFF,FFL,FLF,FLL LFF, LFL LLF, LLL};
X(LLL)y=0;  X(LLF)=X(LFL)=X(FLL)=1;
X(FFL) = X(FLF) = X(LFF)=2;  X(FFF) =3.

Az X valdésziniiségi valtozd lehetséges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz
A lehetséges értékekhez tartozé valésziniiségek, feltéve, hogy a gyerekek
egymastol fliggetleniil 1/2 valészintséggel fiak:
P(X =0)=1/8, P ) = 3/8,
P(X =2)=3/8, P(X=23)=1/s.



Diszkrét valészin(iségi valtozo és eloszlasa: definiciok
Definicié

Egy X : Q — R fiiggvény valészinliségi valtozé, ha tetszéleges t valds
szamra

{weQ: X(w) <t} eA,

azaz tetszbleges t valds szamra a P(X < t) valdszinliség értelmes.

llyenkor a P(X = t) valdsziniiség is tetszéleges t-re értelmes.

Az X : Q — R valésziniiségi valtozé diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza véges vagy megszamlalhatéan végtelen.



Diszkrét valészin(iségi valtozo és eloszlasa: definiciok
Definicié

Egy X : Q — R fiiggvény valészinliségi valtozé, ha tetszéleges t valds
szamra

{weQ: X(w) <t} eA,

azaz tetszbleges t valds szamra a P(X < t) valdszinliség értelmes.

llyenkor a P(X = t) valdsziniiség is tetszéleges t-re értelmes.

Az X : Q — R valésziniiségi valtozé diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

Legyenek az X diszkrét valésziniiségi valtozo lehetséges értékei:
{X1,X2,...}7 és pk:P(X:Xk) (k: 1,2,...).

Ekkor az (x1, p1), (x2, p2), . .. sorozat az X val6szintiségi valtozé eloszlasa.

Ilyenkor

o
px > 0 minden k-ra, és Zpk =1,
—1



Diszkrét valdsziniiségi valtozé eloszlasa

Valakinek harom gyereke sziiletik, X a fiok szama, fel-
tessziik, hogy mind a 23 = 8 lehet&ség egyforman valészinii. Ekkor X lehet-
séges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz — X diszkrét.

Ahogy lattuk:

Mindezek alapjan X eloszlasa az alabbi sorozat:

(0,1/8),  (1,3/8),  (2,3/8),  (3,1/8).

Egyszer dobunk szabalyos dobékockaval, jelélje Y
a dobott szamot. Ekkor Y diszkrét, és az eloszlasa:

(1,1/6), (2,1/6), (3,1/6), (4,1/6), (5,1/6), (6,1/6).



Példa: a fitk szamanak eloszlasa

0 1 2 3

Lehetséges értékek

Valészintségek
000 005 010 045 020 025 020 035

A fitk szamanak eloszlasa: a lehetséges értékek:
{0,1,2,3}
és a hozzajuk tartozé val6sziniiségek:

1/8, 3/8, 3/8, 1/8.

=] 5



Valdszintiségi valtozo eloszlasa

Definici6 (Valdszintiségi valtozo)

Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozo, ha tetszéleges t valds
szamra

{we: X(w)<t}eA,

vagyis tetszéleges t valos szamra a P(X < t) valosziniiség értelmes.

Nem feltétleniil diszkrét X : Q — R valészintiségi valtozé eloszlasa: Qx

mérték, melyre
Qx(B) = F(X € B),

ahol B C R megfelel feltételeket teljesits halmaz (Borel-halmaz).
Példaul: B = [a, b] intervallum esetén

Qx([a, b]) =P(X € [a,b]) =P(a < X < b).
Vagy B = (—o0, t] félegyenes esetén

Qx((—o0,t]) =P(X € (-0, t]) = P(X < t).




Diszkrét valdszintiségi valtozok varhaté értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha
1/1000 valészintiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilonben semmit),
akkor



Diszkrét valdszintiségi valtozok varhaté értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha
1/1000 valészintiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilonben semmit),
akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobékockaval dobunk. A nye-
remény varhaté értéke:



Diszkrét valdszintiségi valtozok varhaté értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha
1/1000 valészintiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilonben semmit),
akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobékockaval dobunk. A nye-
remény varhaté értéke:

1 21
—(14+24...46)=—=3,5.

@ Ha szabalytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:



Diszkrét valdszintiségi valtozok varhaté értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha
1/1000 valészintiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilonben semmit),
akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobékockaval dobunk. A nye-
remény varhaté értéke:

1 21
—(14+24...46)=—=3,5.

@ Ha szabalytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:

1 1 1 13
6(6+2+3+4+5+6):5(2+3+4+5)+§'6:?:4’33'



Diszkrét valdszintiségi valtozok varhaté értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha
1/1000 valészintiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilonben semmit),
akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobékockaval dobunk. A nye-
remény varhaté értéke:

1 21

“(1424...+6)="=3,5.

6( +2+...+6) 5

@ Ha szabalytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:

1 1 1 13
6(6+2+3+4+5+6) = 6(2+3+4+5)+§-6: 3 = 4,33.
A lehetséges értékeket megszorozzuk a hozzajuk tartozé valészintséggel, és

ezeket 6sszeadjuk.



Kockadobasok atlaga

— szabalyos kocka
— 1.es helyett 6-0s

atiag
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dobdsok szama

A dobasok atlaganak valtozasa a dobasok szamanak novelésével, szabalyos
kocka esetén, illetve ha 1 helyett is 6 szerepel.



Diszkrét valdszintiségi valtozok varhaté értéke
Definici6 (Varhato érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valésziniiségi valtozé, melynek eloszlasa

(x1,p1), (x2, p2),..., azaz P(X = x;) = p;, ahol i = 1,2,.... Ekkor X
varhaté értéke:

o0

E(X) = ix,-p,-, ha Z |xi|pi < 0.
i=1

i=1




Diszkrét valdszintiségi valtozok varhaté értéke
Definici6 (Varhato érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valésziniiségi valtozé, melynek eloszlasa

(x1,p1), (x2, p2),..., azaz P(X = x;) = p;, ahol i = 1,2, Ekkor X
varhato értéke:

(0.0 (o.0]
E(X) = Zx,-p,-, ha Z |xi|pi < o0.
i=1 i=1

Legyen X a fitk szama a harom gyerek koziil. Ekkor

1 3 3 1 12 3
E(X)=0-241->+42-2+3.2="2=2=135,
(X)=0-gH+1gH+2: 543 5=% =7

Legyen Y egy szabalyos dobokockaval
dobott szam. Ekkor

1 1 1 1 1 1 21 7
(Y)=1 242 c+3- 244 245 46- 2=




Diszkrét valdszintiségi valtozok varhaté értéke

o (elfajult eloszlas) Ha X = c fennall 1 valészintiséggel: E(X) = ¢-P(X =
c)=-c.

o (korlatossag) Ha a < X < b valamely a < b szamokra, akkor a <
E(X) < b.

o (egyenletes eloszlas) Ha az x1,xa, ..., x, szamok mindegyikének 1/n a
valésziniisége, akkor a varhaté érték a szamok szamtani kdzepe: X =
Loa+.. 4 xn).

o (indikator) Legyen I4 az A esemény indikatora, vagyis 1, ha A bekdvet-
kezik, és 0 kiilonben. Ekkor E(I4) =1-P(I4 = 1) = P(A).

o (Osszeg) Ha X, Y valésziniiségi valtozok és X+ Y varhato értéke létezik,
akkor

E(X +Y)=E(X)+E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha X varhat6 értéke létezik, és c tetszéleges valds
szam, akkor
E(cX) = cE(X).



Fliggvény varhaté értéke

Allitas
Legyen X : Q — R diszkrét valésziniiségi valtozé, melynek lehetséges értékei
X1, X2, ..., tovabbd P(X = xx) = p teljesiil k > 1 esetén. Legyen tovabba
g : R — R fiiggvény. Ekkor

E(g(X)) = g(x1)p1 + &g(x)p2 + g(x3)ps - .-,

ha ez a varhaté érték létezik.

Példaul: legyen Y egy szabalyos dobdkockaval dobott szam. Ekkor g(x) =
x?-tel:

1 1 1 1 1 91
E(Yz):1.7+22.,+32.,_|_ 2.2 45°5. 2462

1
6 6 6 6 6 56 >




Fliggvény varhaté értéke

Allitas
Legyen X : Q — R diszkrét valésziniiségi valtozé, melynek lehetséges értékei
X1, X2, ..., tovabbd P(X = xx) = p teljesiil k > 1 esetén. Legyen tovabba
g : R — R fiiggvény. Ekkor

E(g(X)) = g(x1)p1 + &g(x)p2 + g(x3)ps - .-,

ha ez a varhaté érték létezik.

Példaul: legyen Y egy szabalyos dobdkockaval dobott szam. Ekkor g(x) =
x?-tel:

1 1 1 1 1 91
E(Yz):1.7+22.,+32.,_|_ 2.2 45°5. 2462

1
6 6 6 6 6 56 >




Valészintiségi valtozo szérasa
Lehetséges motivacié: nem mindegy, hogy a buszok iitemesen (szabalyosan)
tiz percenként érkeznek, vagy a kovetési idé varhato értéke tiz perc, de hol
ot, hol tizendt percenként jonnek; egy mérSeszkdztsl a mérési hiba, vagyis a
mérés bizonytalansaga is fontos, példaul nem mindegy, hogy adott pontossag
eléréséhez hany mérést kell atlagolni.

Definicié (Szérasnégyzet (variancia))

Legyen X : Q — R valdszindiségi valtozé, melyre E(X?) létezik. Ekkor X
szorasnégyzete:

D%(X) = E((X _ E(X))2>.




Valészintiségi valtozo szérasa
Lehetséges motivacié: nem mindegy, hogy a buszok iitemesen (szabalyosan)
tiz percenként érkeznek, vagy a kovetési idé varhato értéke tiz perc, de hol
ot, hol tizendt percenként jonnek; egy mérSeszkdztsl a mérési hiba, vagyis a
mérés bizonytalansaga is fontos, példaul nem mindegy, hogy adott pontossag
eléréséhez hany mérést kell atlagolni.

Definicié (Szérasnégyzet (variancia))

Legyen X : Q — R valdszindiségi valtozé, melyre E(X?) létezik. Ekkor X
szorasnégyzete:

D%(X) = E((X _ E(X))2).

Definici6 (Széras (standard deviation))

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozé, melyre B(X?) létezik. Ekkor X
szorasnégyzete:

D(X) = \/1[«: ((X _ IE(X))2>.




A széras kiszamitasa
Allitas

Legyen X olyan diszkrét valoszindiségi valtozo, melyre B(X?) létezik. Ekkor

D?(X) = E(X?) — [E(X)]%.




A széras kiszamitasa
Allitas
Legyen X olyan diszkrét valoszintiségi valtozs, melyre E(X?) létezik. Ekkor

D?(X) = E(X?) — [E(X)]%.

Bizonyitas.
D2(X) = E((X - EX)2> - E(X2 — 2XE(X) + E(X)2> -
=E(X?) — E(2XE(X)) + E(X)? =
= E(X?) — 2E(X)? + E(X)? = E(X?) — [E(X)]?,

ahol felhasznaltuk, hogy 6sszeg varhatd értéke a varhat6 értékek Gsszege,
illetve hogy a konstans szorzé kiemelheté.



A szoras kiszamitasa
Allitas
Legyen X olyan diszkrét valoszintiségi valtozs, melyre E(X?) létezik. Ekkor

D?(X) = E(X?) — [E(X)]%.

Bizonyitas.

D2(X) = E((X - IEX)2> - E(X2 — 2XE(X) + E(X)2> -
=E(X?) — E(2XE(X)) + E(X)? =

= E(X?) — 2E(X)? + E(X)? = E(X?) — [E(X)]?,

ahol felhasznaltuk, hogy 6sszeg varhatd értéke a varhat6 értékek Gsszege,
illetve hogy a konstans szorzé kiemelheté.

Megjegyzés: az xi,xo, ..., X, szamok tapasztalati szérasa

Jizn:(xi—x)zzdiix?—xz.

=1




Diszkrét valdszinliségi valtozé szérasa

Allitas
Legyen X olyan diszkrét valoszintiségi valtozs, melyre E(X?) létezik. Ekkor

D?(X) = E(X?) — [E(X)]%.

Allitas (A széras kiszamitasa egész értékek esetén)

Legyen X olyan diszkrét valdsziniiségi valtoz, melyre E(X?) létezik, és mely-
nek lehetséges értékei nemnegativ egészek. Ekkor

o0 [e.9]

D*(X) = KP(X = k)-E(X)> = > _ KP(X = k)— [Z KP(X r.

k=0 k=0

V.




Diszkrét valdszinliségi valtozé szérasa

Legyen tovabbra is X a fiak szama harom gyerek koziil:

P(X=0)=1/8 P(X=1)=3/8; P(X=2)=3/8 PX=3)=1/8.

Diszkrét esetben igy szamolhatunk:

3
1 3 3 1 24
EXZZ k2PX:k: - 1.-= 4. = 9. = -3,
(X%) ;J ( ) 08+ 8+ 8+ 8 8

Ebbél és a korabbi szamolasbél
3
D(X) = E(X?) — [E(X)]? =3—1,52 =3-2,25 = 0,75 = e

Végiil pedig a fitk szamanak szérasa:



A kockadobés szérasa

Legyen X egy szabalyos dobékockaval dobott szam. Ekkor

1 1 1 1 1 1
E(X?)==-124+-.224+2.3242.424+-.52 4.
(X%) 6 "6 e e e s
Masrészt

1 1 7

1 1 1 1
EX)=--1+--24+_—--34+—--4+—-.5+--6=_.

6 6 6 6 6 6 2

Ebbd| ,
D*(X) =E(X?) —E(X)* = % — (;) =2,92.

A kockadobas szérasa: D(X) = /2,92 =1,71.

Altalaban n oldalt dobdkocka esetén: D(X) = %



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetszéleges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valésziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.

Tegyiik fel, hogy egy tetszéleges napon egymastdl fiiggetleniil

mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valésziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?

WEOOE®

néhany j6 lehet6ség és a valdsziniisége:

0,03

0,03

0,97

0,97

0,97

0,97

0,03

0,97

0,03

0,97

0,97

0,97

0,03

0,97

0,97

0,03

0,97

0,97

—0,03%-
— 0,032
— 0,032

003\

— 0,032

szorzas

0,974
0,974
0,974

- 0,974

- 0,974



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetszéleges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valésziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?

10,97/0,03/0,03]0,97[0,97]0,97| — 0,032 0, 97*

a j6 lehet8ségek szama, azaz
hanyféleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét:
egy j6 lehet8ség valésziniisége:
tehat a valdsziniiség:



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetszéleges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valésziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?

10,97/0,03/0,03]0,97[0,97]0,97| — 0,032 0, 97*

a j6 lehet8ségek szama, azaz
, , , , . . , ., - 6
hanyféleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét: (2)
egy jo lehet8ség valdsziniisége: 0,03%2.0,974

tehat a valdsziniiség:

P(pontosan két hianyzd) = (g) -0,032.0,97* = 1,2%.




Binomialis eloszlas

e n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.
Példaul:

@ Visszatevéses mintavétel, n hazas, p a fekete golydk aranya.

o Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg, egy adott kérdésre
mindenki egymastél fliggetlenil p = 0,8 valészintiséggel valaszol. A
valaszok szadma binomialis eloszlasa.

o Egy biztosité n = 60000 tigyfelének mindegyike egymastdl fliggetleniil
p = 0,0001 val6sziniiséggel okoz balesetet egy adott évben. A balesetet
okozé ligyfelek szama binomialis eloszlasa.

e Tegyiik fel, hogy a nyar n = 92 napjanak mindegyikén egymastél fiig-
getleniil p = 0, 02 valésziniiséggel lesz jégess egy adott helyen. A nyari
jéges6s napok szama binomialis eloszlasa.



Binomialis eloszlas
o n fliggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;
@ X a sikeres kisérletek szama.

Mennyi a valésziniisége, hogy pontosan k kisérlet sikeriil, azaz X = k7
Ahogyan a korabbi példaban lattuk:

@ A j6 lehetSségek szama, azaz hanyféleképpen valaszthatjuk ki, hogy
melyik k kisérlet sikeres: (7).

o Egy j6 lehetéség valdszintisége: p*(1 — p)"~, hiszen a kisérletek fiig-
getlenek, ezért az egyiittes bekdvetkezés (metszet) valdsziniisége a va-
|6szinliségek szorzata, és k kisérlet sikeriil, a tobbi n — k nem.

@ Mivel minden j6 lehet6ség ugyanolyan valdszinii, az X = k val6sziniisége
a lehetéségek szamanak és egy lehetSség valdszintiségének szorzata:

P(X = k) = (Z) pk(1—p)" % (k=0,1,...,n).



Binomialis eloszlas: definicié

e n fiiggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valésziniiséggel sikerdil;
@ X a sikeres kisérletek szama.

Az X val6sziniiségi valtozé binomialis eloszlasii n renddel és p paraméterrel,
ha lehetséges értékei:

0,1,2,...,n,

és minden 0 < k < n egészre

(n>1egész, 0 < p <1.) Jeldlés: Bin(n, p).



Példa: binomialis eloszlas

Bin(n=20, p=0,75)

015 0.20
1 1

Valdszinlségek
0.10
|

-

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

l

H

[ ]
[ ]

Lehetséges értékek

Binomialis eloszlas, n = 20, p = 0,75. Vizszintes tengely: lehetséges érté-
kek, azaz k = 0,1, ..., 20, oszlopok magassaga: a P(X = k) valdsziniiségek.



Példa: binomialis eloszlas

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre min-
den résztvevd egymastdl fiiggetleniil p = 0, 8 valésziniiséggel valaszol. Je-
I6lje X, hogy hanyan valaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

e X binomialis eloszlasii n = 1500 renddel és p = 0,8 paraméterrel.

o Tetszbleges 0 < k < 1500 esetén

P(k valasz) = P(X = k) = <Z> pk(1—p)" k=

— <15/?0> 0, 8/( i 07 21500—/(.

o Példaul annak valésziniisége, hogy pontosan k = 1200-an valaszolnak
a kérdeésre:

1
[P(1200 valasz) = P(X = 1200) = <1288> 0,81200. 0, 2390 — 2 57%,.



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Ha az X valésziniiségi valtozé binomialis eloszlasii n renddel és p paramé-
terrel, azaz

P(X = k) = (Z) pK(L—p)" K (k=0,1,...,n),

akkor X varhato értéke, illetve szorasa:

E(X)=np;  D(X) = /np(1—p).



A binomialis eloszlas varhato értéke: bizonyitas

Allitas

Legyen X valosziniiségi valtozo n renddel és p paraméterrel. Ekkor X varhato
értéke np.

A binomialis eloszlasra gy is gondolhattunk, mint a sikeres kisérletek sza-
mara, n fliggetlen, p valészintiséggel bekdvetkezé eseménybél. Tekintsiik az
alabbi indikator valészintiségi valtozékat minden j = 1,2,..., n-re:

)1, haaj. kisérlet sikeriil;
7700, kiildnben.



A binomialis eloszlas varhato értéke: bizonyitas

Allitas

Legyen X valosziniiségi valtozo n renddel és p paraméterrel. Ekkor X varhato
értéke np.

A binomialis eloszlasra gy is gondolhattunk, mint a sikeres kisérletek sza-
mara, n fliggetlen, p valészintiséggel bekdvetkezé eseménybél. Tekintsiik az
alabbi indikator valészintiségi valtozékat minden j = 1,2,..., n-re:

{1, ha a j. kisérlet sikeriil;
j pr—

0, kiilonben.

Ekkor az I; indikatorok Ssszege éppen X lesz. Igy a varhaté érték additiv
tulajdonsaga alapjan

E(X) :E(;HJ) = ;E(Hj) = ;yﬁv@- =1)=np. O



Példa: binomialis eloszlas

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre min-
den résztvevs egymastdl fiiggetleniil p = 0, 8 valésziniiséggel valaszol. Je-
I6lje X, hogy hanyan valaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

o A valaszadék szamanak varhaté értéke:
E(X) = np = 1500 - 0,8 = 1200.

o A valaszaddk szamanak szérasa:

D(X) = +/np(1 — p) = 4/1500-0,8-0,2 = 15,5.



A binomialis eloszlas kozelitése

Tegyiik fel, hogy egy biztosit6 n = 100000 iigyfelének mindegyike egy év
alatt egymastél fiiggetleniil p = 0,0001 valésziniiséggel okoz balesetet. A
balesetet okozé ligyfelek szamanak (ezt jeldljik X-szel) varhaté értéke:

E(X) = np = 100000 - 0,0001 = 10.

Annak valésziniisége, hogy pontosan k ligyfél okoz balesetet:

1
P(X = k) = < 00k000> £0,0001% - 0, 9999100000k _



A binomialis eloszlas kozelitése

Tegyiik fel, hogy egy biztosit6 n = 100000 iigyfelének mindegyike egy év
alatt egymastél fiiggetleniil p = 0,0001 valésziniiséggel okoz balesetet. A
balesetet okozé ligyfelek szamanak (ezt jeldljik X-szel) varhaté értéke:

E(X) = np = 100000 - 0,0001 = 10.
Annak valésziniisége, hogy pontosan k ligyfél okoz balesetet:

P(X = k) = <100000

B > -0,0001% - 0, 9999100000~k —

100000 - 99999 - ... (100001 — k)
N k!

-0,0001% - 0, 9999100000~k



A binomialis eloszlas kozelitése

Tegyiik fel, hogy egy biztosit6 n = 100000 iigyfelének mindegyike egy év
alatt egymastél fiiggetleniil p = 0,0001 valésziniiséggel okoz balesetet. A
balesetet okozé ligyfelek szamanak (ezt jeldljik X-szel) varhaté értéke:

E(X) = np = 100000 - 0,0001 = 10.

Annak valésziniisége, hogy pontosan k ligyfél okoz balesetet:

1
P(X = k) = ( 00k000> -0,0001% - 0,9999100000—k
1 : -...(100001 — k
_ 100000 - 99999 . (10000 )-0,0001"-0,9999100000*"%
 100000%-0,000% /10 N\ 10k
- k! 100000 k! ’

felhasznalva, hogy limp_.oc (1 — %)" = e™ tetszéleges x > O-ra.



A binomialis eloszlas kozelitése

Bin(100000, 0.0001) eloszlas

~— binomidlis
— Poisson(10)

Valészinlségek
| | |

000 002 004 006 008 010 012

0 1 2 3 4 5 6B 7 8 9 10 1 12 13 14 15

Lehetséges éntékek

Binomialis eloszlas n = 100000 renddel és p = 0,0001 paraméterrel (viz-
szintes tengely: k, oszlopok magassaga: P(X = k)).

Feketével a %e"lo fliggvény (ez lesz a Poisson(10)-eloszlas).
[m] = =

DA



Poisson-eloszlas

Golok szamanak hisztogramja

megfigyelések

Poisson(1,375)
Poisson(1)
Poisson(2)

03

Relativ gyakorisagok
0.2

01

Megfigyelt értékek

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6z6 paramé-
terii Poisson-eloszlasok
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ut
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A Poisson-eloszlas alkalmazasai

o ritkan bekovetkezé események szama adott idészak alatt:
» l6ragas halalos aldozatainak szama a porosz hadseregben (ez volt az elsé
statisztikai példa)
> a balesetek szama egy varosban egy hét vagy egy hénap alatt;
» a foldrengések szama egy év alatt
@ egy rendszerbe beérkezs igények szama egy adott idészakban:
> egy lzletbe beérkez vasarlok szama egy 6ra alatt
» egy weboldal letoltéseinek szama egy 6ra alatt



A Poisson-eloszlas alkalmazasai

o ritkan bekovetkezé események szama adott idészak alatt:
» l6ragas halalos aldozatainak szama a porosz hadseregben (ez volt az elsé
statisztikai példa)
> a balesetek szama egy varosban egy hét vagy egy hénap alatt;
» a foldrengések szama egy év alatt
@ egy rendszerbe beérkezs igények szama egy adott idészakban:
> egy lzletbe beérkez vasarlok szama egy 6ra alatt
» egy weboldal letoltéseinek szama egy 6ra alatt
o altalaban: véletlen id6kdzonként bekdvetkezd események szama adott
idészak alatt

Poisson-folyamat: a t id6 alatt bekdvetkezé események szama Poisson-
eloszlast ct paraméterrel.

Ekkor a t id8 alatt bekdvetkezé események szamanak varhaté értéke:



A Poisson-eloszlas alkalmazasai

o ritkan bekovetkezé események szama adott idészak alatt:
» l6ragas halalos aldozatainak szama a porosz hadseregben (ez volt az elsé
statisztikai példa)
> a balesetek szama egy varosban egy hét vagy egy hénap alatt;
» a foldrengések szama egy év alatt

@ egy rendszerbe beérkezs igények szama egy adott idészakban:

> egy lzletbe beérkez vasarlok szama egy 6ra alatt
» egy weboldal letoltéseinek szama egy 6ra alatt

o altalaban: véletlen id6kdzonként bekdvetkezd események szama adott
idészak alatt

Poisson-folyamat: a t id6 alatt bekdvetkezé események szama Poisson-
eloszlast ct paraméterrel.

Ekkor a t id6 alatt bekovetkezd események szamanak varhaté értéke: ct,
azaz az intervallum hosszaval aranyos.



Poisson-eloszlas: definicio
@ ha n figgetlen kisérletbsl mindegyik p valészintiséggel sikeres, ahol n
.nagy’ és p,kicsi": A = np a sikeres kisérletek szamanak varhaté értéke;

. K .
@ annak valésziniisége, hogy pontosan k kisérlet sikeres, %e"\—val koze-
lithets (a szamolas és az abra alapjan);

@ ez a gyakran hasznalt Poisson-eloszlas ritkan bekovetkez6 események
szamanak modellezésére.
Definicié
Legyen N\ > 0. Az X valésziniiségi valtozé )\ paraméterii Poisson-
eloszlasi, ha lehetséges értékei:

)\k
k=0,1,2,..., és ekkor P(X = k) = Fef)‘.

A )\ paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke és szérasa:




Poisson-eloszlas: példa

Az X val6sziniiségi valtozé \ paraméterii Poisson-eloszlasi, ha lehetséges
értékei:
)\k
k=0,1,2,..., és ekkor P(X = k) = Fe*A.

A )\ paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke és szoérasa:

E(X) = X D(X) = VA

. Tegyiik fel, hogy egy varosban az egy nap alatt bekdvetkez6 auté-
balesetek szama Poisson-eloszlast, és varhaté értéke 3,61. Ekkor az egy
nap alatt bekovetkez6 autébalesetek szamanak szérasa:

D(X)=+/3,61=1,09.
Annak valésziniisége, hogy pontosan 5 baleset lesz:

~3,61°

P(X =5) = 5,

e> = 14%.




Binomalis és Poisson-eloszlas az R-ben

@ ha X binomialis eloszlast n renddel és p paraméterrel, akkor

P(X = k) : dbinom(k, size = n, prob = p)

P(X < k): pbinom(k, size = n, prob = p).
@ Tovabba az
minta<-rbinom(r, size=n, prob=p)
eredményeképpen a ,minta” vektorba r darab fiiggetlen adott binomialis
eloszlas valésziniiségi valtozo keriil.
@ ha X Poisson-eloszlast A paraméterrel, akkor

P(X = k) : dpois(k, lambda =)

P(X < k): ppois(k, lambda =)\).
o Tovabba az
minta<-rpois(r, lambda=)\)
eredményeképpen a ,minta” vektorba r darab fiiggetlen A paraméterii
eloszlast valdsziniiségi valtozo keriil.



Példa R-ben

> minta=rbinom(100, size=100000, prob=0.0001)
> hist(minta)

> dbinom(8, size=100000, prob=0.0001)

[1] 0.1126013

> minta=rpois(100, lambda=3.61)

> hist(minta)

> mean(minta)

[1] 3.91

> dpois(5, lambda=3.61)

[1] 0.1382139



