Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl?



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl?

az Gsszes lehetGség szama:

)

az els6 napon otféle lehet8ség van



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl?

az Gsszes lehetGség szama:

&

az elsé két napon 5 - 5 = 25-féle lehet8ség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogrék kiillonb6zék
ezek az esetek egyforman valészintiek



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl?

az Gsszes lehetGség szama:

®eE

az elsé harom napon 5 -5 -5 = 125-féle lehet8ség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogrék kiillonb6zék
ezek az esetek egyforman valészintiek



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl?

az Gsszes lehetGség szama:

GGG —

Osszesen 57 egyforman valészinii lehetdség van egy hét alatt
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogrék kiillonb6zék
ezek az esetek egyforman valészintiek



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészin( le-
het&ség

jo lehetdség példaul, amikor els6 négy nap iszik kék bogrébdl:



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészin( le-
het&ség

jo lehetdség példaul, amikor els6 négy nap iszik kék bogrébdl:

OOIOIOIOIO16)



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészin( le-
het&ség

jo lehetdség példaul, amikor els6 négy nap iszik kék bogrébdl:

GOOOOO®E® — 2

3-3-3-3.2.2.2=3%.23lyen lehetSség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogrék kiillonb6zék



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészin( le-
het&ség

egy masik j6 sorrend, ha az 1.,3.,4.,6. napon iszik kék bogrébdl:



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészin( le-
het&ség

egy masik j6 sorrend, ha az 1.,3.,4.,6. napon iszik kék bogrébdl:

OIOIOIOIOIO]C)



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészin( le-
het&ség

egy masik j6 sorrend, ha az 1.,3.,4.,6. napon iszik kék bogrébdl:

GOOOO®® —i2

3-2-3-3.2.3-2=3%.23lyen lehetSség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogrék kiillonb6zék



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészin( le-
het&ség

jo lehetdségek szama:



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészin( le-
het&ség

jo lehetdségek szama:

(szinezések széma] [Ieheté’ségek szama adott szinezésnél}




Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészin( le-
het&ség

jo lehetdségek szama:

(szinezések széma] X (Iehetéségek szama adott szinezésnél}

/ x —35.3%. 23

ennyiféleképpen valaszthatjuk ki a négy kék napot a hétbél

minden szinezéshez ugyanannyi lehet8ség tartozik



Visszatevéses mintavétel: példa (3. el6adas)

Péternek harom kék és két z6ld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészin( le-
het&ség

’ L Tl [Pl (3)3423
P(pontosan négyszer iszik kék bogrébsl) = 4577

35818 _ 0
azaz Sg552° = 29,03%.



Példa: visszatevéses mintavétel
3 kék, 2 z6ld bogre, Péter hét napon at talalomra valaszt.

7) .3k . o7—k

P(pontosan k kék) = (k =7 , k=0,1,2,...,7.

Binomidlis eloszlas

1 2 3 4 8 6 7

Lehetséges értékek

ValészinUségek

0.05 010 0.15 020 0.25
L

0.00

0

A kék bogrés napok szama: lehetséges értékek és valdsziniiségek



Visszatevéses mintavétel

o Egy dobozban N golyé van, kdziilik M fekete, a tobbi fehér.

o Visszatevéssel kihtiznak n darabot, minden hazasnal a korabbiakat el-
felejtve mind az N goly6t azonos valészintiséggel valasztva.

@ Annak valésziniisége, hogy az n huzas kéziil pontosan k-nal jon fekete:



Visszatevéses mintavétel

o Egy dobozban N golyé van, kdziilik M fekete, a tobbi fehér.

o Visszatevéssel kihtiznak n darabot, minden hazasnal a korabbiakat el-
felejtve mind az N goly6t azonos valészintiséggel valasztva.

@ Annak valésziniisége, hogy az n huzas kéziil pontosan k-nal jon fekete:

[P(pontosan k fekete) = (Z)W (k=0,1,2,..., n)}




Visszatevéses mintavétel

o Egy dobozban N golyé van, kdziilik M fekete, a tobbi fehér.

o Visszatevéssel kihtiznak n darabot, minden hazasnal a korabbiakat el-
felejtve mind az N goly6t azonos valészintiséggel valasztva.

@ Annak valésziniisége, hogy az n huzas kéziil pontosan k-nal jon fekete:
melyik feketéket haztunk (k hazas)
melyik k hazas fekete | melyik fehéreket haztuk (n — k hizas)

&~

A N n—
[P(pontosan k fekete) = (Z)w (k=0,1,2,..., n)}

Nn

osszes lehet&ség



Visszatevéses mintavétel

o Egy dobozban N golyé van, kdziilik M fekete, a tobbi fehér.

o Visszatevéssel kihtiznak n darabot, minden hazasnal a korabbiakat el-
felejtve mind az N goly6t azonos valészintiséggel valasztva.

@ Annak valésziniisége, hogy az n huzas kéziil pontosan k-nal jon fekete:
melyik feketéket haztunk (k hazas)

melyik k hazas fekete | melyik fehéreket haztuk (n — k hizas)

&~

A N n—
[P(pontosan k fekete) = (2)% (k=0,1,2,..., n)}

osszes lehet&ség

Megjegyzés: a kihazott fekete golyék szama binomialis eloszlasa.



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kbévetd éran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kbévetd éran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

[I\/l = 14 a lanyok széma]

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kbévetd éran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

[I\/l = 14 a lanyok széma]

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

n =6 a minta nagységa]

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kbévetd éran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

[I\/l = 14 a lanyok széma]

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

n =6 a minta nagységa]

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kbévetd éran

k = 2 a kérdés | «— pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

[I\/l = 14 a lanyok széma]

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

n =6 a minta nagységa]

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kbévetd éran

k = 2 a kérdés | «— pontosan két lany felel?

P(pontosan két lany) = (7) Mk'(N,Q,,M)nik =9 14;6%24 = 31,6%.




Visszatevéses mintavétel: példa

[I\/l = 14 a lanyok széma]

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikaéran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

n =6 a minta nagységa]

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kbévetd éran

k = 2 a kérdés | «— pontosan két lany felel?

lanyok kivalasztasa fink kivalasztasa

P(pontosan két lany) = (7) Mk'(N,Q,,M)nik =9 14;6%24 = 31,6%.

szorzas: barmely felelé barmely Osszes eset
masikkal valaszthaté

melyik két 6ran felel lany




Mintavételek dsszehasonlitasa

Mintavételek 6sszehasonlitésa

025
|

valészintiségek
015 020

010

005

000

.l .

7 8 9 10

Lehetséges értékek

Visszatevés nélkiili mintavétel (hipergeometriai eloszlas) és visszatevéses min-
tavétel (binomialis eloszlas) Gsszehasonlitasa N = 60, M = 40,n = 10 ese-
tén; ha N még nagyobb lenne n-hez képest, még jobban hasonlitana a két
eloszlas



A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

esemeénytér

Q

Osszes lehetSség: Q2




A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

esemeényteér

Osszes lehetSség: Q2

esemeény
A C Q részhalmaz

A esemény




A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

esemeényteér
Osszes lehetSség: Q2
P(Q)=1

esemeény —
A C Q részhalmaz

A esemény

B z
esemény




A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

esemeénytér

Osszes lehetSség: Q2

P(Q) = 1

esemeény
A C Q részhalmaz

S
7

Q: (magyar) felnétt emberek

Q

A esemény
diplomasok

B z
esemény

balkezesek

~




A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

esemeénytér

Osszes lehetSség: Q2

P(Q) = 1

esemeény
A C Q részhalmaz

Q: (magyar) felnétt emberek

ﬂ ™

A esemény

diplomasok B
esemény

balkezesek

| J
! !

(P(A) =22%) (P(B) = 10%)




A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

Q: (magyar) felnétt emberek

eseménytér > Q \

Osszes lehetSség: Q2

P(Q)=1 A esemény
diplomasok B
esemény

esemeény —
A C Q részhalmaz

balkezesek

valGsziniiség: esemé- K | /
nyekhez [0, 1]-beli sza-

mokat rendel fiigg-
ey (P(A) = 22%) (P(B) = 10%)




A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6

esemeénytér
Osszes lehetSség: Q2
P(Q)=1

esemeény
A C Q részhalmaz

elemi esemény—" |

valGsziniiség: esemé-
nyekhez [0, 1]-beli sza-
mokat rendel6 fligg-
vény

Q: (magyar) felnétt emberek

~

> Q

A esemény
diplomasok

B z
esemény

balkezesek

| J
! !

(P(A) =22%) (P(B) = 10%)




A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezé, ha

@ az ) eseménytér egy nem ires halmaz;



A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezé, ha

@ az ) eseménytér egy nem ires halmaz;
o A CP(Q) az az események halmaza, azaz minden A € A-ra AC Q
agy, hogy

@ QcA;
@ ha A1, A, ... € A, akkor | U2, A, € A (azaz megszamlalhaté sok A-

beli elem unigja is A-beli);
@ ha Ac A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.



A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezé, ha

@ az ) eseménytér egy nem ires halmaz;
o A CP(Q) az az események halmaza, azaz minden A € A-ra AC Q
agy, hogy

@ QcA;
@ ha A1, A, ... € A, akkor | U2, A, € A (azaz megszamlalhaté sok A-

beli elem unigja is A-beli);
@ ha Ac A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.
e a valosziniiség egy P : A — [0, 1] fiiggvény, melyre
@ P(Q) =1, azaz a biztos esemény valésziniisége 1;
@ ha A, A, ... € Aésminden 1 </ < j-re A;NA; =0, akkor

P( U An> _ 3 B(Ay)
n=1 n=1

azaz megszamlalhato6 sok kizaré esemény uniéjanak valdsziniisége a va-
|6szinliségek Gsszege.



Véges valdszinliségi mezé
Tegyiik fel, hogy véges sok lehetséges kimenetel van, azaz Q = {w1,wo, ..., ws}
tovabba A az Q Gsszes részhalmazabdl all.

Jellés: p; = P({w;}) a j. kimenetel valésziniisége. Ekkor az additivitas
miatt

n
1=P(Q) =p1+p+...4+pn=)_pj
=1

vagyis az elemi események valészinitiségének dsszege 1. Tovabba
P(A) = IP’< U {w,-}) -3 5
Jiwi€A Jiwi€A
ami azt jelenti, hogy

minden esemény valdsziniisége a benne lévé elemi események valo-
szinliségének Gsszege.



Klasszikus valdsziniiségi mez6

Legyen (R, .4, P) olyan valésziniiségi mezs8, melyre
o Q véges halmaz;
o A az  Osszes részhalmazabél all;
@ tovabba minden elemi esemény egyforman valészinii, azaz

1
P(wj) = pj = . minden j =1,2,..., n-re.

Ekkor (€2, A, P)-t klasszikus valésziniiségi mezdnek nevezziik. llyenkor
tetszéleges A € A eseményre

kK 1 1 1
PA=—==-+—-+4+...+=
n n n n

ahol k az A elemeinek szama, n pedig az Gsszes elemi esemény (lehetéség)
szama.



Klasszikus valdsziniiségi mez6

Legyen (R, .4, P) olyan valésziniiségi mezs8, melyre
o Q véges halmaz;
o A az  Osszes részhalmazabél all;
@ tovabba minden elemi esemény egyforman valészinii, azaz

1
P(wj) = p; =

- minden j =1,2,..., n-re.
n

Ekkor (€2, A, P)-t klasszikus valésziniiségi mezdnek nevezziik. llyenkor
tetszéleges A € A eseményre

kK 1 1 1
PA=—==-+—-+4+...+=
n n n n

ahol k az A elemeinek szama, n pedig az Gsszes elemi esemény (lehetéség)
szama.

visszatevéses és visszatevés nélkuli mintavétel, mindkét esetben az
elemi események egyforman valészintiek voltak



Példa: két szabalyos kockadobas

Két szabalyos dobékockaval dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy a dobott
szamok Osszege 77



Példa: két szabalyos kockadobas
Két szabalyos dobékockaval dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy a dobott
szamok Osszege 77

A dobdkockak, emberek, targyak stb. mindig kiill6nb6z6ek.
@ eseménytér: lehetséges dobassorozatok. Ezek szama:
6 - 6 = 36; mindkét dobas hatféle lehet.

@ A dobassorozatok egyforman valésziniiek: mindegyiknek 1/36 a vals-
szinlisége.
@ A kedvezé dobassorozatok szama: 6.
11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehat P(az &sszeg 7) = 6/36 = 1/6.



Leszamlalasok és jelolések

Ki(n—k)!  k(k—1)...2-1

nt = n-(n—1)(n-2)-...2.1; (:) : n(n—1)...(n—k+1)

@ n targyat n!-féleképpen lehet sorrendbe tenni.

o n targy kozil k darabot visszatevés nélkiil n(n —1)...(n — k + 1)-
féleképpen lehet hazni, ha figyelembe vessziik a sorrendet: az elsé n-féle,
a masodik n — 1-féle lehet (akarmi volt az elsé), a harmadik n — 2-féle
lehet (akarmi volt az elsé kettd), és igy tovabb

@ n targy koziil egy k darabbdl all6 csoportot (Z)—féleképpen lehet kiva-
lasztani (itt a kivalasztas sorrendje nem szamit)

@ ha n egymas utani kisérlet mindegyikénél k lehetéség van, akkor az
dsszes lehetéség szama a sorrendet is figyelembe véve

n-n-...-n:nk.

Példaul egy kockadobas hatféle lehet, ketts 36-féle, harom 6 - 6 - 6-féle,
n kockadobas 6"-féle.



Tulajdonsagok

=G @)-2()- ()=
(,'(,) —0, haN>n

(x + y)? = x% + 2xy + y? altalanositasa a binomialis tétel:
n
(X+y)n — Xn+an—1y+ <2>Xn 2y2_|_ _|_<k> k. n— k+ +an _‘_yn'

Kovetkezmény x = y = 1-re:

() Q) () ()



Multinomialis/polinomialis tétel

o (x+y)=x>+2xy+y°
o (x+y+2)2=x2+y2+ 22+ 2xy+2xz + 2yz
o (x+y)3=x3+3x%y +3xy2 +y3



Multinomialis/polinomialis tétel

o (x+y)?=x+2xy+y?

o (x+y+2)2=x2+y2+ 22+ 2xy +2xz+ 2z
o (x+y)3=x3+3x%y +3xy2 +y3

@ altalanosan:

n!

VIR - xlk
. Xy o Xy e X
(SRR R IR /3

(X1—|-X2—|—...—|—xk)”:z

ahol Gsszegziink az &sszes olyan (i1, ia, ..., ik) pozitiv egészekbdl all6
sorozatra, melyre iy +io + ...+ iy = n.



Unio valészintisége: példa

Egy 72000 f6s varosban

ﬁZOOO fé




Unio valészintisége: példa

Egy 72000 f6s varosban 30000 embernek van autdja,

ﬁzooo f6 \
/30000 auté \

Kk_/




Unio valészintisége: példa

Egy 72000 f6s varosban 30000 embernek van autdja,
25000-nek lakasa,

ﬁZOOO fé

30000 auto

~




Unio valészintisége: példa

Egy 72000 f6s varosban 30000 embernek van autdja,
25000-nek lakasa, 12000-nek autdja és lakasa is.

ﬁZOOO fé

30000 auto

~




Unio valészintisége: példa

Egy 72000 f6s varosban 30000 embernek van autdja,
25000-nek lakasa, 12000-nek autdja és lakasa is.

Mennyi a val6szinlisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?

ﬁ'zooo f6 \

30000 auto




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) =

ﬁ'zooo f6 \

30000 auto

25000

12000 lakas




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd)

ﬁ'zooo f6 \
/30000 auté \

_|_

25000

12000 lakas

kw




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd) +P(lakas)

ﬁZOOO fé

30000 auto
+




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd) +P(lakas) —P(mindkettd)

12000 embert kétszer szamoltunk, ezt le kell vonni

ﬁZOOO fé

30000 auto




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd) +P(lakas) —P(mindkettd)
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000/72000

ﬁZOOO fé

30000 auto




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd) +P(lakas) —P(mindkettd)
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000/72000
= 43000/72000 = 59%.

ﬁZOOO fé

30000 auto




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
(P(aUB) = P(auté) +P(lakas) —P(mindketts))
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000/72000
unié = 43000/72000 = 59%.

ﬁZOOO fé

30000 auto




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
(P(aUB) = P(A) +P(lakés) —P(mindketts))
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000/72000
unié = 43000/72000 = 59%.

ﬁZOOO fé

30000 auto




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
(P(aUB) = P(A) +P(B) —P(mindkettd) |
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000/72000
unié = 43000/72000 = 59%.

ﬁZOOO fé

30000 auto




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
(P(aUB) = P(A) +P(B) —P(ANB) |
= 30000/72000 + 25000/72000 — 12000/72000
unié = 43000/72000 = 59%.

ﬁZOOO fé

30000 auto

metszet




Unio valészintisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
(P(aUB) = P(A) +P(B) —P(ANB) |
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000/72000

= 43000/72000 = 59%.
/72000 5 N\

30000 auto




Szitaformula harom eseményre

f Q ¢ Ssszes lehet8ség halmaza

N
_

J




Szitaformula harom eseményre

f Q ¢ Ssszes lehet8ség halmaza

»1 J

Az unid (legalabb az egyik bekovetkezik) valdsziniisége:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)
—P(ANB) —-P(AN C)-P(BN C)+
+P(An BN C).




Szitaformula

Szitaformula két eseményre. Annak val6sziniisége, hogy A és B koziil
legalabb az egyik bekdvetkezik:

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).

Szitaformula harom eseményre. Annak valésziniisége, hogy A, B és C
koziil legalabb az egyik bekovetkezik:

P(AUBUC) =P(A) +P(B) + P(C) —P(AN B)—
—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)



Szitaformula

Szitaformula két eseményre. Annak val6sziniisége, hogy A és B koziil
legalabb az egyik bekdvetkezik:

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).

Szitaformula harom eseményre. Annak valésziniisége, hogy A, B és C
koziil legalabb az egyik bekovetkezik:

P(AUBUC) =P(A) +P(B) + P(C) —P(AN B)—
—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

Szitaformula altalanosan: az Aj, ..., A, események uniéjanak (vagyis annak,
hogy legalabb az egyik bekdvetkezik) a valészintisége:

( U A; ) P(A1) + P(A2) + ...+ P(A,) — P(A; N Ap) — P(A1 N As)—

—...—P(An_lﬁAn)+P(A1ﬂAgﬂA3)+



Szitaformula

Annak valészintisége, hogy az A1, Ao, ..., A, események koziil legalabb az
egyik bekovetkezik:

(UA) P(A1) + P(A) + ...+ B(A,) — P(A; N Ap) — P(A1 N As)—
—P(Ap—1NA,) +P(A1 N AN A3) +
Vagyis:

P( U A,’) = ZP(Ai) - Z IED(Ail N Ai2)+
i=1 i=1 1<i<i<n

+ ) P(A, NA,NAL)-

1<ih<ir<iz<n

A (-1D)"™P(AL N NA))

= (—]_)k+1 Z ]P)(A,'l ﬁA;2 n... ﬂA,‘k).

k=1 1< <ir<...<ix<n



Szitaformula: példa

Egy kisfia Kinder-figurakat gy(jt. Tizféle Kinder-figura van, a tojasokban a
tobbitél fliggetleniil mindegyik azonos valésziniiséggel talalhaté. Mennyi a
valésziniisége, hogy 20 Kinder-tojas felbontasa utan mind a tiz figurabdl lesz

legalabb egy példanya?



Szitaformula: példa

Egy kisfia Kinder-figurakat gy(jt. Tizféle Kinder-figura van, a tojasokban a
tobbitél fliggetleniil mindegyik azonos valésziniiséggel talalhaté. Mennyi a
valésziniisége, hogy 20 Kinder-tojas felbontasa utan mind a tiz figurabdl lesz
legalabb egy példanya?

Legyen A; az az esemény, hogy az i. figura nincs meg a kisfianak (i =
.,10). Ekkor annak a valészintisége, hogy mind a 10 figurabdl van neki
legalabb egy:



Szitaformula: példa

Egy kisfia Kinder-figurakat gy(jt. Tizféle Kinder-figura van, a tojasokban a
tobbitél fliggetleniil mindegyik azonos valésziniiséggel talalhaté. Mennyi a
valésziniisége, hogy 20 Kinder-tojas felbontasa utan mind a tiz figurabdl lesz
legalabb egy példanya?

Legyen A; az az esemény, hogy az i. figura nincs meg a kisfianak (i =
.,10). Ekkor annak a valészintisége, hogy mind a 10 figurabdl van neki
legalabb egy: 1 —P(A1 U...U Ajo).



Szitaformula: példa

Egy kisfia Kinder-figurakat gy(jt. Tizféle Kinder-figura van, a tojasokban a
tobbitél fliggetleniil mindegyik azonos valésziniiséggel talalhaté. Mennyi a
valésziniisége, hogy 20 Kinder-tojas felbontasa utan mind a tiz figurabdl lesz
legalabb egy példanya?

Legyen A; az az esemény, hogy az i. figura nincs meg a kisfianak (i =
.,10). Ekkor annak a valészintisége, hogy mind a 10 figurabdl van neki
legalabb egy: 1 —P(A1 U...U Ajo).
Kezdjiik el felirni a szitaformulat. Az elsé tag:
920

hiszen A; azt jelenti, hogy a j. figura nem fordulhat el6, a tobbi 9 kéziil
barmelyik barmelyik tojasban lehet (mint a visszatevéses mintavételnél).



Szitaformula: példa
Hasonloképpen a kovetkezé tag, amit le kell vonnunk:

10\ 8%
P(A1 N A2) + P(A1 N As) + .. . + B(Ag M Arg) = <2> .

hiszen a tagok szama megegyezik az 1,2,...,10 kozil kivalaszthaté parok
szamaval, A; N A; pedig azt jelenti, hogy az i. és j. figura nem fordulhat el,
igy mindegyik tojasban 8-féle figura lehet.



Szitaformula: példa
Hasonloképpen a kovetkezé tag, amit le kell vonnunk:

10\ 8%
P(A1 N A2) + P(A1 N As) + .. . + B(Ag M Arg) = <2> .

hiszen a tagok szama megegyezik az 1,2,...,10 kozil kivalaszthaté parok
szamaval, A; N A; pedig azt jelenti, hogy az i. és j. figura nem fordulhat el,
igy mindegyik tojasban 8-féle figura lehet.

Osszességében:

920 710\ 82 /10 7%
P(AU...UAp) =10 — — e =
(ArU..- U ko) =10+ 755 <2> 1020+<3) 1020

10
10\ (10 — k)%°



Szitaformula: példa

Hasonloképpen a kovetkezé tag, amit le kell vonnunk:

10\ 8%
P(A1 N A2) + P(A1 N As) + .. . + B(Ag M Arg) = <2> .

hiszen a tagok szama megegyezik az 1,2,...,10 kozil kivalaszthaté parok
szamaval, A; N A; pedig azt jelenti, hogy az i. és j. figura nem fordulhat el,
igy mindegyik tojasban 8-féle figura lehet.

Osszességében:
920 10\ 8% 10 7%
P(AiU...UAp) =10 —: — C e e — L=
(ArU..- U ko) =10+ 755 <2> 1020+<3> 1020

10
10\ (10 — k)20
— Z(_l)k+1 ( B ) (10— k)= 1020) = 78,53%.
k=1

Ez tehat annak valésziniisége, hogy valamelyik fajta figura hianyzik, és igy a
keresett valésziniiség: 100 — 78,53 = 21,47%.



Figgetlenség

Mely események tekintheték egymastél fiiggetlennek, és melyek kdzétt van
kapcsolat? Péter egy felmérés véletlenszeriien valasztott résztvevgje.

[Péternek van sajat autéja]

[holnap Budapesten lesz csapadék]

[Péter jovedelme tobb az étlagosnél]

[holnap Budadrson nem lesz csapadék]

[Péter jovedelme tobb az atlagos kétszeresénél]

[holnap New Yorkban lesz csapadék]




Figgetlenség

Mely események tekintheték egymastél fiiggetlennek, és melyek kdzétt van
kapcsolat? Péter egy felmérés véletlenszeriien valasztott résztvevgje.

[Péternek van sajat autéja]

u nagyobb jévedelem :

u u

. esetén nagyobb . [holnap Budapesten lesz csapadék]

u u

: valészinliséggel van autéja : : ha valahol nincs

= ]

H [Péter jovedelme tobb az étlagosnél] = | csapadék, a kézelben is
.

: : kisebb valésziniiséggel van

az alsébdl

[holnap Budadrson nem lesz csapadék]
kdvetkezik a felsé

[Péter jovedelme tobb az atlagos kétszeresénél]

tavoli varosok id&jarasa S
[holnap New Yorkban lesz csapadek]

fliggetlennek tekinthetd




Események fiiggetlensége: példa
Tegyiik fel, hogy egy varosban

@ Osszesen 100000 ember él;
@ 15000 embernek van sajat autdja (A esemény):

15000
(A) = 100000 0, 15.

e 25000-nek tobb a jovedelme az atlagosnal (B esemény):

25000

P(B) = =0, 25.
(B) 100000 0,25

@ 10000 ember van, akinek tobb a jovedelme az atlagosnal és sajat
autoval rendelkezik:

10000
P(ANB) = {05505 = 01

, vagyis az, hogy egy véletlenszeriien valasztott lakos
jovedelme tobb az atlagosnal, és sajat autéval rendelkezik?



Események fiiggetlensége: példa

Hasonlitsuk dssze az autéval rendelkez6k aranyat



Események fiiggetlensége: példa

Hasonlitsuk dssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-
ban,

Az autéval rendel-
kez6k aranya a
teljes lakossagban:
P(A) = 11050000000 = 0,15




Események fiiggetlensége: példa

Hasonlitsuk dssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kozott. Sajat auts (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Ha fliggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel-
kez6k aranya a
teljes lakossagban:

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal

nagyobb jovedelmiiek
_ 15000 _ > 10000
P(A) = 150000 = 0,15 kézott: 39500 = 0,4




Események fiiggetlensége: példa

Hasonlitsuk dssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kozott. Sajat auts (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Ha fliggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel-

Az autéval rendelkezék
kez6k aranya a

7§ aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: nagyobb jovedelmiiek
P(A) = £90 — 0,15 kézott: 32090 = 0,4




Események fiiggetlensége: példa

Hasonlitsuk dssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kozott. Sajat auts (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Ha fliggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel-

Az autéval rendelkezék
kez6k aranya a

] aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: nagyobb jovedelmiiek
P(A) = 1oo005 = 0,15 kozétt: 53500 = 0,4

Az autéval rendelkezék aranya tobb az atlagosnal nagyobb
jovedelmiek kozott = a két esemény nem fiiggetlen.




Események fiiggetlensége: példa

Hasonlitsuk dssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-

Az autéval rendelkezék
kez&k aranya a

aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: # nagyobb jévedelmiek
P(A) = 2590 = 0,15 kozott: 32090 = 0,4

25000

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz



Események fiiggetlensége: példa

Hasonlitsuk dssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-
kez&k aranya a

teljes lakossagban:

P(A) = 110500(?000 = 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
# nagyobb jévedelmiek

e, 10000
kOZOtt. 25000 — 0,4

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz

(- - J




Események fiiggetlensége: példa

Hasonlitsuk dssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-
kez&k aranya a

teljes lakossagban:

P(A) = 110500(?000 = 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
# nagyobb jévedelmiek

e, 10000
kOZOtt. 25000 — 0,4

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz

[ P(A) = P0B) o

oL P(A)P(B) = P(AN B). J




Események fliggetlensége

Az A, B € A események fiiggetlenek, ha
P(AN B) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valdsziniisége a valdsziniiségek szorzata.



Események fliggetlensége

Az A, B € A események , ha
P(AN B) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valdsziniisége a valdsziniiségek szorzata.

Tobb eseménynél tetszéleges részhalmazra teljesiilnie kell ennek a tulajdon-
sagnak.

Az A1, Az, ... € A események , ha tetszéleges k > 1és1 <
h < ip<...<I < nszamokra

P(A,‘l NA,N...N A,'k) = P(A,'I)P(A,'z) - P(A,'k).
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[l
| =

1
¢ = B(ANB) =P(A) - B(B) =

Az A és B események fiiggetlenek.
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Figgetlenség: példa

Két szabalyos dobékockaval dobunk. Fiiggetlen-e az alabbi két esemény: az
elsé dobas hatos; az 6sszeg 10?7

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; C: az 6sszeg 10; AN C: az els6 dobas hatos, a
masodik négyes

5 =FANO #B(A) B = ¢

Az A és C események nem fliggetlenek.



