Sirdségfliggvény (11. el6adas)

siiriiségfuggvény

Ha X siriiségfiiggvénye f (ami most az abran lathaté fiiggvény): P(—3 < X <
~1) = [ f(x)dx = 54,5%;

3

P(1 <X <3) :fl f(x)dx =



Siirliségfliggvény

Hisztogram és siiriiségfiggvény

02 03 04
L L

sUriségfliggveny, fix)

01

00
L

Egy siirliségfiiggvény és hozza tartozd ezer elemii fiiggetlen minta hisztogramja;
nagyobb a siirliségfiiggvény — nagyobb a gyakorisag;
minta: fliggetlen valészintségi valtozék, melyek mindegyikének f a siirliségfiiggve-

nye



Siriségfiiggvény: definicié

Az X : Q — R val6sziniiségi valtozé siriiségfiiggvénye az f : R — R fiiggvény,
ha

P(X <t)= /t f(x)dx

teljesiil minden t € R szamra.

valésziniiségi valtozénak van siiriiségfiiggvénye, példaul a diszkre-
teknek nincs. Ha X-nek van siiriiségfiiggvénye, akkor abszolat folytonos vals-
szinliségi valtozénak nevezziik.

Ha az X valészinlségi valtozé siirliségfiiggvénye f, akkor tetszéleges a < b sza-
mokra

IP’(a<X<b)zP(aSXﬁb):/bf(x)dx.



A siiriiségfiiggvény tulajdonsagai

Legyen X abszolut folytonos val6sziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.
(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szamra

t
F(t):IP’(th):/ f(x) dx.
(b) Az f(t) = F'(t) fiiggvény (azokra a t-kre, ahol F differencialhaté) az X
siirdségfiiggvénye.

Ha az f : R — R filiggvény siiriiségfiiggvény, akkor

@ f(x) > 0 teljesiil ,majdnem minden” x € R-re (példaul véges vagy megszam-
lalhato sok kivétel lehetséges).

@ [T f(x)dx=1.

Forditva: ha f teljesiti ezt a két tulajdonsagot, akkor van olyan valésziniiségi val-
tozé, aminek f a sirliségfliggvénye.



Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni

abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,

hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq,xo, ...

E(X) = 3721 % - P(X = x)

E(X?) = 37216 - B(X = x;)

j=17

X siirliségfliggvénye: f.



Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq,xo, ... X siirliségfliggvénye: f.
E(X):Zf.ilxj'P(X:Xj) E(X):ffooox-f(x)dx
IE(XZ):Zf;XJ?'IP’(X:xj) E(Xz):f_ooooxz-f(x) dx




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

diszkrét abszolat folytonos
X lehetséges értékei: xq,xo, ... X siirliségfliggvénye: f.
]E(X):Zj’il)<j~P(X:><j) E(X):ffooox-f(x)dx
E(X?) :ZjoilXJ?'IP’(X:xj) E(X?) :f_oooox2- f(x) dx

D(X) = /E((X — E(X))?) = VE(X?) - E(X)?




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni

abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,

hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

diszkrét
X lehetséges értékei: xq,xo, ...

E(X) = 3721 % - P(X = x)

E(X?) = 372, 57 - P(X = x))

abszolat folytonos
X siirliségfliggvénye: f.
E(X) = ffooox - f(x) dx

X?) = [T X f(x) dx

D(X) = \/E((X — E(X))?) (X2) = E(X)?
E(X*) = 3572, xf - P(X = x)) E(X*) = /2 x
E(g(X)) = Zj’il g(x) - P(X = x) E(g(X)) = [75 g(x)f(x) dx




Momentumok

Az X val6sziniiségi valtozék k. momentuma a k. hatvanyanak varhaté értéke:

E(X5).

Altalaban igaz, hogy ha X abszolut folytonos valészintiségi valtozé, f a siirtiség-
fiiggvénye, és E(g(X)) letezik, akkor

oo

E(g(X)) = / g(x)F(x) dx.

— 00
Ezért a k. momentum kiszamitasa:

E(X¥) = /Oo xKf(x) dx.

— 00

Kovetkezmény: a szérasnégyzetet a kovetkezSképpen szamithatjuk ki abszolat
folytonos X val6szintiségi valtozo esetén:

D?(X) = E(X?) — [E(X)]* = /oo S2F(x)dx — [/oo x- f(x)dxr.

—00 —00



Varhat6 érték abszolat folytonos esetben: példa
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0.0

X siiriségfiiggvénye

E(1/X)=?




Varhat6 érték abszolat folytonos esetben: példa

Legyen az X valésziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye f(x) = 2|x|, ha =1 < x <0,
és 0 kiilonben. Mennyi az 1/X valésziniiségi valtozé varhat6 értéke?

Mivel X siirtiségfiiggvénye azonosan 0, ha x > 0, ezért X < 0 és 1/X < 0 biztosan
teljesiil. gy E(X) < 0 teljesiilni fog.

Pontosabban, mivel

oo

E(g(X)) = / g(x)F(x) dx,

— 00

a g(x) = 1/x fiiggvénnyel:

1E(1/x):/oo i-f(x)dx_/ondx_/o(—@ dx = —2.

— 0o 1 X



Varhat6 érték abszolat folytonos esetben: példa

Tegyiik fel, hogy a holnap hullé csapadék mennyiségének siiriiségfiiggvénye az alab-
bi:

0,2, ha0<x<1;
f(x)=40,4, hal<x<3;
0 ha x < 0 vagy x > 2.

Jeldlje a csapadékmennyiséget X. A csapadékmennyiség varhato értéke:

0o 1 3
E(X):/ x-f(x)dx:/ x~0,2dx+/ x-0,4dx =
0 1

— 00

12 02 32 12



Sz6ras abszolit folytonos esetben: példa

Tegyiik fel, hogy a holnap hullé csapadék mennyiségének siiriiségfiiggvénye az alab-
bi:

0,2, ha0<x<1;
f(x)=1<0,4, hal<x <3
0 ha x < 0 vagy x > 2.

Mar lattuk, hogy E(X) =1,7.

A csapadékmennyiség négyzetének varhaté értéke:

oo 1 3
E(X2)=/ Xz-f(X)dS=/ x2-072dx+/ X% 0,4dx =
0 1

— 00

13 03 33 13
= 2' - — 4~ —_—— — = .
0, (3 3>+0, <3 3> 3,53

Ez alapjan a csapadékmennyiség szérasa:

D(X) = \/E(X2) — (B(X))? = /3,53 1,72 =0,8.



Az egyenletes eloszlas varhato értéke

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

L haa<s<b;
f — b—a’ - ="
() {0, kiilénben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhato értéke

0o b 271b
1 1
E(X) = s-f(s)ds= [ s ——ds=_— s =
oo R b—a b—al2]_,

1 2 —a%2 a+b

b—a 2 2

hiszen az x fiiggvény primitiv fiiggvénye % és b> — a%> = (b— a)(b+ a).



Az egyenletes eloszlas szérasa

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 .
F(s) = et ha a <s < p;
0, kiilénben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhaté értéke

2 * o b 2 1 1 s*]°

(X9) [ws (s)ds /a s b—ads b_a|:3:|sa
1 b*—a®  a®+ab+b?
b—a 3 3 ’

hiszen az x2 fiiggvény primitiv fiiggvénye % és b3 — a3 = (b — a)(a® + ab + b?).



Az egyenletes eloszlas szérasa
Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 .
F(s) = et ha a <s < p;
0, kiilénben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhaté értéke

oo b
B¢ = | 52.f(s)ds=/b52.lds: L [$
R b—a b—al|3

— 00 s=a

1 b3 —a3 2%+ ab+ b?

b—a 3 37

hiszen az x2 fiiggvény primitiv fiiggvénye % és b3 — a3 = (b — a)(a® + ab + b?).

D(X) = B(X?) — E(X)? = a+ab+b* <a+b)

3 2
@ tab+ b P t2ab+ b P -2ab+ b (b-a)
B 3 4 B 12 12




Egyenletes eloszlas (uniform distribution)

Az X valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlash az [a, b] intervallumon, ha siiri-
ségfiiggvénye

L haa<x<b;
f — b—a’ — - 7
() {0, kiildnben.

Ekkor

@ X eloszlasfliggvénye:

0, hat < a;
F(t)=P(X <t)=4q =2, haa<t<b;
1, hat>b.

@ Haa<c<d<b, akkor

d d
1 _
P(chgd):/ f(x)dx:/ b_adx:d <.

@ Az X valésziniiségi valtoz6 varhaté értéke és szorasa:

E(X) =

a+b b—a
: D(X) = .
> (X) o



Normalis eloszlas: bevezetés

Ha egy, a valésagban megfigyelhetd valdsziniiségi valtozé eloszlasat, pontosabban
a siiriségfiiggvényét szeretnénk meghatarozni:

az adatokbdl készithetiink hisztogramot;

a hisztogram és a siirtiségfiiggvény alakja sok fiiggetlen megfigyelés esetén
.kozel" van egymashoz;

megfigyelhetjiik, hogy kiildnféle mennyiségek esetén a hisztogramok gyakran
— a gyakran el&fordulé siriiségfiiggvény-tipusokat érdemes
kiilon megérteni;

az egyik ilyen a normalis eloszlas, melynek siiriiségfiiggvénye az e fligg-
vénybdl szarmaztathaté

példaul kiilonféle mérési eredmények (a mérési hibak kovetkeztében), illet-
ve élélények bioldgiai jellemzdi gyakran normalis eloszlast kdvetnek (példaul:
testmagassag)

a normalis eloszlas a statisztikaban is kulcsfontossagi



Testmagassag

Testmagassag hisztogramja

n 98
dflag: 174,3
szoras: 11,5

0.02 0.03

gyakorisag

001

0.00

140 160 180 200

cm

Testmagassag hisztogramja n = 96 elemi mintabdl (valés adatokbdl), és az m =

X = 174, 3 varhat6 értékii és 0 = 11,5 sz6rast normalis eloszlas siirtiségfliggvénye
(pirossal): f(x) = m exp(—(x — 174,3)2/(2 - 11,52))

[m] = =

ut
i
S
yel
Q



Normalis eloszlas: definicié

Legyen m val6s, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valdsziniiségi
valtozé normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel, ha siirii-

ségfiiggvénye
)2
exp < — (xm)> (x € R).

F) = 202

Jeldlése: Y ~ N(m,o?).
Ha Y ~ N(m,0o?), akkor E(Y) =m, D(Y) = 0.

Standard normalis eloszlas: az m = 0 varhaté értékii és o = 1 szérasi normalis
eloszlas. Eloszlasfiiggvénye: &, siirliségfliiggvénye ¢, ahol

d)(t)—/toogo(x)dx; o(x) = \/%exp<_’;2).




Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

relativ gyakorisagok

értekek

Normalis eloszlas (m = 1,0 = 1) siir(iségfiiggvénye és 500 darab fiiggetlen, N(1,1)
eloszlasa valészintiségi valtozobol all6 minta hisztogramja

DA



Normalis eloszlas

Normalis eloszlasok siiriiségfiiggvényei
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Kiilonboz6 varhaté értéki (m) és szérasi (o) normalis eloszlasok siiriiségfiiggvényei



A © fiiggvény

Standard normalis eloszlas

04
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P(Z < -1)=0(-1)=15,9% P(1<Z<2)=
=02)-o(1)=

=13,6%

sUriségfliggveny

0.1

@(2)-0(1)

0.0

A & fiiggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0,1),

akkor t t 1 25
P(Z<t)=9(t) = x)dx = ——e X /% dx.
z<o-o0)= [ egs=[ —



Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas
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A o fiiggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0,1),
akkor

b b
Pla<Z<b)=o(b)—0(a) = [ pl)d= [ e a



Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas
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A & fliggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0,1),
akkor

b b
Pla<Z<b)=o(b)—0(a) = [ pl)d= [ e a
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Standard normalis eloszlas
A Z valészin(iségi valtozé standard normalis eloszlasia, azaz Z ~ N(0,1), ha

stirliségfliggvénye
1 2
p(x) = op( —5 ).
V2T 2

Ekkor eloszlasfiiggvénye ®, azaz

2

t
Mﬂzmzﬁﬂ:MZ<ﬂ:/ 1em<—x)w.
oo V2T 2
Tovabba

P(a< Z < b) = a<Z<b) P(Z < b)—P(Z < a) =
/ exp(— X2>dx:¢(b)—d>(a).

Mas normalis eloszldsok esetén ezeket a valdsziniiségeket a & fiiggvényre vezetjiik
vissza. A ® fliggvény az R-ben: pnorm



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o

azaz Y ~ N(m, o?). Ekkor tetszéleges a < b valés szamokra

szérasnégyzettel,

v rrs (Y 20 o (20)

IP’(Y>a):[P>(yZa):1_¢<a—m)

g

]P’(a<Y<b)=P(a§ng):q)(b—m)_d)(a—m)

B(|Y — m| < b)—2¢(:) 1



Normalis eloszlas: példa

Tegyiik fel, hogy az Y valésziniiségi valtozé normalis eloszlasi m = 4 varhaté ér-
tékkel és o = 3 szorassal. Ekkor

P(Yg?):q><7_m) :<b<7;4> = ®(1) = 84, 1%.

g

P(1<YS?):P(YS?)_]}D(YS1):¢(7_m)_q)(]_—m)

= ¢<7;4> - ¢(1;4> = o(1) — (1) =
= 20(1) — 1 = 68, 2%,

mert
d(—x) =1—d(x)

minden valds x-re érvényes a siriiségfliiggvény 0-ra val6é szimmetriaja miatt.



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Linearis transzformacié. Legyen Y normalis eloszlasi valésziniiségi valtozé m
varhaté értékkel és o szérassal, és a, b valos szamok. Ekkor az aY + b val6sziniiségi
valtozé normalis eloszlast am + b varhaté értékkel és a®0? szérasnégyzettel, azaz

Y ~ N(m,o?) = aY + b~ N(am + b,a%0?).

Fiiggetlen Gsszeg. Ha Y7, Y, fiiggetlen, normalis eloszlasi valésziniségi valto-
z6k, akkor Y; + Y5 is normalis eloszlasa, varhaté értéke my + my, szérasnégyzete
0'% —I-O'g, ahol Y7 ~ N(ml,af) és Yo ~ N(m270'%)

Ha Y és Z fiiggetlenek, normalis eloszlastak, Y ~ N(2,32) és Z ~
N(1,42), akkor

Y +Z~ N(3,5%); Y — Z ~ N(1,5%); Y +3Z ~ N(5,57).



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Legyenek Y1, Ya, ..., Y, fiiggetlen normalis eloszlasi val6sziniiségi valtozék, me-
lyek varhaté értéke m, szérasuk o. Ekkor az Gsszegiik és az atlaguk is normalis
eloszlasa, és

Yi+ Yo+ ...+ Y, ~ N(nm, n?);

Yi+Yot+...+Y, < 02>
~Nlm,— ).
n

n



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Legyenek Y1, Ya, ..., Y, fiiggetlen normalis eloszlasi val6sziniiségi valtozék, me-
lyek varhato értéke m, szérasuk o. Ekkor az Gsszegiik és az atlaguk is normalis
eloszlasa, és

Yi+ Yo+ ...+ Y, ~ N(nm, n?);

Y1+Y2+...+YHNN< 02)

m, —
n n

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassaga 176 cm varhat6 értéki és 7
szOrasu valdsziniiségi valtozé. Ekkor

@ 100 ember testmagassaganak atlaga szintén normalis eloszlast, 176 varhaté
értékkel és 7/4/100 = 0,7 szérassal;

@ 10000 ember testmagassaganak atlaga normalis eloszlast, 176 varhaté érték-
kel és 7/+/10000 = 0, 07 szérassal.



Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas sokszor hasznalhaté véletlen id6tartamok modellezésére,
példaul

@ egy miivelet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgalasa egy boltban, vagy egy
szamitas elvégzése egy szamitégépen
@ egy ember reakcidideje

@ két esemény bekdvetkezése kozott eltelt id6, példaul egy lizletben két iigyfél
érkezése kozotti id6

@ jarvanyterjedés modellezésénél: a fert6zés atadasanak vagy a gyoégyulasnak az
ideje

@ radioaktiv részecske bomlasi ideje



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas
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A = 1 paraméter(i exponencialis eloszlas siiriiségfiiggvénye és 500 darab fiiggetlen, 1
paraméter(i exponencialis eloszlasi valdszinliségi valtozobdl allé minta hisztogramja



Exponencialis eloszlas: definicié és tulajdonsagok

Legyen A > 0 valés szam. Az X valdsziniliségi valtozé exponencialis eloszlasa A
paraméterrel, ha siirliségfliggvénye

—Ax .
fx) =€ hax =0
0, kiilénben.
Ekkor

@ X eloszlasfiiggvénye:

— 00

t At )
F=Px <= [ fegae=q "% B0
0 kilonben.

@ X varhat6 értéke: E(X) = 1, szérasa: D(X) =

>l

@ Orokifju tulajdonsag. Legyenek s, t pozitiv szamok. Ekkor

P(X > s+ t|X >s) =P(X > t).



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlasok siiriiségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 paraméterd ()\ = 2, 1, |||etve 4) exponencialis eloszlasok siriségfiigg-
vényei és a varhat6 értékeik: E(X) =+ =2, Lilletve 7



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlasok eloszlasfiiggvényei
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Kiilonb6z6 paraméterii ()\ = %, 1, illetve 4) exponencialis eloszlasok eloszlasfiigg-
vényei



Tovabbi nevezetes eloszlasok

Az alabbi eloszlasok tobbek kozott statisztikai alkalmazasokban fordulnak elé:

@ Pareto-eloszlas: végtelen momentumokkal rendelkezé eloszlasok modellezésé-
re (példaul jovedelmek, karnagysagok)

@ t-eloszlas: példaul két eloszlas varhato értékének Gsszehasonlitasara
@ F-eloszlas: példaul két eloszlas szérasanak osszehasonlitasara

o y2-eloszlas: példaul annak elddntésére, hogy két tulajdonsag kdzdtt van-e

@ gamma-eloszas: nemnegativ valdszinlségi valtozék modellezésére

@ beta-eloszlas: [0, 1]-értéki valésziniiségi valtozok modellezésére



t-eloszlas

Legyenek Xy, Xs,..., Xr és Y fliggetlen standard normalis eloszlast valdsziniiségi

valtozék. Ekkor a
Y

VXE+ X3+ + X3)/f

valészinliségi valtozé eloszlasat f szabadsagi foka t-eloszlasnak (vagy Student-
eloszlasnak) nevezziik.

Az f = 1 szabadsagi foka t-eloszlas, vagyis Y /X eloszlasa a Cauchy-eloszlas.
Ennek siirliségfiiggvénye:
1 1
flx)==-——.
(x) T 1+ x2
A Cauchy-eloszlasnak sem varhaté értéke, sem szérasa nem létezik: [* x-f(x) dx
nem értelmezhets, mert [ X dx integral nem véges.



A t-eloszlas siirliségfiiggvénye

t-eloszlasok siriségfiiggvényei

05
|

=30
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03 04

sUrsegflggvény, fix)

0.1

Kiilonb6z6 szabadsagi foka t-eloszlasok siirtiségfiiggvényei. A pottydzott vonal a
standard normalis eloszlas siirliségfiiggvényét jeldli, ez kézel van a t-eloszlas siiri-
ségfiiggvényéhez, ha f nagy.



F-eloszlas

Legyenek m, n pozitiv egészek, X1, ..., Xm, Y1, Ya,..., Y, pedig fliggetlen standard
normalis eloszlasa valészinliségi valtozok. Ekkor az

X+ X34 ..+ X32)

F=
m(YZ+YZ+...+Y?)

valésziniiségi valtozé eloszlasat m, n szabadsagi foka F-eloszlasnak nevezziik.



Az F-eloszlas siirliségfliggvénye

F-eloszlasok siriiségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi foka F-eloszlasok siiriségfiiggvényei




y>-eloszlas

Legyenek Xi, Xz, ..., X, fliggetlen standard normalis eloszlasa valészintiségi valto-
z6k. Az

Y=X?+X7+...+X2
valésziniiségi valtozé eloszlasat g szabadsagi foki y2-eloszlasnak nevezziik. Ennek
stirtiségfiiggvénye:
/271 /2 .
f(t) = {2q/2r<q/2)e , 120

0, t <0.
Gamma-fiiggvény. Ha a > 0 pozitiv szam, legyen
o0
Ma) = / t*le tdt.
0

Parcialis integralassal belathato, hogy '(a) = (a — 1)[(a — 1) minden a > 1-re, és
igy T(n) = (n—1)!, ha n pozitiv egész.



A y?-eloszlas siirtiségfiiggvénye

xz-eloszlésok slrliségfuggvényei
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Kiilonboz6 szabadsagi fokl x2-eloszlasok siiriiségfiiggvényei



Gamma-eloszlas

Gamma-fiiggvény. Ha a > 0 pozitiv szam, legyen

F(a):/ t*le tdt.
0

Parcialis integralassal belathats, hogy '(a) = (a— 1)[(a — 1) minden a > 1-re, és
igy I'(n) = (n—1)!, ha n pozitiv egész.

Legyenek a és )\ pozitiv szamok. Az X val6sziniiségi valtozé gamma-eloszlasia a
renddel és \ paraméterrel, ha siriiségfliggvénye

A7 ax > 0
flx)=4 1@ ¢ X=7
0, x < 0.



A gamma-eloszlas sirliségfiiggvénye

Gamma-eloszlasok siiriiségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi foki gamma-eloszlasok siirtiségfiiggvényei



A gamma-eloszlas tulajdonsagai
Az X val6szinliségi valtozé gamma-eloszlasii a renddel és \ paraméterrel, ha

siirliségfliggvénye .
A7 X .
f(x) = {wa) e, x20,

0, x < 0.

o Kapcsolat az exponencialis eloszlassal: ha a = 1, akkor a siiriiségfiiggvény
Ae ™ ha x > 0, és az exponencialis eloszlast kapjuk vissza.

@ Exponencialis eloszlasok 6sszege: ha Xi, Xo,..., X, fliggetlen \ paramé-
terii exponencialis eloszlast valészintségi valtozék, akkor X1 + Xo + ...+ X,
gamma-eloszlast a = n renddel és \ paraméterrel.

@ Kapcsolat a y2-eloszlassal: ha a = q/2 és A\ = 1/2, akkor a q szabadsagi
fokt y2-eloszlast kapjuk vissza.

@ Varhaté érték és szoras:



Beta-eloszlas

Legyenek a,b > 1 szamok. Az X val6sziniiségi valtozé beta-eloszlasa a és b
paraméterekkel, ha siirtiségfiiggvénye

M(a+b) _a— _ -
f(x) = rare X H(L=x)Ph teo1];
0, x < 0 vagy x > 1.

Ha X1, Xa,..., X, fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast valészin(-
ségi valtozék, és X jeloli ebben a mintaban a k. legnagyobb szamot, akkor X}
eloszlasa beta-eloszlas a = k és b = n — k + 1 paraméterekkel.

Az a =1 és b =1 valasztassal az egyenletes eloszlast kapjuk vissza.



A beta-eloszlas siiriségfiiggvénye

Beta-eloszlasok siriiségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi foka beta-eloszlasok siiriiségfiiggvényei



Pareto-eloszlas

Az X valésziniiségi valtozé Pareto-eloszlasi, ha siirliségfiiggvénye

F(x) = %-x‘ﬁ; ha x <«
0, ha x < a.

Itt @ > 0,8 > 1 rogzitett szamok. Ekkor X eloszlasfiiggvénye:

t\—B+1,
F(t):P(X<t):{l(a) ; hat<a

0, ha t < a.



Pareto-eloszlas

Az X valésziniiségi valtozé Pareto-eloszlasi, ha siirliségfiiggvénye

0, ha x < a.

Itt @ > 0,8 > 1 rogzitett szamok. Ekkor X eloszlasfiiggvénye:

1— (i)fﬁﬂ; hat<a

«

0, ha t < a.

F(t) =P(X < t):{

Az X val6sziniiségi valtozé k. momentuma:

o0 o0
E(Xk):/ xk-f(x)dxzaﬁﬂﬂ A xkPdx <00 k—p < —1.

Tehat a Pareto-eloszlasnak csak 5 — 1-nél kisebb k-ra véges a k. momentuma.

Példaul ha 8 = 2,5, akkor a varhato érték létezik és véges, de szérasa nem létezik.



Pareto-eloszlas

Pareto-eloszlas eloszlasfiiggvénye
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Kiilonb6z6 paraméterii Pareto-eloszlasok eloszlasfiiggvénye



Pareto-eloszlas

Pareto-eloszlas slriségfiiggvénye
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Kiilonb6z6 paraméterii Pareto-eloszlasok siiriiségfiiggvénye

Az o = 1,8 = 2,5 paraméter(i Pareto-eloszlas siiriiségfiiggvénye: f(x) = 2,5 -
x725 ha x > 1, és 0 kiilonben. A varhaté értéke véges, a szérasa végtelen.



