Eloszlasfiiggvény: definicié (9. el6adas)

Legyen X : Q — R valésziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az
alabbi F : R — [0, 1] fiiggvény:

F(t) =P(X <t) =P{w € Q: X(w) < t})
tetsz6leges t € R valés szamra.
Ez minden valésziniiségi valtozéra és minden t € R val6s szamra értelmes:

éppen Ggy definialtuk a valdsziniiségi valtozét, hogy {w € Q : X(w) < t} €
A egy esemény, tehat van valdsziniisége.



Kvantilisek
Definicié (Kvantilis)

Legyen 0 < z <1, és X egy valosziniségi valtozé. Ekkor az X valdsziniségi
valtozo z-kvantilise:

g, = inf{t e R: F(t) > z}.

Ha az X eloszlasfiiggvénye, azaz az F(t) = P(X < t) fliggvény folytonos,
akkor az igaz, hogy

F(qt) = IP)()< < qz) =2z,

azaz z az a szam, aminél X éppen z valésziniiséggel kisebb.



Kvantilisek
Definicié (Kvantilis) |
Legyen 0 < z <1, és X egy valosziniségi valtozé. Ekkor az X valdsziniségi

véltozé z-kvantilise:

g, = inf{t e R: F(t) > z}.

Ha az X eloszlasfiiggvénye, azaz az F(t) = P(X < t) fliggvény folytonos,
akkor az igaz, hogy
F(q:) =P(X < q;) = z,

azaz z az a szam, aminél X éppen z valésziniiséggel kisebb.

A z =1/2-kvantilis a median: P(X < m) =1/2.



Kvantilisek
Definicié (Kvantilis) |
Legyen 0 < z <1, és X egy valosziniségi valtozé. Ekkor az X valdsziniségi

véltozé z-kvantilise:

g, = inf{t e R: F(t) > z}.

Ha az X eloszlasfiiggvénye, azaz az F(t) = P(X < t) fliggvény folytonos,
akkor az igaz, hogy
F(q:) =P(X < q;) = z,

azaz z az a szam, aminél X éppen z valésziniiséggel kisebb.

A z =1/2-kvantilis a median: P(X < m) =1/2.

A median fontos tulajdonsaga: a E(|X — u|) érték az u = m esetén a
legkisebb, ahol m a median.

Osszehasonlitasképpen: az E((X — u)?) érték az u = E(X) esetén a legki-
sebb.



Konvolicié
Allitas

|
Legyenek X és Y fiiggetlen, nemnegativ egész értéki valdsziniségi valtozék

Ekkor az X + Y valdsziniiségi valtozé eloszlasat az alabbi médon hataroz-
hatjuk meg:

k
PX+Y=k=> P(X=IP(Y=k-1) (k>0).

Tovabba

E(X+Y)=E(X)+E(Y); DX+ Y)=1/D2(X) + D¥(Y).

Bizonyitas. Diszjunkt eseményekre valé szétbontéssal, illetve a fliggetlenség
definiciéjanak felhasznalasaval:

PX+Y=k=> PX=1LY=k=-1)=) PX=NP(Y=k-1).



Konvolicié: példa

Allitas

Legyenek X és Y fiiggetlen Poisson-eloszlasi valésziniiségi valtozok, X pa-
ramétere \, az Y paramétere . Ekkor az X + Y valésziniségi valtozo
is Poisson-eloszlast, paramétere \ + yu, varhaté értéke és szorasnégyzete is
A+ p.

Bizonyitas. Legyen k > 0 tetsz6leges. Ekkor a Poisson-eloszlas definiciéja
alapjan

k k
)\/ k—1
PX+Y=k=> PX=NP(Y=k—1l)=> e (/f_ i
1=0 1=0
1< K
—(Ap) * : 1okl _
K2 k=i
k
N 1 k _ _ (A + p)k
(AMp) = I k=l _ (Ap)
¢ k! /z; (/)A © K

ahol az utolsé |épésben a binomialis tételt hasznaltuk.



Nevezetes eloszlasok Gsszege

e X,Y fliggetlen Poisson-eloszlasiak A\; és A\p paraméterrel = X + Y
Poisson-eloszlast A1 + Ao paraméterrel;

e X, Y fiiggetlen binomialis eloszlasuak, ny, illetve ny renddel, és azonos
p paraméterrel



Nevezetes eloszlasok Gsszege

e X,Y fliggetlen Poisson-eloszlasiak A\; és A\p paraméterrel = X + Y
Poisson-eloszlast A1 + Ao paraméterrel;

e X, Y fiiggetlen binomialis eloszlasuak, ny, illetve ny renddel, és azonos
p paraméterrel = X + Y binomialis eloszlasi ny + np renddel és p
paraméterrel;

e Xi,Xa,...,X, fligggetlen normalis eloszlastak = az Gsszegiik és az
atlaguk is normalis eloszlasi;



Az atlag varhaté értéke és szérasa
A statisztikdban alapvetd kérdés, hogy ha

@ ugyanazt a mérést

@ sokszor, egymastdl fiiggetleniil megismételjiik,

@ majd a kapott eredményeket atlagoljuk,

o akkor az atlag, mint valésziniiségi valtozé hogyan viselkedik

Vagyis: X1, Xo, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi val6szintiségi valtozok,
akkor mit mondhatunk az

X1+ Xo+...+ X,
n

atlagrél: mennyi a varhaté értéke és mennyi a szérasa?
Azonos eloszlas: P(X; € A) = P(X; € A) tetszéleges j-re és A C R ,meg-
felel6” halmazra, vagy: X; és X; eloszlasfiiggvénye megegyezik tetszéleges

J-re.

azonos eloszlas = azonos varhato érték, azonos szoras



Valészindiségi valtozok filiggetlensége

o két valdsziniiségi valtozéra: az X, Y : Q — R valdsziniiségi valtozok
fiiggetlenek, ha

]P)(X <t,Y< t2) = ]P)(X < tl) ]P)(Y < tz)

teljesiil tetsz6leges t1, tr € R valds szamokra.

o véges sok valdsziniiségi valtozéra: Xi, ..., X, : Q — R valdsziniiségi
valtozok fiiggetlenek, ha

P(X1<t1,X2<t2,.. X, < ty) =
=P(Xi<n) ( < ). P(Xn < tn)

teljesiil tetsz6leges t1, to, . . ., t, valos szamokra.

o megszamlalhaté sok valdszindiségi valtozéra: az X1, Xz, X3 ... valé-
szinliségi valtozok fiiggetlenek, ha koziilik barmely véges sokat kiva-
lasztva fiiggetlen valdsziniiségi valtozékat kapunk.



Az atlag viselkedése

Poisson-eloszlas és az atlaga

— Poisson-eloszlas
7 atlag

al

1000 darab \ = 5 paraméter(i Poisson-eloszlasi val6sziniiségi valtozo, illetve
100 darab, tiz fiiggetlen, A = 5 paraméterii Poisson-eloszlasi valdszin(iségi
valtozé atlagaként el6allé megfigyelés hisztogramja — atlagolasnal a var-
haté érték nem valtozik, ez mindkét esetben 5, a széras csokken
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Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa
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A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett minta atlaga n = 500-ig



Az atlag varhato értéke

Allitas

Legyenek Xi, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozék, me-
lyekre m = E(X;) < oo. Ekkor

X1—|—...—i—X,,
n

JE(X):IE( ):E(Xl):m.




Az atlag varhato értéke

Allitas

Legyenek Xi, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozék, me-
lyekre m = E(X;) < oo. Ekkor

X1+...+Xn
n

E(X):E( ):E(Xl):m.

Bizonyitas.

1
=-EXi+...+Xy,)==-nm=m.
n n

E(X):E<X1+”'+X"> 1

n
Felhasznaltuk a varhat6 érték linearitasat, és hogy csak eloszlastdl fiigg:
o E(cX) = cE(X), ha ceR;
o E(Y +2Z)=E(Y)+E(2);

@ ha Y és Z eloszlasa (azaz eloszlasfiiggvényiik) megegyezik, akkor E(Y) =
E(2)



Az atlag szérasa

Allitas

Legyenek X1, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozék, me-
lyekre o = D(X1) < co. Ekkor

" N N

D(X):D<X1+"'+X"> _DX) o




Az atlag szérasa

Allitas

Legyenek X1, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozék, me-
lyekre o = D(X1) < co. Ekkor

— Xi+...+ X, D(Xl) o
D(X) = D< - ) = NG — 7
Bizonyitas.
— Xi+...+ X, D(X1+ ...+ Xp) no?2 o
D(X):D< . >: - = :\/ﬁ.

Felhasznaltuk a széras alabbi tulajdonsagait:
e D(cX) =|c|D(X), ha c e R;

o D?>(Y +Z)=D?*(Y)+ D?(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z)




Egyenl6tlenségek

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valészintiséggel sza-
vaz egy adott partra — azonban p-t

(feltételezve, hogy mindenki
a tobbiektsl fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,
hogy a partra szavazék aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-tél, tetszéleges
p esetén legalabb 95% legyen?



Egyenl6tlenségek

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valészintiséggel sza-
vaz egy adott partra — azonban p-t

(feltételezve, hogy mindenki
a tobbiektsl fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,
hogy a partra szavazék aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-tél, tetszéleges
p esetén legalabb 95% legyen?

Ennek megértéséhez ezekre van sziikség:

@ az arany atlagolas — milyen gyorsan csokken a széras?

@ ha a szodras kicsi, abbdl hogyan kdvetkezik, hogy nagy valésziniiség-
gel csak keveset tévediink — ebben segit a Markov— és a Csebisev-
egyenl6tlenség.



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa
Markov-egyenl6tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté
értékii valdsziniiségi valtozé, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(X > t)gE(tX).

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi Y valészintségi valtozot:

Y — t, haX>t;
0, haX<t.



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa

Markov-egyenl6tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté
értékii valdsziniiségi valtozé, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(X > t)gE(tX).

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi Y valészintségi valtozot:

t, haX>t;
Yy —
0, haX<t

Mindkét esetben Y értéke legfeljebb X értéke (hiszen X > 0):
Yy <X = E(Y) < E(X).
Masrészt, mivel Y értéke Gsszesen kétféle lehet, a varhaté értékét kiszamitva:

E(Y)=0-P(Y=0)+t-P(Y=t)=t-P(X >t) <E(X).



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa

Markov-egyenl6tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté
értékii valdsziniiségi valtozé, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

E(X)

P(X>1t) < .

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi Y valészintségi valtozot:

t, haX>t;
Yy —
0, haX<t

Mindkét esetben Y értéke legfeljebb X értéke (hiszen X > 0):
Y<X = E(Y)<EX).
Masrészt, mivel Y értéke Gsszesen kétféle lehet, a varhaté értékét kiszamitva:
E(Y)=0-P(Y=0)+t-P(Y=t)=t-P(X >t) <E(X).

Az utolsé egyenl6tlenség mindkét oldalat a ¢ pozitiv szdmmal osztva a
Markov-egyenlétlenséget kapjuk.



A Csebisev-egyenl6tlenség bizonyitasa

Markov-egyenl6tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté
értékii valdsziniiségi valtozé, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(X > t)gE(tx).

Csebisev-egyenlGtlenség. Legyen X véges szérasi valésziniiségi valtozé,
t > 0 pozitiv szam. Ekkor

D*(X)

P(X —E(X) 2 1) <~

Bizonyitéds. Legyen Z = (X —E(X))?. Ez a valészin(iségi valtozé nemnega-
tiv, ezért alkalmazhaté a Markov-egyenlGtlenség, a t2 pozitiv szammal:
P(IX — E(X)] = £) = P((X — E(X)2 > 2) = P(Z > ) <
Markov B(Z)  E((X —E(X))?)  D*(X)
S t2 = t2 = t2

a szérasnégyzet definiciéja alapjan.



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

(feltételezve, hogy mindenki
a tobbiekts| fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,
hogy a partra szavazék aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-tél, tetszéleges
p esetén legalabb 95% legyen?

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot

X: a partot tamogatdk szama a megkérdezettek kozott

Kell:
p' < 0,01) >0,95

IP’(X

n

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re — hiszen p-t nem ismerjiik.



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatdk szdma a megkérdezettek kdzott

Mivel X binomialis eloszlas:



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatdk szdma a megkérdezettek kdzott

Mivel X binomialis eloszlas:

()-3wn ofX)- v - (2L

Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazva az X /n valészin(iségi véltozora:

X D*(%) _ p(L—p) 1
e > 1) < n’ — <
IED(‘n p‘_0,0)_ 0,012 0012-n-4.0,012-n

mivel p(1 — p) < 1/4 a szamtani-mértani kdzepek kozotti egyenlStlenség
szerint.




A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa
n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot

X: a partot tamogaték szama a megkérdezettek kdzott

A Csebisev-egyenlétlenség szerint
X

IP’( —p‘ 20,01) <
n
X

“(

= 4.0,012-n
n—P‘ §0,01> > 0,95,
X
7
n

— —p‘ > 0,01> <0,05.
Tehat ennyi embert biztosan elég megkérdezni:

Kell:

dazaz

<0,05 <«

Ziiﬁjaiai‘; >V, ::50000.

>
"= %4.0,012-0,05



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa
n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tamogaték szama a megkérdezettek kdzott
A Csebisev-egyenlétlenség szerint
X
P(|——p/>0,01) <—ur7——
( n p‘— ’ >_4-O,012-n

Kell:
— —P‘ §0,01> > 0,95,

p(X

n

dazaz

X
]P( n—p‘ >o,01> <0, 05.

Tehat ennyi embert biztosan elég megkérdezni:

1
- < > -
10012090 F 120517005

Ha 0,01 helyett 0,005-6t irnank (a felét), n > 200000 (négyszer annyi)
adédna.

= 50000.



Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa
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A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett minta atlaga n = 500-ig



Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az 4tlagok sorozata)
tobbféle értelemben definialhatjuk a hatarértékét.

A Z1,7,, ..., valésziniiségi valtoz6kbdl ll6 sorozat sztochasztikusan kon-
vergal az Z valészin(iségi valtozéhoz, ha minden € > 0-ra

P(|Z,— Z| >¢)—0

teljesiil n — oo esetén.



Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az 4tlagok sorozata)
tobbféle értelemben definialhatjuk a hatarértékét.

A Z1,7,, ..., valésziniiségi valtoz6kbdl ll6 sorozat sztochasztikusan kon-
vergal az Z valészin(iségi valtozéhoz, ha minden € > 0-ra

P(|Z,— Z| >¢)—0
teljesiil n — oo esetén.

A Zy, 75, ..., valészinliségi valtozokbél allé sorozat 1 valésziniiséggel kon-
vergal az Z valdsziniiségi valtozéhoz, ha

Plw e Q: Zy(w) = Z(w) n — oo esetén) = 1.



Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az 4tlagok sorozata)
tobbféle értelemben definialhatjuk a hatarértékét.

A Z1,7,, ..., valésziniiségi valtoz6kbdl ll6 sorozat sztochasztikusan kon-
vergal az Z valészin(iségi valtozéhoz, ha minden € > 0-ra

P(|Z,— Z| >¢)—0
teljesiil n — oo esetén.

A Zy, 75, ..., valészinliségi valtozokbél allé sorozat 1 valésziniiséggel kon-
vergal az Z valdsziniiségi valtozéhoz, ha

Plw e Q: Zy(w) = Z(w) n — oo esetén) = 1.

1 valészintiséggel konvergal a sorozat = sztochasztikusan is, de forditva nem
feltétlendil.



Az atlag valtozasa

Az étlag véltozasa nem létezd varhato érték esetén

o
©
o
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~
o
T T T T
100 200 300 400 500
mintaelemszam

Az atlag valtozasa egy olyan esetben, amikor nem létezik a varhaté érték

(nincs abszolt konvergencia a definiciéban)



A nagy szamok gyenge torvénye: bizonyitas

Legyenek Xi,..., X, fliggetlen azonos eloszlasi véges szérasu valosziniiségi
valtozok. Legyen m = E(Xy) és o = D(X7).

A korabbiak szerint

EX)=m; D*X)=_.



A nagy szamok gyenge torvénye: bizonyitas

Legyenek Xi,..., X, fliggetlen azonos eloszlasi véges szérasu valosziniiségi
valtozok. Legyen m = E(Xy) és o = D(X7).

A korabbiak szerint

E(X) = m; D?*(X) =

A Csebisev-egyenl6tlenség szerint minden € > 0-ra

D?*(X) o2
5 = 627” —0 (n — OO)

P(IX —m| >¢) < .

Tehat X — m = E(X;) sztochasztikusan.



A nagy szamok torvénye
Tétel (A nagy szamok gyenge térvénye)

Legyenek X1, Xz, . .. olyan valésziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azo-
nos eloszlasiak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < oco. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o0),

azaz X, — E(X1) sztochasztikusan.




A nagy szamok torvénye
Tétel (A nagy szamok gyenge térvénye)

Legyenek X1, Xz, . .. olyan valésziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azo-
nos eloszlasiak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < oco. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o0),
azaz X, — E(X1) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy szamok erGs torvénye)

Legyenek X1, Xy, ... valdsziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasaak. Tegyiik fel még, hogy m = E(X1) < oo. Ekkor

:X1+Xz+...+Xn_>
n

yn E(Xl) =m
teljesiil 1 valosziniiséggel n — oo esetén.

A masodik esetben gyengébb feltevésbsl erésebb allitas kovetkezik.



Hazi feladat november 19., kedd, 8:15-ig

Legyenek X1, Xo, ..., X, fliggetlen Poisson-eloszlasi valdsziniiségi valtozok,
melyek paramétere ismeretlen, 0 < A < 10. Milyen nagyra valasszuk n-t,
hogy

P(|X — A > 1) <0,01
biztosan teljesiiljon, azaz: ha az ismeretlen paramétert az atlaggal becsiiljiik,
akkor legfeljebb 0, 01 szazalék valészintiséggel legyen 1-nél nagyobb az eltérés
a becsiilt és az igazi érték kdzott?



