
Eloszlásfüggvény: de�níció (9. el®adás)

Legyen X : Ω → R valószín¶ségi változó. Ekkor X eloszlásfüggvénye az
alábbi F : R → [0, 1] függvény:

F(t) = P(X ≤ t) = P({ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t})

tetsz®leges t ∈ R valós számra.

Ezminden valószín¶ségi változóra és minden t ∈ R valós számra értelmes:
éppen úgy de�niáltuk a valószín¶ségi változót, hogy {ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t} ∈
A egy esemény, tehát van valószín¶sége.



Kvantilisek

De�níció (Kvantilis)

Legyen 0 ≤ z ≤ 1, és X egy valószín¶ségi változó. Ekkor az X valószín¶ségi

változó z-kvantilise:

qz = inf{t ∈ R : F (t) ≥ z}.

Ha az X eloszlásfüggvénye, azaz az F (t) = P(X ≤ t) függvény folytonos,
akkor az igaz, hogy

F (qt) = P(X ≤ qz) = z ,

azaz z az a szám, aminél X éppen z valószín¶séggel kisebb.

A z = 1/2-kvantilis a medián: P(X ≤ m) = 1/2.

A medián fontos tulajdonsága: a E(|X − u|) érték az u = m esetén a
legkisebb, ahol m a medián.

Összehasonlításképpen: az E((X − u)2) érték az u = E(X ) esetén a legki-
sebb.



Kvantilisek

De�níció (Kvantilis)

Legyen 0 ≤ z ≤ 1, és X egy valószín¶ségi változó. Ekkor az X valószín¶ségi

változó z-kvantilise:

qz = inf{t ∈ R : F (t) ≥ z}.

Ha az X eloszlásfüggvénye, azaz az F (t) = P(X ≤ t) függvény folytonos,
akkor az igaz, hogy

F (qt) = P(X ≤ qz) = z ,

azaz z az a szám, aminél X éppen z valószín¶séggel kisebb.

A z = 1/2-kvantilis a medián: P(X ≤ m) = 1/2.

A medián fontos tulajdonsága: a E(|X − u|) érték az u = m esetén a
legkisebb, ahol m a medián.

Összehasonlításképpen: az E((X − u)2) érték az u = E(X ) esetén a legki-
sebb.



Kvantilisek

De�níció (Kvantilis)

Legyen 0 ≤ z ≤ 1, és X egy valószín¶ségi változó. Ekkor az X valószín¶ségi

változó z-kvantilise:

qz = inf{t ∈ R : F (t) ≥ z}.

Ha az X eloszlásfüggvénye, azaz az F (t) = P(X ≤ t) függvény folytonos,
akkor az igaz, hogy

F (qt) = P(X ≤ qz) = z ,

azaz z az a szám, aminél X éppen z valószín¶séggel kisebb.

A z = 1/2-kvantilis a medián: P(X ≤ m) = 1/2.

A medián fontos tulajdonsága: a E(|X − u|) érték az u = m esetén a
legkisebb, ahol m a medián.

Összehasonlításképpen: az E((X − u)2) érték az u = E(X ) esetén a legki-
sebb.



Konvolúció
Állítás
Legyenek X és Y független, nemnegatív egész érték¶ valószín¶ségi változók.

Ekkor az X + Y valószín¶ségi változó eloszlását az alábbi módon határoz-

hatjuk meg:

P(X + Y = k) =
k∑

l=0

P(X = l)P(Y = k − l) (k ≥ 0).

Továbbá

E(X + Y ) = E(X ) + E(Y ); D(X + Y ) =
√

D2(X ) + D2(Y ).

Bizonyítás. Diszjunkt eseményekre való szétbontással, illetve a függetlenség
de�níciójának felhasználásával:

P(X + Y = k) =
k∑

l=0

P(X = l ,Y = k − l) =
k∑

l=0

P(X = l)P(Y = k − l).



Konvolúció: példa
Állítás
Legyenek X és Y független Poisson-eloszlású valószín¶ségi változók, X pa-

ramétere λ, az Y paramétere µ. Ekkor az X + Y valószín¶ségi változó

is Poisson-eloszlású, paramétere λ + µ, várható értéke és szórásnégyzete is

λ+ µ.

Bizonyítás. Legyen k ≥ 0 tetsz®leges. Ekkor a Poisson-eloszlás de�níciója
alapján

P(X + Y = k) =
k∑

l=0

P(X = l)P(Y = k − l) =
k∑

l=0

λl

l!
e−λ · µk−l

(k − l)!
e−µ =

= e−(λ+µ) 1

k!

k∑
l=0

k!

l!(k − l)!
λlµk−l =

= e−(λ+µ) 1

k!

k∑
l=0

(
k

l

)
λlµk−l = e−(λ+µ) (λ+ µ)k

k!
,

ahol az utolsó lépésben a binomiális tételt használtuk.



Nevezetes eloszlások összege

X ,Y független Poisson-eloszlásúak λ1 és λ2 paraméterrel ⇒ X + Y
Poisson-eloszlású λ1 + λ2 paraméterrel;

X ,Y független binomiális eloszlásúak, n1, illetve n2 renddel, és azonos
p paraméterrel

⇒ X + Y binomiális eloszlású n1 + n2 renddel és p
paraméterrel;

X1,X2, . . . ,Xn függgetlen normális eloszlásúak ⇒ az összegük és az
átlaguk is normális eloszlású;
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Az átlag várható értéke és szórása
A statisztikában alapvet® kérdés, hogy ha

ugyanazt a mérést

sokszor, egymástól függetlenül megismételjük,

majd a kapott eredményeket átlagoljuk,

akkor az átlag, mint valószín¶ségi változó hogyan viselkedik

Vagyis: X1,X2, . . . ,Xn független, azonos eloszlású valószín¶ségi változók,
akkor mit mondhatunk az

X1 + X2 + . . .+ Xn

n

átlagról: mennyi a várható értéke és mennyi a szórása?

Azonos eloszlás: P(Xj ∈ A) = P(X1 ∈ A) tetsz®leges j-re és A ⊆ R �meg-
felel®� halmazra, vagy: Xj és X1 eloszlásfüggvénye megegyezik tetsz®leges
j-re.

azonos eloszlás ⇒ azonos várható érték, azonos szórás



Valószín¶ségi változók függetlensége

két valószín¶ségi változóra: az X ,Y : Ω → R valószín¶ségi változók
függetlenek, ha

P(X ≤ t1,Y ≤ t2) = P(X ≤ t1) · P(Y ≤ t2)

teljesül tetsz®leges t1, t2 ∈ R valós számokra.

véges sok valószín¶ségi változóra: X1, . . . ,Xn : Ω → R valószín¶ségi
változók függetlenek, ha

P(X1 ≤ t1,X2 ≤ t2, . . . ,Xn ≤ tn) =

= P(X1 ≤ t1) · P(X2 ≤ t2) . . .P(Xn ≤ tn)

teljesül tetsz®leges t1, t2, . . . , tn valós számokra.

megszámlálható sok valószín¶ségi változóra: az X1,X2,X3 . . . való-
szín¶ségi változók függetlenek, ha közülük bármely véges sokat kivá-
lasztva független valószín¶ségi változókat kapunk.



Az átlag viselkedése

1000 darab λ = 5 paraméter¶ Poisson-eloszlású valószín¶ségi változó, illetve
100 darab, tíz független, λ = 5 paraméter¶ Poisson-eloszlású valószín¶ségi
változó átlagaként el®álló meg�gyelés hisztogramja → átlagolásnál a vár-

ható érték nem változik, ez mindkét esetben 5, a szórás csökken



Az átlag konvergenciája

A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlásból vett minta átlaga n = 500-ig



Az átlag várható értéke
Állítás
Legyenek X1, . . . ,Xn független azonos eloszlású valószín¶ségi változók, me-

lyekre m = E(X1) < ∞. Ekkor

E(X ) = E
(
X1 + . . .+ Xn

n

)
= E(X1) = m.

Bizonyítás.

E(X ) = E
(
X1 + . . .+ Xn

n

)
=

1

n
E(X1 + . . .+ Xn) =

1

n
· nm = m.

Felhasználtuk a várható érték linearitását, és hogy csak eloszlástól függ:

E(cX ) = cE(X ), ha c ∈ R;
E(Y + Z ) = E(Y ) + E(Z );
ha Y és Z eloszlása (azaz eloszlásfüggvényük) megegyezik, akkor E(Y ) =
E(Z )
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Az átlag szórása

Állítás
Legyenek X1, . . . ,Xn független azonos eloszlású valószín¶ségi változók, me-

lyekre σ = D(X1) < ∞. Ekkor

D(X ) = D

(
X1 + . . .+ Xn

n

)
=

D(X1)√
n

=
σ√
n
.

Bizonyítás.

D(X ) = D

(
X1 + . . .+ Xn

n

)
=

D(X1 + . . .+ Xn)

n
=

√
nσ2

n
=

σ√
n
.

Felhasználtuk a szórás alábbi tulajdonságait:

D(cX ) = |c |D(X ), ha c ∈ R;
D2(Y + Z ) = D2(Y ) + D2(Z ), ha Y és Z függetlenek;

ha Y és Z eloszlása megegyezik, akkor D(Y ) = D(Z )
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Egyenl®tlenségek

Tegyük fel, hogy egy véletlenszer¶en választott ember p valószín¶séggel sza-
vaz egy adott pártra � azonban p-t nem ismerjük.

Legalább hány embert kell megkérdeznünk (feltételezve, hogy mindenki
a többiekt®l függetlenül válaszol és igazat mond), hogy annak valószín¶sége,
hogy a pártra szavazók aránya legfeljebb 1%-kal tér el p-t®l, tetsz®leges
p esetén legalább 95% legyen?

Ennek megértéséhez ezekre van szükség:

az arány átlagolás → milyen gyorsan csökken a szórás?

ha a szórás kicsi, abból hogyan következik, hogy nagy valószín¶ség-
gel csak keveset tévedünk → ebben segít a Markov� és a Csebisev-

egyenl®tlenség.
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A Markov-egyenl®tlenség bizonyítása
Markov-egyenl®tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegatív, véges várható

érték¶ valószín¶ségi változó, vagyis melyre X ≥ 0 biztosan teljesül. Ekkor

P(X ≥ t) ≤ E(X )

t
.

Bizonyítás. Tekintsük az alábbi Y valószín¶ségi változót:

Y =

{
t, ha X ≥ t;

0, ha X < t.

Mindkét esetben Y értéke legfeljebb X értéke (hiszen X ≥ 0):

Y ≤ X ⇒ E(Y ) ≤ E(X ).

Másrészt, mivel Y értéke összesen kétféle lehet, a várható értékét kiszámítva:

E(Y ) = 0 · P(Y = 0) + t · P(Y = t) = t · P(X ≥ t) ≤ E(X ).

Az utolsó egyenl®tlenség mindkét oldalát a t pozitív számmal osztva a
Markov-egyenl®tlenséget kapjuk.
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A Csebisev-egyenl®tlenség bizonyítása
Markov-egyenl®tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegatív, véges várható

érték¶ valószín¶ségi változó, vagyis melyre X ≥ 0 biztosan teljesül. Ekkor

P(X ≥ t) ≤ E(X )

t
.

Csebisev-egyenl®tlenség. Legyen X véges szórású valószín¶ségi változó,
t > 0 pozitív szám. Ekkor

P(|X − E(X )| ≥ t) ≤ D2(X )

t2
.

Bizonyítás. Legyen Z = (X −E(X ))2. Ez a valószín¶ségi változó nemnega-
tív, ezért alkalmazható a Markov-egyenl®tlenség, a t2 pozitív számmal:

P(|X − E(X )| ≥ t) = P((X − E(X ))2 ≥ t2) = P(Z ≥ t2) ≤
Markov
≤ E(Z )

t2
=

E((X − E(X ))2)

t2
=

D2(X )

t2

a szórásnégyzet de�níciója alapján.



A Csebisev-egyenl®tlenség alkalmazása

Legalább hány embert kell megkérdeznünk (feltételezve, hogy mindenki
a többiekt®l függetlenül válaszol és igazat mond), hogy annak valószín¶sége,
hogy a pártra szavazók aránya legfeljebb 1%-kal tér el p-t®l, tetsz®leges
p esetén legalább 95% legyen?

n megkérdezett, mindenki p valószín¶séggel támogatja a pártot

X : a pártot támogatók száma a megkérdezettek között

Kell:

P
(∣∣∣∣Xn − p

∣∣∣∣ ≤ 0, 01

)
≥ 0, 95

teljesüljön minden 0 ≤ p ≤ 1-re � hiszen p-t nem ismerjük.



A Csebisev-egyenl®tlenség alkalmazása

n megkérdezett, mindenki p valószín¶séggel támogatja a pártot

X : a pártot támogatók száma a megkérdezettek között

Mivel X binomiális eloszlású:

E
(
X

n

)
=

1

n
· np = p; D

(
X

n

)
=

1

n

√
np(1− p) =

√
p(1− p)

n
.

Csebisev-egyenl®tlenség alkalmazva az X/n valószín¶ségi változóra:

P
(∣∣∣∣Xn − p

∣∣∣∣ ≥ 0, 01

)
≤

D2
(
X
n

)
0, 012

=
p(1− p)

0, 012 · n
≤ 1

4 · 0, 012 · n
,

mivel p(1 − p) ≤ 1/4 a számtani-mértani közepek közötti egyenl®tlenség
szerint.
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A Csebisev-egyenl®tlenség alkalmazása
n megkérdezett, mindenki p valószín¶séggel támogatja a pártot

X : a pártot támogatók száma a megkérdezettek között

A Csebisev-egyenl®tlenség szerint

P
(∣∣∣∣Xn − p

∣∣∣∣ ≥ 0, 01

)
≤ 1

4 · 0, 012 · n
Kell:

P
(∣∣∣∣Xn − p

∣∣∣∣ ≤ 0, 01

)
≥ 0, 95,

azaz

P
(∣∣∣∣Xn − p

∣∣∣∣ > 0, 01

)
≤ 0, 05.

Tehát ennyi embert biztosan elég megkérdezni:

1

4 · 0, 012 · n
≤ 0, 05 ⇔ n ≥ 1

4 · 0, 012 · 0, 05
= 50000.

Ha 0, 01 helyett 0, 005-öt írnánk (a felét), n ≥ 200000 (négyszer annyi)
adódna.
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Ha 0, 01 helyett 0, 005-öt írnánk (a felét), n ≥ 200000 (négyszer annyi)
adódna.



Az átlag konvergenciája

A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlásból vett minta átlaga n = 500-ig



Konvergenciafajták

Valószín¶ségi változók sorozatának (mint amilyen az átlagok sorozata)
többféle értelemben de�niálhatjuk a határértékét.

A Z1,Z2, . . . , valószín¶ségi változókból álló sorozat sztochasztikusan kon-

vergál az Z valószín¶ségi változóhoz, ha minden ε > 0-ra

P(|Zn − Z | > ε) → 0

teljesül n → ∞ esetén.

A Z1,Z2, . . . , valószín¶ségi változókból álló sorozat 1 valószín¶séggel kon-
vergál az Z valószín¶ségi változóhoz, ha

P(ω ∈ Ω : Zn(ω) → Z (ω) n → ∞ esetén) = 1.

1 valószín¶séggel konvergál a sorozat ⇒ sztochasztikusan is, de fordítva nem
feltétlenül.
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Az átlag változása

Az átlag változása egy olyan esetben, amikor nem létezik a várható érték
(nincs abszolút konvergencia a de�nícióban)



A nagy számok gyenge törvénye: bizonyítás

Legyenek X1, . . . ,Xn független azonos eloszlású véges szórású valószín¶ségi
változók. Legyen m = E(X1) és σ = D(X1).

A korábbiak szerint

E(X ) = m; D2(X ) =
σ2

n
.

A Csebisev-egyenl®tlenség szerint minden ε > 0-ra

P(|X −m| > ε) ≤ D2(X )

ε2
=

σ2

ε2n
→ 0 (n → ∞).

Tehát X → m = E(X1) sztochasztikusan.
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A nagy számok törvénye
Tétel (A nagy számok gyenge törvénye)

Legyenek X1,X2, . . . olyan valószín¶ségi változók, melyek függetlenek és azo-

nos eloszlásúak. Tegyük fel, hogy D(X1) < ∞. Ekkor minden ε > 0 esetén

P(|X n − E(X1)| > ε) → 0 (n → ∞),

azaz X n → E(X1) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy számok er®s törvénye)

Legyenek X1,X2, . . . valószín¶ségi változók, melyek függetlenek és azonos

eloszlásúak. Tegyük fel még, hogy m = E(X1) < ∞. Ekkor

X n =
X1 + X2 + . . .+ Xn

n
→ E(X1) = m

teljesül 1 valószín¶séggel n → ∞ esetén.

A második esetben gyengébb feltevésb®l er®sebb állítás következik.
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Házi feladat november 19., kedd, 8:15-ig

Legyenek X1,X2, . . . ,Xn független Poisson-eloszlású valószín¶ségi változók,
melyek paramétere ismeretlen, 0 < λ ≤ 10. Milyen nagyra válasszuk n-t,
hogy

P(|X − λ| ≥ 1) ≤ 0, 01

biztosan teljesüljön, azaz: ha az ismeretlen paramétert az átlaggal becsüljük,
akkor legfeljebb 0, 01 százalék valószín¶séggel legyen 1-nél nagyobb az eltérés
a becsült és az igazi érték között?


