Eloszlasfiiggvény: példa (8. el6adas)

Ertékpapir arfolyama
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Egy elképzelt értékpapir arfolyama 1000 napon keresztiil, 1000 forintban



Eloszlasfiiggvény: bevezetés

X valésziniiségi valtozé: egy véletlen kisérlet eredménye

eddig: X diszkrét, és a P(X = x) valésziniiségekkel lehet leirni az el-
oszlasat

ha a lehetséges értékek halmaza ,tal nagy”, vagy a valészintségek ,tal
kicsik”, ez nem informativ

példaul: X az értékpapir arfolyama holnap, P(X = 784) = 0,0038,
P(X = 785) = 0,004, stb. egy elérejelzés szerint — ennél hasznosabb
informéacio lehet, hogy

P(X < 785) = 0,5,

azaz az értékpapir 50% valdsziniiséggel nem haladja meg a 785 szintet

eloszlasfiiggvény: F(t) annak valészin(isége, hogy a valésziniiségi
valtozé értéke legfeljebb t, azaz

F(t) =P(X <t).



Eloszlasfiiggvény:

t figgvényében a t-nél nem nagyobb arfolyami napok aranya az el6z6

daban
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Az arfolyam tapasztalati eloszlasfiiggvénye




Eloszlasfiiggvény: definicié

Legyen X : Q — R valésziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az
alabbi F : R — [0, 1] fiiggvény:

F(t) =P(X <t) =P{w € Q: X(w) < t})
tetsz6leges t € R valés szamra.
Ez minden valésziniiségi valtozéra és minden t € R val6s szamra értelmes:

éppen Ggy definialtuk a valdsziniiségi valtozét, hogy {w € Q : X(w) < t} €
A egy esemény, tehat van valdsziniisége.



Eloszlasfiiggvény: példa

Valakinek harom gyereke sziiletik, a gyerekek mindegyike egymastol fiigget-
leniil 1/2 valésziniiséggel fia. Nyolc egyforman valdszinii eset van:

{LLL, FLL, LFL, LLF, ,FFF}

Legyen X a fitk szdma. X diszkrét val6sziniiségi valtozo, lehetséges értékei:
0,1,2,3, és

Az X eloszlasfiiggvényének, F-nek az értéke néhany helyen:

H@zMX§®=%: F(1) = B(X < 1) =
X

F4)=B(X <2,4)= |, F(4) = P(X < 4) =



Eloszlasfiiggvény: példa

Fillk szamanak eloszlasfiiggvénye
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Harom gyerek koziil a fitk szamanak eloszlasfliggvénye
vizszintes: t, flggtleges: F(t) = P(X < t).



Eloszlasfiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valosziniségi valtozé. Ekkor X eloszlastiiggvénye az
alabbi F : R — [0, 1] figgvény:

F(t)=P(X <t)=P{w € Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamral.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szamhoz hozzarendeli, hogy mennyi an-
nak valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozo értéke legfeljebb t. Példaul
ha X a fitk szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fid van) = 1/2;
F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) =P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fiad van) = 7/8;



Eloszlasfiiggvény

Definicié (Eloszlasfiiggvény) |
Legyen X : Q — R valosziniségi valtozé. Ekkor X eloszlastiiggvénye az
alabbi F : R — [0, 1] figgvény:

F(t)=P(X <t)=P{w € Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra,

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szamhoz hozzarendeli, hogy mennyi an-
nak valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozo értéke legfeljebb t. Példaul
ha X a fitk szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fid van) = 1/2;
F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) =P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fid van) = 7/8;
Véges értékkészletii valdszinliségi valtozok esetén az eloszlasfiiggvény lépcsds

(véges sok értéket vesz fel), és az ugrasok nagysagat az egyes lehetséges
értékek valészintiségei adjak meg.



Eloszlasfiiggvény: példa

Kockadobas eloszlasfiggvénye
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Szabalyos dobékockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye
vizszintes: t, flggtleges: F(t) = P(X < t).



Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai
Ha a, b € R valés szdmok, és F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
P(a < X < b) = F(b) — F(a),

hiszen annak valdsziniiségét, hogy X az a és b kdzé esik, megkaphatjuk Ggy,
hogy P(X < b)-bél levonjuk P(X < a)-t.

Legyen F egy tetsz6leges valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye. Ekkor

@ F monoton ndvé: a < b esetén F(a) < F(b).

@ lim(_o F(t) =0; lim: 00 F(t) = 1.
@ F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valés szamra lims_,+1 F(s) =
F(t).

Forditva: ha F-re érvényesek ezek a tulajdonsagok, akkor van olyan X, ami-
nek F az eloszlasfiiggvénye.



Eloszlasfiiggvény: példa

Legyen X négy rendii 1/2 paraméterii binomialis eloszlasa valdsziniségi val-
tozé. Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?



Eloszlasfiiggvény: példa

Legyen X négy rendii 1/2 paraméterii binomialis eloszlasa valdsziniségi val-
tozé. Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?

X-re a kdvetkez6képpen gondolhatunk: n = 4 fiiggetlen kisérlet, mindegyik
p = 0,5 valésziniiséggel sikeriil, X a sikeres kisérletek szama.

Definicié szerint, ha F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
F(1,5)=P(X<1,5)=P(X<1)=P(X=0)+P(X =1),

hiszen X értéke nemnegativ egész. gy

F(1.5) = B(X = 0) + P(X = 1) = <1>4+4. <1)4 .



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkez& hétkdznapi példat.

Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlast a [8,12] intervallumon (6ra-
ban mérve).

Mennyi a val6szintisége, hogy a futar 11 éraig megérkezik?

Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a
valésziniisége, hogy 11 é6ra elGtt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

P(X < 11)



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkez& hétkdznapi példat.

e Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

o Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasa a [8,12] intervallumon (6ra-
ban mérve).

e Mennyi a valésziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?
o Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a
valésziniisége, hogy 11 é6ra elGtt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

11-8 3

P(X < 11]X > 10)



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkez& hétkdznapi példat.

e Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

o Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasa a [8,12] intervallumon (6ra-
ban mérve).

e Mennyi a valésziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?

o Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a
valésziniisége, hogy 11 é6ra elGtt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

11-8 3

P(X < 11[X > 10) = 20X S]P’a}: 3)() > 10}) _ Zi - %




Egyenletes eloszlas

Egyenletes eloszlas
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Egyenletes eloszlas
Definici6 (Egyenletes eloszlas (uniform distribution))

Az X valésziniiségi véltozé egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon, ha
eloszlastiiggvénye:

0, hat < g
F(t)=P(X <t)=( 2, haa<t<b;

1, ha t > b.

eloszlés
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Egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 éra kozott érkezik. Feltessziik, hogy
érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasi a [10,12] intervallumon. Ekkor
az el6z6 allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valdsziniisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11—10)/(12—
10) = 1/2.

e Annak valészinisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik: 1/8 = 0, 125.

e Annak valésziniisége, hogy 10 : 30 utan érkezik: 3/4 = 0, 75.



Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas sokszor hasznalhaté véletlen idétartamok model-
lezésére, példaul

@ egy miivelet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgalasa egy boltban,
vagy egy szamitas elvégzése egy szamitégépen
@ egy ember reakciSideje

o két esemény bekdvetkezése kozott eltelt id8, példaul egy lzletben két
igyfél érkezése kozotti idé

@ jarvanyterjedés modellezésénél: a fertézés atadasanak vagy a gyogyu-
lasnak az ideje

@ radioaktiv részecske bomlasi ideje



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas
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A = 1 paraméter(i exponencialis eloszlas siiriiségfiiggvénye és 500 darab
fliggetlen, 1 paraméterii exponencialis eloszlasa val6sziniiségi valtozobdl allé
minta hisztogramja



Exponencialis eloszlas

Definicié
Legyen X\ > 0 valés szam. Az X valésziniiségi valtozé exponencialis elosz-
las A\ paraméterrel, ha eloszlasfiiggvénye:

1— —At h .
Fit)=P(x<g=qr ¢ =0
0 kiilénben.




Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlasok eloszlasfiiggvényei
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Exponencialis eloszlas

. Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevé kiszolgalasanak ideje (percben
szamolva) 1/3 paraméterii exponencialis eloszlasi valésziniségi valtozo.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?
Mennyi a valésziniisége, hogy a vevs kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb
4 percig tart?

Az eloszlasfiiggvény definiciéja alapjan

P(X>5)=1-P(X<5)=1-F(B)=1—(1-—e ) ==
=e 53 =18,9%.



Exponencialis eloszlas

. Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevé kiszolgalasanak ideje (percben
szamolva) 1/3 paraméterii exponencialis eloszlasi valésziniségi valtozo.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?
Mennyi a valésziniisége, hogy a vevs kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb
4 percig tart?

Az eloszlasfiiggvény definiciéja alapjan
P(X>5)=1-P(X<5)=1-F(B)=1—(1-—e ) ==
=e 53 =18,9%.
Hasonl6képpen

PR<X<4)=P(X <4)—P(X<2)=F(4)— F(2) =
—(1—e B - (1—e?3) =23 _ %3 =059,



Exponencialis eloszlas

Allitas (Az exponencialis eloszlas &rokifji tulajdonsaga)

Legyen X exponenciilis eloszlasi valésziniiségi valtozo, s, t pozitiv szamok.
Ekkor

P(X >s+t[X>s)=P(X>1).

Bizonyitds. A feltételes valdsziniiség definicidjat és az exponencialis eloszlas
eloszlasfiiggvényének alakjat felhasznalva

P(X25+t‘X25):IP’({XZs—i—t}ﬂ{XZs})_1—1P’(X<s+t):

P(X > s) T 1-P(X<5s)
L 1-F(s+t)  1—(1—e sty eAsH)
O 1-F(s) 1—(l—ets) e As

—eM=1-(1-e?M=1-Ft)=P(X>1).



Pareto-eloszlas

Biztositdsmatematikiban, vagy példaul a jovedelmek eloszldsdnak modelle-
zésére hasznaljdk gyakran az alabbi eloszlast.

Definicié (Pareto-eloszlas) |

Az X valésziniiségi valtozé Pareto-eloszlasi o > 0 és ¢ > 0 paraméterekkel,
ha eloszlastiiggvénye

F(t)=P(X <t) =

0; hat<c;
1—(%)a; hat>c.

A definiciobdl latszik, hogy a Pareto-eloszlas a ¢ paraméternél kisebb érté-
keket nem vehet fel. Gyakran hasznaljak jovedelmek eloszlasanak modelle-
zésére. Ahogy késébb latni fogjuk, van olyan «, melyre az eloszlas varhaté
értéke nem létezik, és olyan is, amire a varhat6 érték létezik, de a széras
nem.



Pareto-eloszlas

Pareto-eloszlas eloszlasfiiggvénye
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Kiilonb6z6 paraméterii Pareto-eloszlasok eloszlasfiiggvényei



Kvantilisek
Definicié (Kvantilis)

Legyen 0 < z <1, és X egy valosziniségi valtozé. Ekkor az X valdsziniségi
valtozo z-kvantilise:

g, = inf{t e R: F(t) > z}.

Ha az X eloszlasfiiggvénye, azaz az F(t) = P(X < t) fliggvény folytonos,
akkor az igaz, hogy

F(qt) = IP)()< < qz) =2z,

azaz z az a szam, aminél X éppen z valésziniiséggel kisebb.



Kvantilisek
Definicié (Kvantilis) |
Legyen 0 < z <1, és X egy valosziniségi valtozé. Ekkor az X valdsziniségi

véltozé z-kvantilise:

g, = inf{t e R: F(t) > z}.

Ha az X eloszlasfiiggvénye, azaz az F(t) = P(X < t) fliggvény folytonos,
akkor az igaz, hogy
F(q:) =P(X < q;) = z,

azaz z az a szam, aminél X éppen z valésziniiséggel kisebb.

A z =1/2-kvantilis a median: P(X < m) =1/2.



Kvantilisek
Definicié (Kvantilis) |
Legyen 0 < z <1, és X egy valosziniségi valtozé. Ekkor az X valdsziniségi

véltozé z-kvantilise:

g, = inf{t e R: F(t) > z}.

Ha az X eloszlasfiiggvénye, azaz az F(t) = P(X < t) fliggvény folytonos,
akkor az igaz, hogy
F(q:) =P(X < q;) = z,

azaz z az a szam, aminél X éppen z valésziniiséggel kisebb.

A z =1/2-kvantilis a median: P(X < m) =1/2.

A median fontos tulajdonsaga: a E(|X — u|) érték az u = m esetén a
legkisebb, ahol m a median.

Osszehasonlitasképpen: az E((X — u)?) érték az u = E(X) esetén a legki-
sebb.



Valdszinlségi vektorvaltozé: példa
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A Duna vizéllasa 20 napon keresztiil (az adatok forrasa: Orszagos Vizjelz6
Szo/gé/at): X1 =106, X, = 133,..., X0 = 186



Valészinliségi vektorvaltozo

Sok esetben nem egyetlen valdsziniiségi valtozé viselkedését vizsgaljuk, ha-
nem tobb valdsziniiségi valtozé egyiittes viselkedését. Példaul:

o egy véletlen folyamat (t6zsdeindex, egy foly6 vizallasa, egy orszag né-
pessége) kiilonb6zs idépontokban;

o egy ember (vagy orszag, cég stb.) tobb kiilonbozd jellemzdje (példaul
egy ember életkora, jovedelme és kiadasai);

@ egy méréssorozatban a kiilonbdz6 mérések soran megfigyelt értékek (pél-
daul egy mérést tizszer megismételve tiz kiilonb&z§ valdszinliségi valto-
z6t kapunk).

Valdsziniiségi valtozok egyiittesét valdsziniiségi vektorvaltozénak nevez-
ziik. Ez allhat (mint az els6 két esetben) vagy fiiggetlen (mint
tipikusan a harmadik esetben) valésziniiségi valtozokbdél is.



Valészinliségi vektorvaltozo

Az

X=(Xy,..., X)) : Q= R"
fliggvény valGsziniiségi vektorvaltozd, ha X1, Xs, ..., X, valésziniiségi val-
tozék.

@ 1000 embert megkérdeziink a havi jovedelmérdl. Legyen X; az i. meg-
kérdezett jovedelme. Ekkor (X1, Xa,. .., X1000) valésziniiségi vektorval-
tozé.

@ (X1, Xa,...,X00) is val6sziniiségi vektorvaltozé, ahol X; a Duna vizal-

lasa a j. napon (j =1,2,...,20).

Ha X valésziniiségi vektorvaltozo, akkor az X; valésziniiségi valtozé eloszla-
sat az X /. peremeloszlasanak nevezziik.

Az X valdsziniiségi vektorvaltozé diszkrét, ha értékkészlete véges vagy meg-
szamlalhatéan végtelen.



Egyiittes eloszlasfiiggvény

Az X = (Xy,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes eloszlasfiiggvénye
az F : R" — [0, 1] fiiggvény, melyre

F(t) = F(tr,....tn) =P(X1 < t1,X0 < t,..., Xn < 1),
ha (t1,...,t,) € R" valés szamok. Példaul:

@ egy véletlenszeriien vélasztott embert megkérdeziink a havi jovedelmérdl
(X1), a havi kiadasairdl (X3), és az életkorardl (X3);

@ ekkor (X1, Xa, X3) valésziniiségi vektorvaltozé, és

@ ha eloszlasfiiggvénye F, akkor példaul

F (200000, 150000, 40) = P(X; < 200000, X, < 1500000, X3 < 40)

annak valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember havi
jovedelme legfeljebb 200000 (forint), havi kiadasa legfeljebb 150000
(forint), életkora pedig legfeljebb 40 (év).



Valészindiségi valtozok filiggetlensége

o két valdsziniiségi valtozéra: az X, Y : Q — R valdsziniiségi valtozok
fiiggetlenek, ha

]P)(X <t,Y< t2) = ]P)(X < tl) ]P)(Y < tz)

teljesiil tetsz6leges t1, tr € R valds szamokra.

o véges sok valdsziniiségi valtozéra: Xi, ..., X, : Q — R valdsziniiségi
valtozok fiiggetlenek, ha

P(X1<t1,X2<t2,.. X, < ty) =
=P(Xi<n) ( < ). P(Xn < tn)

teljesiil tetsz6leges t1, to, . . ., t, valos szamokra.

o megszamlalhaté sok valdszindiségi valtozéra: az X1, Xz, X3 ... valé-
szinliségi valtozok fiiggetlenek, ha koziilik barmely véges sokat kiva-
lasztva fiiggetlen valdsziniiségi valtozékat kapunk.



Kétdimenziés normalis eloszlas

0.2

Két fliggetlen standard normalis eloszlas egyiittes siirliségfiiggvénye Azaz:

(X, Y) egyiittes siirliségfiiggvénye, ahol X, Y fiiggetlenek, N(0,1) eloszla-
stak



Kétdimenziés normalis eloszlas

Fiiggetlen standard normalis eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai fiiggetlen standard no-

malis eloszlasuak. Ahol nagyobb az egyiittes siiriiségfiiggvény (el6z6 abra),
oda tdbb pont esik.



Kétdimenziés egyenletes eloszlas

(X, Y) egyiittes siiriiségfiiggvénye, ahol X és Y fliggetlenek és a [0,1] in-
tervallumon egyenletes eloszlastak



Kétdimenziés egyenletes eloszlas

Fiiggetlen egyenletes eloszlasok

o
s go ©
e Tt e @ - o CrLd o ot o
n"o °:° ¥ Goc 5% o g e #o g o i;ncﬂ"
° &
@ woe %, f ° e " fo’ %" % e
2 4 o%we Bo el o o of a8 " o So g
® w e © § o o L &c ®
Goe Yo £% e 2 ¢ g %8 o0 & ® gnv o g“
s, 8% e O
S ww g 8% o g 2% g oo “oo £ o o 8
& B Py 8 on g e T e G L0 ©
s s @ 8 @ o s ®
es T "o e LB e® o oo ode aBe
N ® A ] °s: ﬁn‘ onen n""on e e ® °
o o Bo
ve. ¥ ® S e’ e o ® 5 %ent, n"“':,
s 8,0 o°€ r e o 90 o
N e 8y Ty pT R By ce o P
= o o0 o o o
o e o lf o L] &
o [ "g - &n © L s ¢
o g &, Y T © e ¥
=} oo o o o
= - s @ o Pe o
T T T T T T
0.0 02 04 06 08 1.0
X

500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai figgetlenek és a [0,1]

intervallumon egyenletes eloszlastiak (az egyiittes siirliségfiiggvény az el6z8
abran lathato).



Egyiittes eloszlas: példa

Kétszer dobunk szabalyos kockaval. Legyen X az els6 dobas, Y pedig a
dobott szamok koziil a nagyobb. Ekkor az (X, Y') val6sziniiségi vektorval-
tozé egylittes eloszlasa: a lehetséges (k, /) parok, és a P(X = k, Y =)
valésziniiségek, melyeket az alabbi tablazatban lathatunk:

XY 1 2 3 4 5 6 Osszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36  1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36  1/6
4 0 0 0 1/9 1/36 1/36 1/6
5
6

o o0 0 0 5/3 1/3 1/6
o o 0o o0 0 1/6 1/6
Osszesen 1/36 1/12 5/36 7/36 1/4 11/36 1




Konvolicié
Allitas

|
Legyenek X és Y fiiggetlen, nemnegativ egész értéki valdsziniségi valtozék

Ekkor az X + Y valdsziniiségi valtozé eloszlasat az alabbi médon hataroz-
hatjuk meg:

k
PX+Y=k=> P(X=IP(Y=k-1) (k>0).

Tovabba

E(X+Y)=E(X)+E(Y); DX+ Y)=1/D2(X) + D¥(Y).

Bizonyitas. Diszjunkt eseményekre valé szétbontéssal, illetve a fliggetlenség
definiciéjanak felhasznalasaval:

PX+Y=k=> PX=1LY=k=-1)=) PX=NP(Y=k-1).



Konvolicié: példa

Allitas

Legyenek X és Y fiiggetlen Poisson-eloszlasi valésziniiségi valtozok, X pa-
ramétere \, az Y paramétere . Ekkor az X + Y valésziniségi valtozo
is Poisson-eloszlast, paramétere \ + yu, varhaté értéke és szorasnégyzete is
A+ p.

Bizonyitas. Legyen k > 0 tetsz6leges. Ekkor a Poisson-eloszlas definiciéja
alapjan

k k
)\/ k—1
PX+Y=k=> PX=NP(Y=k—1l)=> e (/f_ i
1=0 1=0
1< K
—(Ap) * : 1okl _
K2 k=i
k
N 1 k _ _ (A + p)k
(AMp) = I k=l _ (Ap)
¢ k! /z; (/)A © K

ahol az utolsé |épésben a binomialis tételt hasznaltuk.



Nevezetes eloszlasok Gsszege

e X,Y fliggetlen Poisson-eloszlasiak A\; és A\p paraméterrel = X + Y
Poisson-eloszlast A1 + Ao paraméterrel;

e X, Y fiiggetlen binomialis eloszlasuak, ny, illetve ny renddel, és azonos
p paraméterrel



Nevezetes eloszlasok Gsszege

e X,Y fliggetlen Poisson-eloszlasiak A\; és A\p paraméterrel = X + Y
Poisson-eloszlast A1 + Ao paraméterrel;

e X, Y fiiggetlen binomialis eloszlasuak, ny, illetve ny renddel, és azonos
p paraméterrel = X + Y binomialis eloszlasi ny + np renddel és p
paraméterrel;

e Xi,Xa,...,X, fligggetlen normalis eloszlastak = az Gsszegiik és az
atlaguk is normalis eloszlasi;



Az atlag varhaté értéke és szérasa
A statisztikdban alapvetd kérdés, hogy ha

@ ugyanazt a mérést

@ sokszor, egymastdl fiiggetleniil megismételjiik,

@ majd a kapott eredményeket atlagoljuk,

o akkor az atlag, mint valésziniiségi valtozé hogyan viselkedik

Vagyis: X1, Xo, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi val6szintiségi valtozok,
akkor mit mondhatunk az

X1+ Xo+...+ X,
n

atlagrél: mennyi a varhaté értéke és mennyi a szérasa?
Azonos eloszlas: P(X; € A) = P(X; € A) tetszéleges j-re és A C R ,meg-
felel6” halmazra, vagy: X; és X; eloszlasfiiggvénye megegyezik tetszéleges

J-re.

azonos eloszlas = azonos varhato érték, azonos szoras



Valészindiségi valtozok filiggetlensége

o két valdsziniiségi valtozéra: az X, Y : Q — R valdsziniiségi valtozok
fiiggetlenek, ha

]P)(X <t,Y< t2) = ]P)(X < tl) ]P)(Y < tz)

teljesiil tetsz6leges t1, tr € R valds szamokra.

o véges sok valdsziniiségi valtozéra: Xi, ..., X, : Q — R valdsziniiségi
valtozok fiiggetlenek, ha

P(X1<t1,X2<t2,.. X, < ty) =
=P(Xi<n) ( < ). P(Xn < tn)

teljesiil tetsz6leges t1, to, . . ., t, valos szamokra.

o megszamlalhaté sok valdszindiségi valtozéra: az X1, Xz, X3 ... valé-
szinliségi valtozok fiiggetlenek, ha koziilik barmely véges sokat kiva-
lasztva fiiggetlen valdsziniiségi valtozékat kapunk.



Az atlag viselkedése

Poisson-eloszlas és az atlaga

— Poisson-eloszlas
7 atlag

al

1000 darab \ = 5 paraméter(i Poisson-eloszlasi val6sziniiségi valtozo, illetve
100 darab, tiz fiiggetlen, A = 5 paraméterii Poisson-eloszlasi valdszin(iségi
valtozé atlagaként el6allé megfigyelés hisztogramja — atlagolasnal a var-
haté érték nem valtozik, ez mindkét esetben 5, a széras csokken

0.3 04
1

relativ gyakorisagok
02

01

0.0

6 il 8 9 10 11 12 13 14

5

lehetséges értékek



Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa

06
I

dtlag
05

04

400 500

T
300
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o

T T
100 200

mintaelemszam

A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett minta atlaga n = 500-ig



Az atlag varhato értéke

Allitas

Legyenek Xi, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozék, me-
lyekre m = E(X;) < oo. Ekkor

X1—|—...—i—X,,
n

JE(X):IE( ):E(Xl):m.




Az atlag varhato értéke

Allitas

Legyenek Xi, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozék, me-
lyekre m = E(X;) < oo. Ekkor

X1+...+Xn
n

E(X):E( ):E(Xl):m.

Bizonyitas.

1
=-EXi+...+Xy,)==-nm=m.
n n

E(X):E<X1+”'+X"> 1

n
Felhasznaltuk a varhat6 érték linearitasat, és hogy csak eloszlastdl fiigg:
o E(cX) = cE(X), ha ceR;
o E(Y +2Z)=E(Y)+E(2);

@ ha Y és Z eloszlasa (azaz eloszlasfiiggvényiik) megegyezik, akkor E(Y) =
E(2)



Az atlag szérasa

Allitas

Legyenek X1, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozék, me-
lyekre o = D(X1) < co. Ekkor

" N N

D(X):D<X1+"'+X"> _DX) o




Az atlag szérasa

Allitas

Legyenek X1, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozék, me-
lyekre o = D(X1) < co. Ekkor

— Xi+...+ X, D(Xl) o
D(X) = D< - ) = NG — 7
Bizonyitas.
— Xi+...+ X, D(X1+ ...+ Xp) no?2 o
D(X):D< . >: - = :\/ﬁ.

Felhasznaltuk a széras alabbi tulajdonsagait:
e D(cX) =|c|D(X), ha c e R;

o D?>(Y +Z)=D?*(Y)+ D?(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z)




Egyenl6tlenségek

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valészintiséggel sza-
vaz egy adott partra — azonban p-t

(feltételezve, hogy mindenki
a tobbiektsl fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,
hogy a partra szavazék aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-tél, tetszéleges
p esetén legalabb 95% legyen?



Egyenl6tlenségek

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valészintiséggel sza-
vaz egy adott partra — azonban p-t

(feltételezve, hogy mindenki
a tobbiektsl fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,
hogy a partra szavazék aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-tél, tetszéleges
p esetén legalabb 95% legyen?

Ennek megértéséhez ezekre van sziikség:

@ az arany atlagolas — milyen gyorsan csokken a széras?

@ ha a szodras kicsi, abbdl hogyan kdvetkezik, hogy nagy valésziniiség-
gel csak keveset tévediink — ebben segit a Markov— és a Csebisev-
egyenl6tlenség.



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa
Markov-egyenl6tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté
értékii valdsziniiségi valtozé, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(X > t)gE(tX).

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi Y valészintségi valtozot:

Y — t, haX>t;
0, haX<t.



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa

Markov-egyenl6tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté
értékii valdsziniiségi valtozé, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(X > t)gE(tX).

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi Y valészintségi valtozot:

t, haX>t;
Yy —
0, haX<t

Mindkét esetben Y értéke legfeljebb X értéke (hiszen X > 0):
Yy <X = E(Y) < E(X).
Masrészt, mivel Y értéke Gsszesen kétféle lehet, a varhaté értékét kiszamitva:

E(Y)=0-P(Y=0)+t-P(Y=t)=t-P(X >t) <E(X).



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa

Markov-egyenl6tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté
értékii valdsziniiségi valtozé, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

E(X)

P(X>1t) < .

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi Y valészintségi valtozot:

t, haX>t;
Yy —
0, haX<t

Mindkét esetben Y értéke legfeljebb X értéke (hiszen X > 0):
Y<X = E(Y)<EX).
Masrészt, mivel Y értéke Gsszesen kétféle lehet, a varhaté értékét kiszamitva:
E(Y)=0-P(Y=0)+t-P(Y=t)=t-P(X >t) <E(X).

Az utolsé egyenl6tlenség mindkét oldalat a ¢ pozitiv szdmmal osztva a
Markov-egyenlétlenséget kapjuk.



A Csebisev-egyenl6tlenség bizonyitasa

Markov-egyenl6tlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté
értékii valdsziniiségi valtozé, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(X > t)gE(tx).

Csebisev-egyenlGtlenség. Legyen X véges szérasi valésziniiségi valtozé,
t > 0 pozitiv szam. Ekkor

D*(X)

P(X —E(X) 2 1) <~

Bizonyitéds. Legyen Z = (X —E(X))?. Ez a valészin(iségi valtozé nemnega-
tiv, ezért alkalmazhaté a Markov-egyenlGtlenség, a t2 pozitiv szammal:
P(IX — E(X)] = £) = P((X — E(X)2 > 2) = P(Z > ) <
Markov B(Z)  E((X —E(X))?)  D*(X)
S t2 = t2 = t2

a szérasnégyzet definiciéja alapjan.



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

(feltételezve, hogy mindenki
a tobbiekts| fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége,
hogy a partra szavazék aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-tél, tetszéleges
p esetén legalabb 95% legyen?

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot

X: a partot tamogatdk szama a megkérdezettek kozott

Kell:
p' < 0,01) >0,95

IP’(X

n

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re — hiszen p-t nem ismerjiik.



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatdk szdma a megkérdezettek kdzott

Mivel X binomialis eloszlas:



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatdk szdma a megkérdezettek kdzott

Mivel X binomialis eloszlas:

()-3wn ofX)- v - (2L

Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazva az X /n valészin(iségi véltozora:

X D*(%) _ p(L—p) 1
e > 1) < n’ — <
IED(‘n p‘_0,0)_ 0,012 0012-n-4.0,012-n

mivel p(1 — p) < 1/4 a szamtani-mértani kdzepek kozotti egyenlStlenség
szerint.




A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa
n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot

X: a partot tamogaték szama a megkérdezettek kdzott

A Csebisev-egyenlétlenség szerint
X

IP’( —p‘ 20,01) <
n
X

“(

= 4.0,012-n
n—P‘ §0,01> > 0,95,
X
7
n

— —p‘ > 0,01> <0,05.
Tehat ennyi embert biztosan elég megkérdezni:

Kell:

dazaz

<0,05 <«

Ziiﬁjaiai‘; >V, ::50000.

>
"= %4.0,012-0,05



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa
n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tamogaték szama a megkérdezettek kdzott
A Csebisev-egyenlétlenség szerint
X
P(|——p/>0,01) <—ur7——
( n p‘— ’ >_4-O,012-n

Kell:
— —P‘ §0,01> > 0,95,

p(X

n

dazaz

X
]P( n—p‘ >o,01> <0, 05.

Tehat ennyi embert biztosan elég megkérdezni:

1
- < > -
10012090 F 120517005

Ha 0,01 helyett 0,005-6t irnank (a felét), n > 200000 (négyszer annyi)
adédna.

= 50000.



Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa
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A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett minta atlaga n = 500-ig



Hazi feladat november 12., kedd, 8:15-ig

Legyenek X és Y egymastdl fiiggetlen Poisson-eloszlasa valésziniiségi valto-
z6k, melyek varhatd értéke 5.

a) Hatérozzuk meg (X, X + Y) egyiittes eloszlasfiiggvényének értékét az
s =1,t =2 helyen, azaz F(1,2)-t, ahol F az egyiittes eloszlasfiiggvény.

b) Sorsoljunk két fiiggetlen, 1000 elemi mintat 5 varhaté értéki Poisson-
eloszlasbdl, és szamitsuk ki, hogy az 1000 sorsolds hanyadrészében lesz az
els6 mintaelem legfeljebb 1, az Gsszeg pedig legfeljebb 2.



