
A várható érték tulajdonságai (7. el®adás)
(összeg várható értéke) Ha X ,Y valószín¶ségi változók, és X ,Y ,X+Y
várható értéke létezik, akkor

E(X + Y ) = E(X ) + E(Y ).

(konstans kiemelése) Ha az X valószín¶ségi változó várható értéke lé-
tezik, és c tetsz®leges valós szám, akkor

E(c · X ) = c · E(X ).

(szorzat várható értéke független esetben) Ha az X és Y valószín¶ségi
változók függetlenek, és X ,Y ,X · Y várható értéke létezik, akkor

E(XY ) = E(X ) · E(Y ).

(függvény várható értéke) Ha g : R → R olyan függvény, hogy E(X )
létezik, és az X lehetséges értékei x1, x2, . . ., akkor

E
(
g(X )

)
=

∞∑
i=1

g(xi )P(X = xi ).
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A szórásnégyzet tulajdonságai

(nemnegativitás) D2(X ) ≥ 0 és D(X ) ≥ 0 mindig teljesül

(szorzás és eltolás) ha a, b valós számok, X véges szórású valószín¶ségi
változó, akkor

D2(aX + b) = a2D2(X ) ⇒ D(aX + b) = |a|D(X ).

(összeg szórása független esetben) ha az X ,Y valószín¶ségi változók
függetlenek és szórásuk létezik, akkor

D2(X+Y ) = D2(X )+D2(Y ) ⇒ D(X+Y ) =
√
D2(X ) + D2(Y ).

van olyan valószín¶ségi változó, melynek várható értéke véges, de a
szórása nem létezik (például: P(X = k) = c/k3 megfelel® c-vel)
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A binomiális eloszlás várható értéke és szórása
Állítás
Ha az X valószín¶ségi változó binomiális eloszlású n renddel és p paramé-

terrel, azaz

P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k (k = 0, 1, . . . , n),

akkor

E(X ) = np; D(X ) =
√

np(1− p).

Példa. Egy kérd®ív egy kérdésére n = 1000 megkérdezett közül mindenki a
többiekt®l függetlenül p = 0, 65 valószín¶séggel válaszol. Ekkor a válaszadók
számának (melyet jelöljünk X -szel) a várható értéke:

E(X ) = np = 1000 · 0, 65 = 650,

míg a szórása:

D(X ) =
√
np(1− p) =

√
1000 · 0, 65 · 0, 35 = 15, 08.



A binomiális eloszlás várható értéke és szórása
Bizonyítás. Legyen X binomiális eloszlású n renddel és p paraméterrel. Azaz:
n független kísérletet végzünk, mindegyik p valószín¶séggel sikerül, X a
sikeresek száma. Vezessük be az alábbi indikátorokat j = 1, 2, . . . , n esetén:

Xj =

{
1 ha a j . kísérlet sikeres;

0 ha a j . kísérlet nem sikeres.

Ekkor X éppen az indikátorok összege (az egyesek száma):

X = X1 + X2 + . . .+ Xn =
n∑

j=1

Xj .

Mivel bármely j-re

E(Xj) = 1 · P(X = 1) + 0 · P(X = 0) = p,

ezért

E(X ) = E(X1+X2+. . .+Xn) = E(X1)+E(X2)+. . .+E(Xn) = p+p+. . .+p = np.
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A binomiális eloszlás várható értéke és szórása
Bizonyítás. Ugyanazokat az indikátorokat használjuk:

Xj =

{
1 ha a j .kísérlet sikeres;

0 ha a j .kísérlet nem sikeres.

Most Xj = X 2

j , hiszen 02 = 0 és 12 = 1, és már láttuk, hogy E(Xj) = p.
Ezért

D2(Xj) = E(X 2

j )− E(Xj)
2 = E(Xj)− E(Xj)

2 = p − p2 = p(1− p),

Mivel az Xj indikátorok függetlenek, és az összegük X :

D(X ) =
√
D2(X1 + X2 + . . .+ Xn) =

√
D2(X1) + D2(X2) + . . .+ D2(Xn) =

=
√
p(1− p) + p(1− p) + . . .+ p(1− p) =

√
np(1− p).

A hipergeometrikus eloszlás várható értékére vonatkozó összefüggés szintén
indikátorokkal igazolható.
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Névjegy-probléma
n ember bedobja a névjegyét egy kalapba, ezután mindenki húz egyet vélet-
lenszer¶en, minden még ott lév®t azonos valószín¶séggel választva. Legyen
X a saját névjegyüket húzók száma. Mennyi X várható értéke?

Xj =

{
1 ha a j . ember a sajátját húzza;

0 ha a j . ember nem a sajátját húzza.

Mivel X = X1 + X2 + . . .+ Xn, és

E(Xj) = P(Xj = 1) = P(a j . ember a sajátját húzza) =
1
n
,

azt kapjuk, hogy

E(X ) = E(X1+X2+ . . .+Xn) = E(X1)+E(X2)+ . . .+E(Xn) = n · 1
n
= 1.

Megjegyzés: limn→∞ P(X = k) = 1

e·k! , vagyis Poisson(1) a határeloszlás.
Ennek várható értéke is 1.
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Kovariancia és korrelációs együttható

két valószín¶ségi változó lehet
▶ független: például két találomra választott ember jövedelme, vagy,
▶ nem független: például egy találomra választott ember jövedelme most,

illetve fél év múlva

az összefügg®ség mértéke különböz® lehet:
▶ egy találomra választott feln®tt életkora és jövedelme �er®sen összefüg-

g®�, a �ataloké és id®seké általában alacsonyabb;
▶ egy találomra választott feln®tt életkora és testmagassága �gyengén össze-

függ®�, hiszen egy �atal feln®tt n®het, az id®sek pedig valamennyit ve-

szítenek a testmagasságukból, de egyik változás sem nagyon jelent®s.

a kapcsolat er®sségének jellemzésére többféle mér®szám használható,
ezek között van a kovarianca és a korrelációs együttható. Ez utób-
binak a �nagy� értékei �er®s, lineáris jelleg¶� összefüggésre utalnak.



Független normális eloszlások

500 darab véletlen pont a síkon, melyek koordinátái független standard
normális eloszlásúak. A koordináták között nincs kapcsolat: a kovariancia és
a korrelációs együttható is 0 lesz.



Pozitív korreláció

500 elem¶ minta a következ® többdimenziós normális eloszlásból: (X , X+Z√
2
),

ahol X ,Z ∼ N(0, 1) függetlenek.
Minél nagyobb X , �valószín¶leg� annál nagyobb (X + Z )/

√
2 is → ennek

megfelel®en a két koordináta közötti kovariancia és korrelációs együttható
is pozitív lesz.



Er®s pozitív korreláció

100 elem¶ minta az (X+Y , 300X+400Y ) eloszlásból, ahol X ∼ Poisson(100)
és Y ∼ Poisson(180) függetlenek. A meg�gyelések szinte teljesen egy pozitív
meredekség¶ egyenesre illeszkednek → a korrelációs együttható pozitív és
majdnem 1, ami �nagy�, mert ennek 1 lesz a lehetséges legnagyobb értéke.



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan valószín¶ségi változók, melyeknek szórása létezik.
Ekkor X és Y kovarianciája:

cov(X ,Y ) = E
(
(X − E(X )) · (Y − E(Y ))

)
.

A kovariancia kiszámítása:

cov(X ,Y ) = E(X · Y )− E(X )E(Y ).

Szimmetria. cov(X ,Y ) = cov(Y ,X ).

Kapcsolat a szórásnégyzettel. cov(X ,X ) = D2(X ).

Függetlenséggel való kapcsolat. Ha az X és Y valószín¶ségi változók
függetlenek, akkor cov(X ,Y ) = 0.

Fordítva nem igaz: cov(X ,Y ) = 0 esetén nem biztos, hogy X és Y
függetlenek.



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan valószín¶ségi változók, melyeknek szórása létezik.
Ekkor X és Y kovarianciája:

cov(X ,Y ) = E
(
(X − E(X )) · (Y − E(Y ))

)
.

A kovariancia kiszámítása:

cov(X ,Y ) = E(X · Y )− E(X )E(Y ).

Szimmetria. cov(X ,Y ) = cov(Y ,X ).

Kapcsolat a szórásnégyzettel. cov(X ,X ) = D2(X ).

Függetlenséggel való kapcsolat. Ha az X és Y valószín¶ségi változók
függetlenek, akkor cov(X ,Y ) = 0.

Fordítva nem igaz: cov(X ,Y ) = 0 esetén nem biztos, hogy X és Y
függetlenek.



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan valószín¶ségi változók, melyeknek szórása létezik.
Ekkor X és Y kovarianciája:

cov(X ,Y ) = E
(
(X − E(X )) · (Y − E(Y ))

)
.

A kovariancia kiszámítása:

cov(X ,Y ) = E(X · Y )− E(X )E(Y ).

Szimmetria. cov(X ,Y ) = cov(Y ,X ).

Kapcsolat a szórásnégyzettel. cov(X ,X ) = D2(X ).

Függetlenséggel való kapcsolat. Ha az X és Y valószín¶ségi változók
függetlenek, akkor cov(X ,Y ) = 0.

Fordítva nem igaz: cov(X ,Y ) = 0 esetén nem biztos, hogy X és Y
függetlenek.



A kovariancia tulajdonságai

Konstanssal való kovariancia. cov(X , c) = 0, ha c valós szám.

Linearitás. Egyrészt

cov(X + Y ,Z ) = cov(X ,Z ) + cov(Y ,Z ),

másrészt tetsz®leges c ∈ R valós számra

cov(c · X ,Y ) = c · cov(X ,Y ).

Összeg szórásnégyzete. D2(X+Y ) = D2(X )+D2(Y )+2cov(X ,Y ).
Továbbá

D2

( n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

D2(Xi ) + 2
∑
i<j

cov(Xi ,Xj).

Különbség szórásnégyzete. D2(X−Y ) = D2(X )+D2(Y )−2cov(X ,Y ).



Kovariancia: példa

Egy üzletben az A és B újság forgalmát �gyelik.

Az A újságból egy nap alatt eladott példányok száma X ;

a B újságból eladott példányok száma Y .

Tegyük fel, hogy X és Y függetlenek, Poisson-eloszlásúak, X para-
métere 100, Y -é 180.

Az A újság ára 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az összesen eladott példányok számának és az ezekb®l származó
bevételnek a kovarianciája?

Azaz mennyi cov(X + Y , 300X + 400Y )?

A számolás el®tt: pozitív, negatív vagy 0 kovarianciára tippelnénk?

Mivel minél nagyobb a példányszám, �valószín¶leg� annál nagyobb a
bevétel, pozitív kovarianciára számíthatunk.
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Kovariancia: példa

X és Y függetlenek, Poisson-eloszlásúak, X paramétere 100, az Y -é 180.
Ekkor az eladott példányok számának és a bevételnek a kovarianciája:

cov(X + Y , 300X + 400Y )
(a)
= cov(X , 300X ) + cov(X , 400Y )+

+ cov(Y , 300X ) + cov(Y , 400Y ) =

(a,b)
= 300 · cov(X ,X ) + 400 · cov(Y ,Y ) =

(b)
= 300D2(X ) + 400D2(Y ) =

(c)
= 300 · 100+ 400 · 180 = 102000,

ahol felhasználtuk, hogy

(a) a kovariancia lineáris;

(b) független valószín¶ségi változók kovarianciája 0, illetve egy valószín¶ségi
változó saját magával vett kovarianciája a szórásnégyzete;

(c) egy λ paraméter¶ Poisson-eloszlású valószín¶ségi változó szórásnégy-
zete λ.
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Ekkor az eladott példányok számának és a bevételnek a kovarianciája:

cov(X + Y , 300X + 400Y )
(a)
= cov(X , 300X ) + cov(X , 400Y )+

+ cov(Y , 300X ) + cov(Y , 400Y ) =

(a,b)
= 300 · cov(X ,X ) + 400 · cov(Y ,Y ) =

(b)
= 300D2(X ) + 400D2(Y ) =

(c)
= 300 · 100+ 400 · 180 = 102000,

ahol felhasználtuk, hogy (a) a kovariancia lineáris;

(b) független valószín¶ségi változók kovarianciája 0, illetve egy valószín¶ségi
változó saját magával vett kovarianciája a szórásnégyzete;

(c) egy λ paraméter¶ Poisson-eloszlású valószín¶ségi változó szórásnégy-
zete λ.



Kovariancia: példa

X és Y függetlenek, Poisson-eloszlásúak, X paramétere 100, az Y -é 180.
Ekkor az eladott példányok számának és a bevételnek a kovarianciája:

cov(X + Y , 300X + 400Y )
(a)
= cov(X , 300X ) + cov(X , 400Y )+

+ cov(Y , 300X ) + cov(Y , 400Y ) =

(a,b)
= 300 · cov(X ,X ) + 400 · cov(Y ,Y ) =

(b)
= 300D2(X ) + 400D2(Y ) =

(c)
= 300 · 100+ 400 · 180 = 102000,

ahol felhasználtuk, hogy (a) a kovariancia lineáris;

(b) független valószín¶ségi változók kovarianciája 0, illetve egy valószín¶ségi
változó saját magával vett kovarianciája a szórásnégyzete;

(c) egy λ paraméter¶ Poisson-eloszlású valószín¶ségi változó szórásnégy-
zete λ.



Kovariancia: példa

A bevétel (300X+400Y ) és az eladott példányszám (X+Y ) együttes el®for-
dulása n = 100 független meg�gyelésb®l. Kovariancia: cov(X + Y , 300X +
400Y ) = 102000.



Korrelációs együttható: bevezetés

A kovariancia bevezetésének célja, hogy két valószín¶ségi változó kö-
zötti összefüggés er®sségét tudjuk mérni.

A korábbi példában: a példányszám és a bevétel kovarianciája 102000
volt.

Viszont ha a bevételt nem forintban, hanem ezer forintos egységben
mérjük:

X : példányszám Y : bevétel forintban Z : bevétel ezer forintban,

akkor

cov(X ,Z ) = cov

(
X ,

Y

1000

)
=

cov(X ,Y )

1000
= 102.

Vagyis a kovariancia a mértékegységt®l függ ⇒ hasznos egy olyan
mennyiség, ami szintén az összefüggés er®sségét méri, de a mértékegy-
ség választásától függetlenül.

Ilyen lesz a korrelációs együttható.



Korrelációs együttható: de�níció
Legyenek X és Y olyan valószín¶ségi változók, melyek szórásnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelációs együtthatója:

R(X ,Y ) =

{
cov(X ,Y )
D(X )D(Y ) , ha D(X ) > 0,D(Y ) > 0;

0, ha D(X ) = 0 vagy D(Y ) = 0.

Lehetséges értékek. A korrelációs együttható értéke mindig −1 és 1
közé esik:

|R(X ,Y )| ≤ 1.

Lineáris összefüggés. Legyen a > 0 valós szám, b tetsz®leges valós
szám. Ekkor

R(X , aX + b) = 1 és R(X ,−aX + b) = −1.

Tegyük fel, hogy |R(X ,Y )| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valós szá-
mok, hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valószín¶séggel teljesül. Vagyis
a korrelációs együttható lehetséges legnagyobb értékei lineáris összefüg-
gés esetén érhet®k el.
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{
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D(X )D(Y ) , ha D(X ) > 0,D(Y ) > 0;
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|R(X ,Y )| ≤ 1.
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R(X , aX + b) = 1 és R(X ,−aX + b) = −1.

Tegyük fel, hogy |R(X ,Y )| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valós szá-
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Korrelációs együttható: példa
Egy üzletben az A és B újság forgalmát �gyelik.

Az A újságból egy nap alatt eladott példányok száma X ;

a B újságból eladott példányok száma Y .

Tegyük fel, hogy X és Y függetlenek, Poisson-eloszlásúak, X paramé-
tere 100, Y -é 180.

Az A újság ára 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az összesen eladott példányok számának és az ezekb®l származó
bevételnek a korrelációs együtthatója?

R(X + Y , 300X + 400Y ) =
cov(X + Y , 300X + 400Y )

D(X + Y )D(300X + 400Y )
=

=
102000

D(X + Y )D(300X + 400Y )

a korábbi számolás alapján, így a szórásokat kell meghatároznunk.
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Egy üzletben az A és B újság forgalmát �gyelik.

Az A újságból egy nap alatt eladott példányok száma X ;

a B újságból eladott példányok száma Y .

Tegyük fel, hogy X és Y függetlenek, Poisson-eloszlásúak, X paramé-
tere 100, Y -é 180.
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Korrelációs együttható: példa
X és Y függetlenek, Poisson-eloszlásúak, X paramétere 100, az Y -é 180.
Ekkor az eladott példányok számának szórása:

D(X + Y ) =
√
D2(X ) + D2(Y ) =

√
100+ 180 = 16, 73.

A bevétel szórása:

D(300X + 400Y ) =
√

3002D2(X ) + 4002D2(Y ) =

=
√

3002 · 100+ 4002 · 180 = 6148, 17.

Ezek alapján a korrelációs együttható:

R(X + Y , 300X + 400Y ) =
cov(X + Y , 300X + 400Y )

D(X + Y )D(300X + 400Y )
=

=
102000

16, 73 · 6148, 17
= 0, 9915.

A korrelációs együttható lehetséges legnagyobb értéke 1, így ez er®s pozitív
korrelációt jelent.
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X és Y függetlenek, Poisson-eloszlásúak, X paramétere 100, az Y -é 180.
Ekkor az eladott példányok számának szórása:

D(X + Y ) =
√

D2(X ) + D2(Y ) =
√
100+ 180 = 16, 73.

A bevétel szórása:

D(300X + 400Y ) =
√

3002D2(X ) + 4002D2(Y ) =

=
√

3002 · 100+ 4002 · 180 = 6148, 17.

Ezek alapján a korrelációs együttható:

R(X + Y , 300X + 400Y ) =
cov(X + Y , 300X + 400Y )

D(X + Y )D(300X + 400Y )
=

=
102000

16, 73 · 6148, 17
= 0, 9915.

A korrelációs együttható lehetséges legnagyobb értéke 1, így ez er®s pozitív
korrelációt jelent.



Korrelációs együttható: példa

A bevétel (300X+400Y ) és az eladott példányszám (X+Y ) együttes el®for-
dulása n = 100 független meg�gyelésb®l. Kovariancia: 102000, korrelációs
együttható: 0, 9915.



Korrelációs együttható: példa.
Példa. Egy üzletben az A és B újság forgalmát �gyelik. Legyen az A újságból
egy nap alatt eladott példányok száma X , a B újságból eladott példányok
száma Y . Tegyük fel, hogy X és Y függetlenek, Poisson-eloszlásúak, X
paramétere 100, Y -é 180. Az A újság ára 300 forint, a B-é 4000. Mennyi
az összesen eladott példányok számának és az ezekb®l származó bevételnek
a korrelációs együtthatója?

cov(X + Y , 300X + 4000Y ) = 300 · 100+ 4000 · 180 = 750000;

D(X + Y ) =
√
D2(X ) + D2(Y ) =

√
100+ 180 = 16, 73;

D(300X + 4000Y ) =
√

3002D2(X ) + 40002D2(Y ) =

=
√

3002 · 100+ 40002 · 180 = 53749, 42;

R(X + Y , 300X + 4000Y ) =
cov(X + Y , 300X + 4000Y )

D(X + Y )D(300X + 4000Y )
=

=
750000

16, 73 · 53749, 42
= 0, 83.

A korrelációs együttható értéke kisebb, mint hasonló ár esetén.



Korrelációs együttható: példa

A bevétel (300X +4000Y ) és az eladott példányszám (X +Y ) együttes el®-
fordulása n = 100 meg�gyelésb®l. Kovariancia: 750000, korrelációs együtt-
ható: 0, 83.



Korreláció és ok-okozat

napsütéses órák száma és h®mérséklet:

pozitív korreláció, van ok-
okozati összefüggés

napsütéses órák száma és hómennyiség: negatív korreláció, van ok-
okozati összefüggés

anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitív korreláció, de mindkét
irányban lehet ok-okozati összefüggés

tengerparton töltött id® és egészség:
ha van is pozitív korreláció, nem biztos, hogy van ok-okozati össze-
függés, a tengerparton töltött id® összefügg az anyagi helyzettel, ami
az egészséggel, de csak a tengerparttól nem biztos, hogy egészséges lesz
valaki, illetve aki beteg, kevésbé megy a tengerpartra

a válások aránya Maine államban és a fejenkénti margarinfogyasztás az
USA-ban:van pozitív korreláció (R = 0, 9926), de feltehet®en nincs
ok-okozati összefüggés (forrás és további példák:
http://tylervigen.com/spurious-correlations)

http://tylervigen.com/spurious-correlations
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Korreláció és ok-okozat

A válások aránya Maine államban és a fejenkénti margarinfogyasztás az USA-
ban, korrelációs együttható: 0, 9926

http://tylervigen.com/spurious-correlations

�Big data� analízis: 200-300 mennyiség között könnyen található néhány
olyan pár, amik ok-okozati összefüggés nélkül is nagy pozitív korrelációval
rendelkeznek, de olyanok is, amik között valós összefüggés van → mindez
alaposabb vizsgálatot igényel.



Korrelálatlanság

Ha az X ,Y valószín¶ségi változók kovarianciája 0, akkor azt mondjuk, hogy
X és Y korrelálatlanok. Mi ennek a kapcsolata a függetlenséggel?

X és Y függetlenek X és Y korrelálatlanok

⇒
⇍

Legyen X és Y két független, szabályos kockadobás eredménye.

U = X + Y az összeg V = X − Y a különbség

cov(U,V ) = cov(X+ Y,X− Y) = D2(X ) − cov(X ,Y ) +
+cov(X ,Y )− D2(Y ) = 0 ⇒ X és Y korrelálatlanok

Ugyanakkor U és V nem függetlenek, például mert

0 = P(U = 11,V = 0) ̸= P(U = 11) · P(V = 0) = 2

36
· 1

6
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36
· 1

6



Korrelálatlanság: példa

A dobott számok különbségének (X −Y ) és a dobott számok összegének
(X+Y ) együttes el®fordulása 100 meg�gyelésb®l. Kovariancia: 0, de X+Y
és X − Y nem függetlenek.



A kovariancia (7. el®adás)

De�níció (Kovariancia)

Legyenek X és Y olyan valószín¶ségi változók, melyeknek szórása létezik.

Ekkor az X és Y kovarianciája:

cov(X ,Y ) = E
[
(X − E(X )) · (Y − E(Y ))

]
.

Legyenek X ,Y ,Z ,X1, . . . ,Xn olyan valószín¶ségi változók, melyek szórása
létezik. Ekkor a következ®k teljesülnek.

A kovariancia kiszámítása:

cov(X ,Y ) = E(X · Y )− E(X )E(Y ).

Szimmetria. cov(X ,Y ) = cov(Y ,X ).

Kapcsolat a szórásnégyzettel. cov(X ,X ) = D2(X ).



Korrelációs együttható: de�níció
Legyenek X és Y olyan valószín¶ségi változók, melyek szórásnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelációs együtthatója:

R(X ,Y ) =

{
cov(X ,Y )
D(X )D(Y ) , ha D(X ) > 0,D(Y ) > 0;

0, ha D(X ) = 0 vagy D(Y ) = 0.

Lehetséges értékek. A korrelációs együttható értéke mindig −1 és 1
közé esik:

|R(X ,Y )| ≤ 1.

Lineáris összefüggés. Legyen a > 0 valós szám, b tetsz®leges valós
szám. Ekkor

R(X , aX + b) = 1 és R(X ,−aX + b) = −1.

Tegyük fel, hogy |R(X ,Y )| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valós szá-
mok, hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valószín¶séggel teljesül. Vagyis
a korrelációs együttható lehetséges legnagyobb értékei lineáris összefüg-
gés esetén érhet®k el.
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Rangkorreláció

Legyen X egyenletes eloszlású a (0, 1) intervallumból, Y = X 20. A korrelá-
ciós együttható értéke 0, 5 körüli, pedig szoros összefüggés van.



Rangkorreláció

Legyenek X1,X2, . . . ,Xn,Y1, . . . ,Yn meg�gyelések.

Rendezzük sorba a két mintát külön-külön nagyság szerint, és írjuk fel, hogy
az egyes meg�gyelések hányadikak a sorba rendezett mintában. Ezek lesz az
egyes meg�gyelések rangja.

Például:

X1 = 650,X2 = 870,X3 = 720 ⇒ (3, 1, 2)

Y1 = 18,Y2 = 15,Y3 = 17 ⇒ (1, 3, 2)

Számítsuk ki az így kapott két adatsor, vagyis a rangok korrelációs együtt-
hatóját. Ez a rangkorreláció (Spearman-korreláció).
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Eloszlásfüggvény: példa

Egy elképzelt értékpapír árfolyama 1000 napon keresztül, 1000 forintban



Eloszlásfüggvény: bevezetés

X valószín¶ségi változó: egy véletlen kísérlet eredménye

eddig: X diszkrét, és a P(X = x) valószín¶ségekkel lehet leírni az el-
oszlását

ha a lehetséges értékek halmaza �túl nagy�, vagy a valószín¶ségek �túl
kicsik�, ez nem informatív

például: X az értékpapír árfolyama holnap, P(X = 784) = 0, 0038,
P(X = 785) = 0, 004, stb. egy el®rejelzés szerint → ennél hasznosabb
információ lehet, hogy

P(X ≤ 785) = 0, 5,

azaz az értékpapír 50% valószín¶séggel nem haladja meg a 785 szintet

eloszlásfüggvény: F (t) annak valószín¶sége, hogy a valószín¶ségi
változó értéke legfeljebb t, azaz

F (t) = P(X ≤ t).



Eloszlásfüggvény: példa

t függvényében a t-nél nem nagyobb árfolyamú napok aránya az el®z® pél-
dában



Eloszlásfüggvény: de�níció

Legyen X : Ω → R valószín¶ségi változó. Ekkor X eloszlásfüggvénye az
alábbi F : R → [0, 1] függvény:

F(t) = P(X ≤ t) = P({ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t})

tetsz®leges t ∈ R valós számra.

Ezminden valószín¶ségi változóra és minden t ∈ R valós számra értelmes:
éppen úgy de�niáltuk a valószín¶ségi változót, hogy {ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t} ∈
A egy esemény, tehát van valószín¶sége.



Eloszlásfüggvény: példa

Valakinek három gyereke születik, a gyerekek mindegyike egymástól függet-
lenül 1/2 valószín¶séggel �ú. Nyolc egyformán valószín¶ eset van:

{LLL,FLL, LFL, LLF,FFL,FLF, LFF,FFF}

Legyen X a �úk száma. X diszkrét valószín¶ségi változó, lehetséges értékei:
0, 1, 2, 3, és

P(X = 0) =
1
8
, P(X = 1) =

3
8
, P(X = 2) =

3
8
, P(X = 3) =

1
8
.

Az X eloszlásfüggvényének, F -nek az értéke néhány helyen:

F (0) = P(X ≤ 0) =
1
8
; F (1) = P(X ≤ 1) =

1
2
;

F (2, 4) = P(X ≤ 2, 4) =
7
8
; F (4) = P(X ≤ 4) = 1.



Eloszlásfüggvény: példa

Három gyerek közül a �úk számának eloszlásfüggvénye
vízszintes: t, függ®leges: F (t) = P(X ≤ t).



Eloszlásfüggvény
De�níció (Eloszlásfüggvény)

Legyen X : Ω → R valószín¶ségi változó. Ekkor X eloszlásfüggvénye az

alábbi F : R → [0, 1] függvény:

F (t) = P(X ≤ t) = P({ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t}) minden t ∈ R valós számra.

Az eloszlásfüggvény minden t valós számhoz hozzárendeli, hogy mennyi an-
nak valószín¶sége, hogy a valószín¶ségi változó értéke legfeljebb t. Például
ha X a �úk száma három gyerek közül:

F (1) = P(X ≤ 1) = P(legfeljebb egy �ú van) = 1/2;

F (2) = P(X ≤ 2) = P(legfeljebb két �ú van) = 7/8;

F (2, 3) = P(X ≤ 2, 3) = P(legfeljebb 2, 3 �ú van) = 7/8;

Véges értékkészlet¶ valószín¶ségi változók esetén az eloszlásfüggvény lépcs®s
(véges sok értéket vesz fel), és az ugrások nagyságát az egyes lehetséges
értékek valószín¶ségei adják meg.
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Eloszlásfüggvény: példa

Szabályos dobókockával dobott szám eloszlásfüggvénye
vízszintes: t, függ®leges: F (t) = P(X ≤ t).



Az eloszlásfüggvény tulajdonságai

Ha a, b ∈ R valós számok, és F az X eloszlásfüggvénye, akkor

P(a < X ≤ b) = F (b)− F (a),

hiszen annak valószín¶ségét, hogy X az a és b közé esik, megkaphatjuk úgy,
hogy P(X ≤ b)-b®l levonjuk P(X ≤ a)-t.

Legyen F egy tetsz®leges valószín¶ségi változó eloszlásfüggvénye. Ekkor

(i) F monoton növ®: a < b esetén F (a) ≤ F (b).
(ii) limt→−∞ F (t) = 0; limt→∞ F (t) = 1.
(iii) F jobbról folytonos, azaz minden t ∈ R valós számra lims→t+ F (s) =

F (t).

Fordítva: ha F -re érvényesek ezek a tulajdonságok, akkor van olyan X , ami-
nek F az eloszlásfüggvénye.



Eloszlásfüggvény: példa

Legyen X négy rend¶ 1/2 paraméter¶ binomiális eloszlású valószín¶ségi vál-
tozó. Mennyi X eloszlásfüggvényének az értéke az 1, 5 helyen?

X -re a következ®képpen gondolhatunk: n = 4 független kísérlet, mindegyik
p = 0, 5 valószín¶séggel sikerül, X a sikeres kísérletek száma.

De�níció szerint, ha F az X eloszlásfüggvénye, akkor

F (1, 5) = P(X ≤ 1, 5) = P(X ≤ 1) = P(X = 0) + P(X = 1),

hiszen X értéke nemnegatív egész. Így

F (1, 5) = P(X = 0) + P(X = 1) =

(
1
2

)4

+ 4 ·
(
1
2

)4

=
5
16

.
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Egyenletes eloszlás
Tekintsük a következ® hétköznapi példát.

Csomagot várunk, amit a futár véletlen Y id®pontban hoz ki.

Feltételezzük, hogy Y egyenletes eloszlású a [8, 12] intervallumon (órá-
ban mérve).

Mennyi a valószín¶sége, hogy a futár 11 óráig megérkezik?

Feltéve, hogy a futár 10 óráig még nem érkezett meg, mennyi a
valószín¶sége, hogy 11 óra el®tt megérkezik?

Legyen X a futár érkezésének id®pontja. Így fogunk tudni számolni:

P(X ≤ 11)

=
11− 8
12− 8

=
3
4
= 75%.

P(X ≤ 11|X > 10) =
P({X ≤ 11} ∩ {X > 10})

P(X > 10)
=

1/4
2/4

=
1
2
.
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Egyenletes eloszlás

A [8, 12] intervallumon egyenletes eloszlásból vett 500 elem¶ minta hisztog-
ramja



Egyenletes eloszlás
De�níció (Egyenletes eloszlás (uniform distribution))

Az X valószín¶ségi változó egyenletes eloszlású az [a, b] intervallumon, ha

eloszlásfüggvénye:

F (t) = P(X ≤ t) =


0, ha t ≤ a;
t−a
b−a , ha a < t < b;

1, ha t ≥ b.



Egyenletes eloszlás

Csomagot várunk, a futár 10 és 12 óra között érkezik. Feltesszük, hogy
érkezésének id®pontja egyenletes eloszlású a [10, 12] intervallumon. Ekkor
az el®z® állítás alapján az alábbiak igazak (a = 10, b = 12).

Annak valószín¶sége, hogy 10 és 11 óra között érkezik: (11−10)/(12−
10) = 1/2.

Annak valószín¶sége, hogy 10:15 és 10:30 között érkezik: 1/8 = 0, 125.

Annak valószín¶sége, hogy 10 : 30 után érkezik: 3/4 = 0, 75.



Exponenciális eloszlás

Az exponenciális eloszlás sokszor használható véletlen id®tartamok model-
lezésére, például

egy m¶velet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgálása egy boltban,
vagy egy számítás elvégzése egy számítógépen

egy ember reakcióideje

két esemény bekövetkezése között eltelt id®, például egy üzletben két
ügyfél érkezése közötti id®

járványterjedés modellezésénél: a fert®zés átadásának vagy a gyógyu-
lásnak az ideje

radioaktív részecske bomlási ideje



Exponenciális eloszlás

λ = 1 paraméter¶ exponenciális eloszlás s¶r¶ségfüggvénye és 500 darab
független, 1 paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változóból álló
minta hisztogramja



Exponenciális eloszlás

De�níció
Legyen λ > 0 valós szám. Az X valószín¶ségi változó exponenciális elosz-
lású λ paraméterrel, ha eloszlásfüggvénye:

F (t) = P(X ≤ t) =

{
1− e−λt , ha t > 0;

0 különben.



Exponenciális eloszlás

Különböz® paraméter¶
(
λ = 1

2
, 1, illetve 4

)
exponenciális eloszlások elosz-

lásfüggvényei



Exponenciális eloszlás

Példa. Tegyük fel, hogy egy boltban egy vev® kiszolgálásának ideje (percben
számolva) 1/3 paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változó.

Mennyi a valószín¶sége, hogy a vev®t legalább 5 percig tart kiszolgálni?
Mennyi a valószín¶sége, hogy a vev® kiszolgálása legalább 2, de legfeljebb
4 percig tart?

Az eloszlásfüggvény de�níciója alapján

P(X ≥ 5) = 1− P(X < 5) = 1− F (5) = 1− (1− e−λ·5) = e−λ·5 =

= e−5/3 = 18, 9%.

Hasonlóképpen

P(2 ≤ X ≤ 4) = P(X ≤ 4)− P(X ≤ 2) = F (4)− F (2) =

= (1− e−4/3)− (1− e−2/3) = e−2/3 − e−4/3 = 25%.
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Exponenciális eloszlás

Állítás (Az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonsága)

Legyen X exponenciális eloszlású valószín¶ségi változó, s, t pozitív számok.

Ekkor

P(X ≥ s + t|X ≥ s) = P(X ≥ t).

Bizonyítás. A feltételes valószín¶ség de�nícióját és az exponenciális eloszlás
eloszlásfüggvényének alakját felhasználva

P(X ≥ s + t|X ≥ s) =
P({X ≥ s + t} ∩ {X ≥ s})

P(X ≥ s)
=

1− P(X < s + t)

1− P(X < s)
=

=
1− F (s + t)

1− F (s)
=

1− (1− e−λ(s+t))

1− (1− e−λs)
=

e−λ(s+t)

e−λs
=

= e−λt = 1− (1− e−λt) = 1− F (t) = P(X ≥ t).

□



Pareto-eloszlás

Biztosításmatematikában, vagy például a jövedelmek eloszlásának modelle-
zésére használják gyakran az alábbi eloszlást.

De�níció (Pareto-eloszlás)

Az X valószín¶ségi változó Pareto-eloszlású α > 0 és c > 0 paraméterekkel,

ha eloszlásfüggvénye

F (t) = P(X ≤ t) =

{
0; ha t ≤ c ;

1−
(
c
t

)α
; ha t > c .

.

A de�nícióból látszik, hogy a Pareto-eloszlás a c paraméternél kisebb érté-
keket nem vehet fel. Gyakran használják jövedelmek eloszlásának modelle-
zésére. Ahogy kés®bb látni fogjuk, van olyan α, melyre az eloszlás várható
értéke nem létezik, és olyan is, amire a várható érték létezik, de a szórás
nem.



Pareto-eloszlás

Különböz® paraméter¶ Pareto-eloszlások eloszlásfüggvényei



Házi feladat november 5., kedd, 8:15-ig

Legyenek X és Y egymástól független, Poisson-eloszlású valószín¶ségi vál-
tozók, a várható értéke mind a kett®nek 5.

a) Számítsuk ki X + Y és X − 3Y korrelációs együtthatóját.

b) Sorsoljunk az R-ben két darab, 1000 hosszú vektort, melyek minden eleme
független, 5 várható érték¶ Poisson-eloszlású valószín¶ségi változó. Legye-
nek ezek x és y . Számítsuk ki x + y és x − 3 ∗ y tapasztalati korrelációs
együtthatóját (a cor segítségével). Ábrázoljuk x + y és x − 3 ∗ y együttes
eloszlását (a plot(x+y ∼ x-3*y) segítségével). Mit állapíthatunk meg az
ábra alapján, a korrelációs együtthatót és a tapasztalati korrelációs együtt-
hatót összehasonlítva?


