A varhat6 érték tulajdonsagai (7. el6adas)
o (Osszeg varhaté értéke) Ha X, Y valdsziniiségi valtozék, és X, Y, X+ Y
varhaté értéke létezik, akkor
E(X +Y)=E(X)+E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha az X valdszinliségi valtozé varhaté értéke lé-
tezik, és ¢ tetsz6leges valds szam, akkor

E(c - X) = c-E(X).



A varhat6 érték tulajdonsagai (7. el6adas)
o (Gsszeg varhat6 értéke) Ha X, Y val6sziniiségi valtozok, és X, Y, X+Y
varhaté értéke létezik, akkor
E(X +Y)=E(X)+E(Y).
o (konstans kiemelése) Ha az X valdszinliségi valtozé varhaté értéke lé-

tezik, és ¢ tetsz6leges valds szam, akkor
E(c - X) = c-E(X).

o (szorzat varhaté értéke fiiggetlen esetben) Ha az X és Y valdszin(iségi
valtozok fiiggetlenek, és X, Y, X - Y varhato értéke létezik, akkor

E(XY) = E(X) - E(Y).



A varhat6 érték tulajdonsagai (7. el6adas)
o (Osszeg varhaté értéke) Ha X, Y valdsziniiségi valtozék, és X, Y, X+ Y
varhaté értéke létezik, akkor

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha az X valdszinliségi valtozé varhaté értéke lé-
tezik, és ¢ tetsz6leges valds szam, akkor

E(c - X) = c-E(X).

o (szorzat varhaté értéke fiiggetlen esetben) Ha az X és Y valdszin(iségi
valtozok fiiggetlenek, és X, Y, X - Y varhato értéke létezik, akkor

E(XY) = E(X) - E(Y).

o (fiiggvény varhaté értéke) Ha g : R — R olyan fiiggvény, hogy E(X)
létezik, és az X lehetséges értékei xi, X2, . . ., akkor

E(g(X)) = Zg(x,-)P(X = X;).



A szérasnégyzet tulajdonsagai

o (nemnegativitas) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil
o (szorzas és eltolas) ha a, b val6s szamok, X véges szérasi valdszin(iségi
valtozo, akkor

D?(aX + b) = a°D*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).



A szérasnégyzet tulajdonsagai

o (nemnegativitas) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil
o (szorzas és eltolas) ha a, b val6s szamok, X véges szérasi valdszin(iségi
valtozo, akkor

D?(aX + b) = a°D*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).

o (Osszeg szérasa fliggetlen esetben) ha az X, Y val6sziniiségi valtozék
fuggetlenek és szérasuk létezik, akkor

DA(X+Y) = DA(X)+D*(Y) = D(X+Y)=,/D2(X)+D2(Y).

@ van olyan valdsziniiségi valtozd, melynek véarhaté értéke véges, de a
szérasa nem létezik (példaul: P(X = k) = c/k3 megfelels c-vel)



A binomidlis eloszlas varhato értéke és szérasa

Allitas

Ha az X valésziniiségi valtozé binomiélis eloszldsi n renddel és p paramé-
terrel, azaz

P(X = k) = (:) pk(1—p)" % (k=0,1,...,n),

akkor

E(X)=np;  D(X)=+/np(l—p).

Egy kérdsiv egy kérdésére n = 1000 megkérdezett koziil mindenki a
tobbiektdl fliggetleniil p = 0, 65 valészintiséggel valaszol. Ekkor a valaszaddk
szamanak (melyet jeldljiink X-szel) a varhaté értéke:

E(X) = np = 1000 - 0,65 = 650,
mig a szdrasa:

D(X) = v/np(1 — p) = /1000 - 0,65 - 0, 35 = 15, 08.




A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitds. Legyen X binomialis eloszlasii n renddel és p paraméterrel. Azaz:
n flggetlen kisérletet végziink, mindegyik p valészintiséggel sikeriil, X a
sikeresek szama. Vezessiik be az alabbi indikatorokat j = 1,2,..., n esetén:

)1 haa . kisérlet sikeres;
/ 0 ha aj. kisérlet nem sikeres.

Ekkor X éppen az indikatorok Gsszege (az egyesek szama):

X:X1+X2+...+Xn:ZXj.
j=1



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitds. Legyen X binomialis eloszlasii n renddel és p paraméterrel. Azaz:
n flggetlen kisérletet végziink, mindegyik p valészintiséggel sikeriil, X a
sikeresek szama. Vezessiik be az alabbi indikatorokat j = 1,2,..., n esetén:

)1 haa . kisérlet sikeres;
/ 0 ha aj. kisérlet nem sikeres.

Ekkor X éppen az indikatorok Gsszege (az egyesek szama):
n
X:X1+X2+...+Xn:ZXj.
j=1

Mivel barmely j-re
E(Xj))=1-P(X=1)+0-P(X =0) = p,
ezért

E(X) = E(Xi+Xo+. . .+ Xn) = E(X0)+E(X2)+. . . +E(Xp) = p+p+...+p =



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitas. Ugyanazokat az indikatorokat hasznaljuk:

1 ha a j.kisérlet sikeres;
7710 haa J.kisérlet nem sikeres.



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitas. Ugyanazokat az indikatorokat hasznaljuk:

1 ha a j.kisérlet sikeres;
7710 haa J.kisérlet nem sikeres.

Most X; = XJ-2, hiszen 02 = 0 és 12 = 1, és mar lattuk, hogy E(X;) = p.
Ezért

D*(X;) = E(X?) — E(X;)* = E(X;) —E(X;)* = p— p* = p(1 — p),

Mivel az X; indikatorok fiiggetlenek, és az Gsszegiik X:

D(X:\/D2X1+Xz+...+X \/D2 +D2X2) o+ D3(Xn) =
=p(1=p)+p(1—p)+...+p(1—p)=+/np(1 - p)

A hipergeometrikus eloszlas varhaté értékére vonatkozé dsszefliggés szintén
indikatorokkal igazolhaté.



Névjegy-probléma

n ember bedobja a névjegyét egy kalapba, ezutan mindenki haz egyet vélet-
lenszerien, minden még ott lévst azonos valdsziniiséggel valasztva. Legyen
X a sajat névjegyiiket hazok szama. Mennyi X varhaté6 értéke?



Névjegy-probléma

n ember bedobja a névjegyét egy kalapba, ezutan mindenki haz egyet vélet-
lenszerien, minden még ott lévst azonos valdsziniiséggel valasztva. Legyen
X a sajat névjegyiiket hazok szama. Mennyi X varhaté6 értéke?

X — 1 ha aj. ember a sajatjat hazza;
7710 haa Jj. ember nem a sajatjat hiazza.
Mivel X = X1 +Xo + ...+ X, és
_ e 1
1) = P(a j. ember a sajatjat huzza) = —,

n
azt kapjuk, hogy

E(X) = E(Xi +Xo+ - .+ Xp) = E(X0) + E(X0) +. ..+ E(Xy) = n-% —1



Névjegy-probléma
n ember bedobja a névjegyét egy kalapba, ezutan mindenki haz egyet vélet-
lenszerien, minden még ott lévst azonos valdsziniiséggel valasztva. Legyen
X a sajat névjegyiiket hazok szama. Mennyi X varhaté6 értéke?
{1 ha a j. ember a sajatjat hizza;
X; =

0 ha aj. ember nem a sajatjat hizza.

Mivel X = X1 +Xo + ...+ X,, és
1
E(Xj) =P(X; =1) = P(a j. ember a sajatjat hazza) = o

azt kapjuk, hogy

E(X) = E(Xi +Xo+ - .+ Xp) = E(X0) + E(X0) +. ..+ E(Xy) = n-% —1

Megjegyzés: lim,_oo P(X = k) = ﬁ vagyis Poisson(1) a hatareloszlas.
Ennek varhaté értéke is 1.



Kovariancia és korrelaciés egyiitthaté

o két valdsziniiségi valtozé lehet

» fiiggetlen: példaul két taldlomra vélasztott ember jovedelme, vagy,

> : példaul egy talalomra valasztott ember jovedelme most,
illetve fél év malva

e az Gsszefiigg6ség mértéke kiilonbozs lehet:

» egy taldlomra valasztott felnétt életkora és jovedelme ,er6sen Gsszefiig-
g6’ a fiataloké és id6seké altalaban alacsonyabb;

» egy taldlomra valasztott feln6tt életkora és testmagassaga ,,gyengén Ossze-
fiiggd”, hiszen egy fiatal felnétt néhet, az idések pedig valamennyit ve-
szitenek a testmagassagukbdl, de egyik valtozas sem nagyon jelent6s.

@ a kapcsolat er8sségének jellemzésére tobbféle mérészam hasznalhato,

ezek kozott van a kovarianca és a korrelaciés egyiitthaté. Ez utéb-
binak a ,nagy” értékei ,er8s, linearis jellegli” 6sszefliggésre utalnak.



Fliggetlen normalis eloszlasok

Fiiggetlen standard normalis eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatéi fiiggetlen standard
normalis eloszlasuak. A koordinatak kozoétt nincs kapcsolat: a kovariancia és
a korrelaciés egyiitthaté is 0 lesz.



Pozitiv korrelacié

Nem fiiggetlen standard normalis eloszlasok

500 elemii minta a kdvetkezs tobbdimenziés normalis eloszlasbol: (X, X—\g)
ahol X, Z ~ N(0,1) figgetlenek.

Minél nagyobb X, ,valésziniileg” annal nagyobb (X + Z)/\@ is — ennek
megfelel&en a két koordinata kdzotti kovariancia és korrelaciés egyiitthaté
is pozitiv lesz.



Er6s pozitiv korrelacié

Eladott példanyok és bevétel
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eladott példdnyok

100 elem( minta az (X+Y,300X+400Y') eloszlasbdl, ahol X ~ Poisson(100)
és Y ~ Poisson(180) fiiggetlenek. A megfigyelések szinte teljesen egy pozitiv
meredekségii egyenesre illeszkednek — a korrelaciés egyiitthaté pozitiv és
majdnem 1, ami ,nagy”, mert ennek 1 lesz a lehetséges legnagyobb értéke.



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan val6szintiségi valtozék, melyeknek szérasa létezik.
Ekkor X és Y kovarianciaja:

cov(X, Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan val6szintiségi valtozék, melyeknek szérasa létezik.
Ekkor X és Y kovarianciaja:

cov(X, Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).

@ A kovariancia kiszamitasa:
cov(X,Y)=E(X-Y)—-EX)E(Y).

e Szimmetria. cov(X,Y) = cov(Y, X).
o Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).



A kovariancia

Legyenek X és Y olyan val6szintiségi valtozék, melyeknek szérasa létezik.
Ekkor X és Y kovarianciaja:

cov(X, Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).

@ A kovariancia kiszamitasa:
cov(X,Y)=E(X-Y)—-EX)E(Y).

e Szimmetria. cov(X,Y) = cov(Y, X).

o Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).

o Fiiggetlenséggel valé kapcsolat. Ha az X és Y val6sziniiségi valtozok
fiiggetlenek, akkor cov(X, Y) = 0.

cov(X,Y) = 0 esetén nem biztos, hogy X és Y
figgetlenek.



A kovariancia tulajdonsagai

Konstanssal valé kovariancia. cov(X,c) =0, ha c valds szam.

Linearitas. Egyrészt
cov(X +Y,Z) =cov(X,Z)+ cov(Y, Z2),
masrészt tetszéleges ¢ € R valds szamra
cov(c- X,Y)=c-cov(X,Y).

o Osszeg szérasnégyzete. D?(X+Y) = D?(X)+D?(Y)+2cov(X, Y).
Tovabba

D? ( Z; x,-) - Z; D2(X) +2 " cov(X;, X))-

i<j

o Kiildnbség szérasnégyzete. D?(X—Y) = D?(X)+D?(Y)—2cov(X, Y).



Kovariancia: példa

Egy lzletben az A és B (jsag forgalmat figyelik.

o Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B ajsagbdl eladott példanyok szdma Y.

e Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasdak, X para-
métere 100, Y-é 180.

e Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az 6sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé
bevételnek a kovariancigja?



Kovariancia: példa

Egy lzletben az A és B (jsag forgalmat figyelik.

o Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B ajsagbdl eladott példanyok szdma Y.

e Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasdak, X para-
métere 100, Y-é 180.

e Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az 6sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé
bevételnek a kovarianciaja? Azaz mennyi cov(X + Y,300X +400Y)?

A szamolas el6tt: pozitiv, negativ vagy 0 kovarianciara tippelnénk?



Kovariancia: példa

Egy lzletben az A és B (jsag forgalmat figyelik.

o Az A Gjsagbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B ajsagbdl eladott példanyok szdma Y.

e Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasdak, X para-
métere 100, Y-é 180.

e Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az 6sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé
bevételnek a kovarianciaja? Azaz mennyi cov(X + Y,300X +400Y)?

A szamolas el6tt: pozitiv, negativ vagy 0 kovarianciara tippelnénk?

Mivel minél nagyobb a példanyszam, ,valésziniileg” annal nagyobb a
bevétel, pozitiv kovarianciara szamithatunk.



Kovariancia: példa

X és Y fliggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100, az Y-é 180.
Ekkor az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciaja:

cov(X + Y, 300X +400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X,400Y)+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(25 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y) =

©) 3000%(X) + 400D2(Y) =

9 300 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy



Kovariancia: példa

X és Y fliggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100, az Y-é 180.
Ekkor az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciaja:

cov(X + Y, 300X +400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X,400Y)+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(25 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y) =

©) 3000%(X) + 400D2(Y) =

9 300 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy (a) a kovariancia linearis;



Kovariancia: példa

X és Y fliggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100, az Y-é 180.
Ekkor az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciaja:

cov(X + Y, 300X +400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X,400Y)+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(25 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y) =

©) 30002(x) + 4000%(Y) =

9 300 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy (a) a kovariancia linearis;

(b) fiiggetlen valdszinliségi valtozok kovarianciaja 0, illetve egy valdszin(iségi
valtozé sajat magaval vett kovarianciaja a szérasnégyzete;



Kovariancia: példa

X és Y fliggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100, az Y-é 180.
Ekkor az eladott példanyok szamanak és a bevételnek a kovarianciaja:

cov(X + Y, 300X +400Y) 2 cov(X,300X) + cov(X,400Y)+

+ cov(Y,300X) + cov(Y,400Y) =

(25 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y) =

©) 3000%(X) + 400D2(Y) =

9 300 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk, hogy (a) a kovariancia linearis;

(b) fiiggetlen valdszinliségi valtozok kovarianciaja 0, illetve egy valdszin(iségi
valtozé sajat magaval vett kovarianciaja a szérasnégyzete;

(c) egy A paraméterii Poisson-eloszlasii valésziniiségi valtozé szérasnégy-
zete A\



Kovariancia: példa

Eladott példanyok és bevétel

120000
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eladott példanyok

A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X +Y') egyiittes elSfor-
duldsa n = 100 fliggetlen megfigyelésbdl. Kovariancia: cov(X + Y,300X +
400Y’) = 102000.



Korrelaciés egyiitthatd: bevezetés

o A kovariancia bevezetésének célja, hogy két valdsziniiségi valtozé ko-
z0Otti tudjuk mérni.

@ A korabbi példaban: a példanyszam és a bevétel kovarianciaja 102000
volt.

@ Viszont ha a bevételt nem forintban, hanem ezer forintos egységben
mérjiik:

X : példanyszam Y : bevétel forintban Z : bevétel ezer forintban,

akkor

cov(X,Z)zcov(X Y) cov(X, Y)

'T000) = 1000 ‘0%

Vagyis a kovariancia a mértékegységtdl fligg = hasznos egy olyan
mennyiség, ami szintén az Osszefliggés erGsségét méri, de a mértékegy-
ség valasztasatol fiiggetleniil.

@ llyen lesz a korrelaciés egyiitthaté.



Korrelacios egyiitthaté: definicié
Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szérasnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelacios egyiitthatgja:

cvX.¥) - ha D(X) > 0,D(Y) > 0;

R(X,Y) = D(X)D(Y)’
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.



Korrelacios egyiitthaté: definicié
Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szérasnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelacios egyiitthatgja:

cvX.¥) - ha D(X) > 0,D(Y) > 0;

R(X,Y) = D(X)D(Y)’
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.

o Lehetséges értékek. A korrelacids egyiitthaté értéke mindig —1 és 1
kozé esik:
IR(X,Y)| <1.
o Linearis Gsszefiiggés. Legyen a > 0 valds szam, b tetsz6leges valos
szam. Ekkor

R(X,aX+b)=1 &  R(X,—aX+b)=—1.

o Tegyiik fel, hogy |R(X, Y)| = 1. Ekkor |éteznek olyan a és b valés sza-
mok, hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valdsziniiséggel teljesiil. Vagyis
a korrelacids egyiitthaté lehetséges legnagyobb értékei linearis dsszefiig-
gés esetén érhetdk el.



Korrelaciés egyiitthaté: példa
Egy lzletben az A és B (jsag forgalmat figyelik.

o Az A ajsagbol egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B ajsagbdl eladott példanyok szama Y.

o Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramé-
tere 100, Y-é 180.

e Az A Gjsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az 6sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé
bevételnek a korrelaciés egyiitthatdja?



Korrelaciés egyiitthaté: példa
Egy lzletben az A és B (jsag forgalmat figyelik.

o Az A ajsagbol egy nap alatt eladott példanyok szama X;
@ a B ajsagbdl eladott példanyok szama Y.

o Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramé-
tere 100, Y-é 180.

e Az A Gjsag ara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az 6sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazé
bevételnek a korrelaciés egyiitthatdja?

cov(X + Y, 300X +400Y)
R(X + Y,300X +400Y) — _
(XY, 300X +400Y) = 5 5=y D (300X + 400)
102000

D(X + Y)D(300X + 400Y)

a korabbi szamolas alapjan, igy a szérasokat kell meghataroznunk.



Korrelaciés egyiitthaté: példa
X és Y fliggetlenek, Poisson-eloszlastak, X paramétere 100, az Y-é 180.
Ekkor az eladott példanyok szamanak szérasa:



Korrelaciés egyiitthaté: példa

X és Y fliggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100, az Y-é 180
Ekkor az eladott példanyok szamanak szérasa:

D(X +Y) \/D2 ) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73.
A bevétel szérasa:



Korrelaciés egyiitthaté: példa

X és Y fliggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100, az Y-é 180
Ekkor az eladott példanyok szamanak szérasa:

D(X +Y) \/D2 ) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73.
A bevétel szérasa:

D(300X + 400Y) = /3002D2(X) + 4002D%(Y) =

— /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17.

Ezek alapjan a korrelaciés egyiitthaté:



Korrelaciés egyiitthaté: példa

X és Y fliggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100, az Y-é 180
Ekkor az eladott példanyok szamanak szérasa:

D(X +Y) \/D2 ) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73.
A bevétel szérasa:

D(300X + 400Y) = /3002D2(X) + 4002D%(Y) =

— /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17.

Ezek alapjan a korrelaciés egyiitthaté:

cov(X + Y, 300X + 400Y)
4 = =
RIX+Y,300X +400Y) = 5~ D (300X + 400Y)
102000
— — 0,9915.
16,73 -6148,17

A korrelaciés egyiitthaté lehetséges legnagyobb értéke 1, igy ez erGs pozitiv
korrelaciét jelent.



Korrelaciés egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X + Y') egyiittes el6for-
dulasa n = 100 fiiggetlen megfigyelésbdl. Kovariancia: 102000, korrelaciés
egylitthaté: 0,9915.



Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B (jsag forgalmat figyelik. Legyen az A jsagbdl
egy nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsaghél eladott példanyok
szama Y. Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlasiak, X
paramétere 100, Y-é 180. Az A (jsag ara 300 forint, a B-& 4000. Mennyi
az Osszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbél szarmazé bevételnek
a korrelaciés egyiitthatéja?

cov(X + Y, 300X + 4000Y) = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;
D(X +Y) \/D2 ) + D2(Y) = v/100 1 180 = 16, 73;
D(300X + 4000Y) = \/ 3002D2(X) + 40002D2(Y) =

/3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42;
cov(X + Y,300X +4000Y)
R(X + Y, 300X + 4000Y) = -
(X+Y,300X + )= D(X + v)D(300X T 4000Y)
750000
16,73 - 53749,42

A korrelacios egyiitthat6 értéke kisebb, mint hasonlé ar.esetén.

=0,83.



Korrelaciés egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +4000Y') és az eladott példanyszam (X + Y') egyiittes el6-
fordulasa n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 750000, korrelacios egyiitt-
haté: 0,83.



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és h&mérséklet:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-
okozati Gsszefiiggés

@ napsiitéses érak szama és hdémennyiség:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-
okozati Gsszefiiggés

@ napsiitéses érak szama és homennyiség: negativ korrelacié, van ok-
okozati dsszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-
okozati Gsszefiiggés

@ napsiitéses érak szama és homennyiség: negativ korrelacié, van ok-
okozati dsszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét
iranyban lehet ok-okozati sszefliggés

@ tengerparton toltott id6 és egészség:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-
okozati Gsszefiiggés

@ napsiitéses érak szama és homennyiség: negativ korrelacié, van ok-
okozati dsszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét
iranyban lehet ok-okozati sszefliggés

@ tengerparton toltott id6 és egészség:
ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati Gssze-
fliggés, a tengerparton toltdtt id6 Gsszefligg az anyagi helyzettel, ami
az egészséggel, de csak a tengerparttdl nem biztos, hogy egészséges lesz
valaki, illetve aki beteg, kevésbé megy a tengerpartra

@ a valasok aranya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az
USA-ban:


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-
okozati Gsszefiiggés

@ napsiitéses érak szama és homennyiség: negativ korrelacié, van ok-
okozati dsszefliggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét
iranyban lehet ok-okozati sszefliggés

@ tengerparton toltott id6 és egészség:
ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati Gssze-
fliggés, a tengerparton toltdtt id6 Gsszefligg az anyagi helyzettel, ami
az egészséggel, de csak a tengerparttdl nem biztos, hogy egészséges lesz
valaki, illetve aki beteg, kevésbé megy a tengerpartra

@ a valasok aranya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az
USA-ban:van pozitiv korrelacié (R = 0,9926), de feltehetéen nincs
ok-okozati Gsszefiiggés (forras és tovabbi példak:
http://tylervigen.com/spurious-correlations)


http://tylervigen.com/spurious-correlations

Korrelacié és ok-okozat

Divorce rate in Maine
correlates with
Per capita consumption of margarine
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

4.95 per 1,000
8lbs

4.62 per 1,000
6lbs

vorce rate in Maine
palNsUo? auLIEREN

$4.29 per 1,000 atbs

Di

3.96 per 1,000 2Ibs
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

-8 Margarine consumed - Divorce rate in Maine

A valasok aranya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az USA-
ban, korrelaciés egyiitthaté: 0,9926

http://tylervigen.com/spurious-correlations

.Big data” analizis: 200-300 mennyiség kozdtt kdnnyen talalhaté néhany
olyan par, amik ok-okozati Gsszefiiggés nélkiil is nagy pozitiv korrelaciéval
rendelkeznek, de olyanok is, amik kozott valés Gsszefliggés van — mindez
alaposabb vizsgalatot igénvel.



Korrelalatlansag

Ha az X, Y val6sziniiségi valtozék kovarianciaja 0, akkor azt mondjuk, hogy
X és Y korrelalatlanok. Mi ennek a kapcsolata a fiiggetlenséggel?

X és Y fiiggetlenek ‘ X és Y korrelalatlanok




Korrelalatlansag

Ha az X, Y val6sziniiségi valtozék kovarianciaja 0, akkor azt mondjuk, hogy
X és Y korrelalatlanok. Mi ennek a kapcsolata a fiiggetlenséggel?

’ X és Y fiiggetlenek ‘ Z ’ X és Y korrelalatlanok ‘

Legyen X és Y két fiiggetlen, szabalyos kockadobas eredménye.
’U:X—l—Yaztisszeg‘ ’V:X—Ya kﬁlﬁnbség‘

cov(U, V) = cov(X +Y,X —Y) = D3(X) — cov(X, Y) +
+cov(X,Y) — D?(Y) = 0= X és Y korrelalatlanok

Ugyanakkor U és V , példaul mert



Korrelalatlansag

Ha az X, Y val6sziniiségi valtozék kovarianciaja 0, akkor azt mondjuk, hogy
X és Y korrelalatlanok. Mi ennek a kapcsolata a fiiggetlenséggel?

’ X és Y fiiggetlenek ‘ Z ’ X és Y korrelalatlanok ‘

Legyen X és Y két fiiggetlen, szabalyos kockadobas eredménye.
’U:X—l—Yaztisszeg‘ ’V:X—Ya kﬁlﬁnbség‘

cov(U, V) = cov(X +Y,X —Y) = D3(X) — cov(X, Y) +
+cov(X,Y) — D?(Y) = 0= X és Y korrelalatlanok

Ugyanakkor U és V , példaul mert
OzJP’(Uzll,Vzo)#IP’(U:11)~]P’(V:0):%.%



Korrelalatlansag: példa

Dobott szamok dsszege és kiilonbsége
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A dobott szamok kiilénbségének (X — Y) és a dobott szamok 6sszegének
(X+Y) egyiittes eléfordulasa 100 megfigyelésbsl. Kovariancia: 0, de X+Y
és X —-Y



A kovariancia (7. el6adas)

Definicié (Kovariancia)
Legyenek X és Y olyan valdsziniségi valtozok, melyeknek szérdsa létezik.
Ekkor az X és Y kovariancidja:

cov(X,Y) =E[(X —E(X)) - (Y —E(Y))].

Legyenek X,Y,Z, Xi,..., X, olyan valdsziniiségi valtozék, melyek szérasa
letezik. Ekkor a kovetkezsk teljesiilnek.

@ A kovariancia kiszamitasa:
cov(X,Y)=E(X-Y)—-E(X)E(Y).

e Szimmetria. cov(X,Y) = cov(Y, X).
o Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).



Korrelacios egyiitthaté: definicié
Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szérasnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelacios egyiitthatgja:

cvX.¥) - ha D(X) > 0,D(Y) > 0;

R(X,Y) = D(X)D(Y)’
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.



Korrelacios egyiitthaté: definicié
Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szérasnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelacios egyiitthatgja:

cvX.¥) - ha D(X) > 0,D(Y) > 0;

R(X,Y) = D(X)D(Y)’
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.

o Lehetséges értékek. A korrelacids egyiitthaté értéke mindig —1 és 1
kozé esik:
IR(X,Y)| <1.
o Linearis Gsszefiiggés. Legyen a > 0 valds szam, b tetsz6leges valos
szam. Ekkor

R(X,aX+b)=1 &  R(X,—aX+b)=—1.

o Tegyiik fel, hogy |R(X, Y)| = 1. Ekkor |éteznek olyan a és b valés sza-
mok, hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valdsziniiséggel teljesiil. Vagyis
a korrelacids egyiitthaté lehetséges legnagyobb értékei linearis dsszefiig-
gés esetén érhetdk el.



Rangkorrelacié

Alacsony pozitiv korrelacio

10

x"20
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0.2
I

0.0 02 04 06 08 1.0

Legyen X egyenletes eloszlast a (0,1) intervallumbél, Y = X?°. A korrels-
ciés egyiitthaté értéke 0,5 koriili, pedig szoros Osszefiiggés van.



Rangkorrelacié

Legyenek X1, Xs,..., Xy, Y1,..., Y, megfigyelések.



Rangkorrelacié

Legyenek X1, Xs,..., Xy, Y1,..., Y, megfigyelések.

Rendezziik sorba a két mintat kiilon-kiilon nagysag szerint, és irjuk fel, hogy
az egyes megfigyelések hanyadikak a sorba rendezett mintaban. Ezek lesz az
egyes megfigyelések rangja.

Péeldaul:

X1 =650, X, =870, X3 =720 = (3, 1, 2)

Y1 =18,Y, =15, Y; =17 = (1,3,2)



Rangkorrelacié

Legyenek X1, Xs,..., Xy, Y1,..., Y, megfigyelések.

Rendezziik sorba a két mintat kiilon-kiilon nagysag szerint, és irjuk fel, hogy
az egyes megfigyelések hanyadikak a sorba rendezett mintaban. Ezek lesz az
egyes megfigyelések rangja.

Peldaul:
X1 =650, X, =870, X3 =720 = (3, 1, 2)

Y1 =18,Y, =15, Y; =17 = (1,3,2)

Szamitsuk ki az igy kapott két adatsor, vagyis a rangok korrelaciés egyiitt-
hat6jat. Ez a rangkorrelacié (Spearman-korrelacio).



Eloszlasfiiggvény: példa

Ertékpapir arfolyama

érték
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Egy elképzelt értékpapir arfolyama 1000 napon keresztiil, 1000 forintban



Eloszlasfiiggvény: bevezetés

X valésziniiségi valtozé: egy véletlen kisérlet eredménye

eddig: X diszkrét, és a P(X = x) valésziniiségekkel lehet leirni az el-
oszlasat

ha a lehetséges értékek halmaza ,tal nagy”, vagy a valészintségek ,tal
kicsik”, ez nem informativ

példaul: X az értékpapir arfolyama holnap, P(X = 784) = 0,0038,
P(X = 785) = 0,004, stb. egy elérejelzés szerint — ennél hasznosabb
informéacio lehet, hogy

P(X < 785) = 0,5,

azaz az értékpapir 50% valdsziniiséggel nem haladja meg a 785 szintet

eloszlasfiiggvény: F(t) annak valészin(isége, hogy a valésziniiségi
valtozé értéke legfeljebb t, azaz

F(t) =P(X <t).



Eloszlasfiiggvény:

t figgvényében a t-nél nem nagyobb arfolyami napok aranya az el6z6

daban

eloszlasfuggvény, Fit)
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Az arfolyam tapasztalati eloszlasfiiggvénye




Eloszlasfiiggvény: definicié

Legyen X : Q — R valésziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az
alabbi F : R — [0, 1] fiiggvény:

F(t) =P(X <t) =P{w € Q: X(w) < t})
tetsz6leges t € R valés szamra.
Ez minden valésziniiségi valtozéra és minden t € R val6s szamra értelmes:

éppen Ggy definialtuk a valdsziniiségi valtozét, hogy {w € Q : X(w) < t} €
A egy esemény, tehat van valdsziniisége.



Eloszlasfiiggvény: példa

Valakinek harom gyereke sziiletik, a gyerekek mindegyike egymastol fiigget-
leniil 1/2 valésziniiséggel fia. Nyolc egyforman valdszinii eset van:

{LLL, FLL, LFL, LLF, ,FFF}

Legyen X a fitk szdma. X diszkrét val6sziniiségi valtozo, lehetséges értékei:
0,1,2,3, és

Az X eloszlasfiiggvényének, F-nek az értéke néhany helyen:

H@zMX§®=%: F(1) = B(X < 1) =
X

F4)=B(X <2,4)= |, F(4) = P(X < 4) =



Eloszlasfiiggvény: példa

Fillk szamanak eloszlasfiiggvénye
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Harom gyerek koziil a fitk szamanak eloszlasfliggvénye
vizszintes: t, flggtleges: F(t) = P(X < t).



Eloszlasfiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valosziniségi valtozé. Ekkor X eloszlastiiggvénye az
alabbi F : R — [0, 1] figgvény:

F(t)=P(X <t)=P{w € Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamral.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szamhoz hozzarendeli, hogy mennyi an-
nak valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozo értéke legfeljebb t. Példaul
ha X a fitk szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fid van) = 1/2;
F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) =P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fiad van) = 7/8;



Eloszlasfiiggvény

Definicié (Eloszlasfiiggvény) |
Legyen X : Q — R valosziniségi valtozé. Ekkor X eloszlastiiggvénye az
alabbi F : R — [0, 1] figgvény:

F(t)=P(X <t)=P{w € Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra,

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szamhoz hozzarendeli, hogy mennyi an-
nak valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozo értéke legfeljebb t. Példaul
ha X a fitk szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fid van) = 1/2;
F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) =P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fid van) = 7/8;
Véges értékkészletii valdszinliségi valtozok esetén az eloszlasfiiggvény lépcsds

(véges sok értéket vesz fel), és az ugrasok nagysagat az egyes lehetséges
értékek valészintiségei adjak meg.



Eloszlasfiiggvény: példa

Kockadobas eloszlasfiggvénye
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Szabalyos dobékockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye
vizszintes: t, flggtleges: F(t) = P(X < t).



Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai
Ha a, b € R valés szdmok, és F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
P(a < X < b) = F(b) — F(a),

hiszen annak valdsziniiségét, hogy X az a és b kdzé esik, megkaphatjuk Ggy,
hogy P(X < b)-bél levonjuk P(X < a)-t.

Legyen F egy tetsz6leges valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye. Ekkor

@ F monoton ndvé: a < b esetén F(a) < F(b).

@ lim(_o F(t) =0; lim: 00 F(t) = 1.
@ F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valés szamra lims_,+1 F(s) =
F(t).

Forditva: ha F-re érvényesek ezek a tulajdonsagok, akkor van olyan X, ami-
nek F az eloszlasfiiggvénye.



Eloszlasfiiggvény: példa

Legyen X négy rendii 1/2 paraméterii binomialis eloszlasa valdsziniségi val-
tozé. Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?



Eloszlasfiiggvény: példa

Legyen X négy rendii 1/2 paraméterii binomialis eloszlasa valdsziniségi val-
tozé. Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?

X-re a kdvetkez6képpen gondolhatunk: n = 4 fiiggetlen kisérlet, mindegyik
p = 0,5 valésziniiséggel sikeriil, X a sikeres kisérletek szama.

Definicié szerint, ha F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
F(1,5)=P(X<1,5)=P(X<1)=P(X=0)+P(X =1),

hiszen X értéke nemnegativ egész. gy

F(1.5) = B(X = 0) + P(X = 1) = <1>4+4. <1)4 .



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkez& hétkdznapi példat.

Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlast a [8,12] intervallumon (6ra-
ban mérve).

Mennyi a val6szintisége, hogy a futar 11 éraig megérkezik?

Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a
valésziniisége, hogy 11 é6ra elGtt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

P(X < 11)



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkez& hétkdznapi példat.

e Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

o Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasa a [8,12] intervallumon (6ra-
ban mérve).

e Mennyi a valésziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?
o Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a
valésziniisége, hogy 11 é6ra elGtt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

11-8 3

P(X < 11]X > 10)



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkez& hétkdznapi példat.

e Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

o Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasa a [8,12] intervallumon (6ra-
ban mérve).

e Mennyi a valésziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?

o Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a
valésziniisége, hogy 11 é6ra elGtt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

11-8 3

P(X < 11[X > 10) = 20X S]P’a}: 3)() > 10}) _ Zi - %




Egyenletes eloszlas

Egyenletes eloszlas

0.25
1

relativ gyakorisagok
0.10
|

0.05
1

T T T T 1
8 2 10 " 12

értékek

A [8,12] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett 500 elemii minta hisztog-
ramja

u]
@

1

n
it
N)
yel
Q



Egyenletes eloszlas
Definici6 (Egyenletes eloszlas (uniform distribution))

Az X valésziniiségi véltozé egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon, ha
eloszlastiiggvénye:

0, hat < g
F(t)=P(X <t)=( 2, haa<t<b;

1, ha t > b.

eloszlés

Fit)

04

02

00




Egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 éra kozott érkezik. Feltessziik, hogy
érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasi a [10,12] intervallumon. Ekkor
az el6z6 allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valdsziniisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11—10)/(12—
10) = 1/2.

e Annak valészinisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik: 1/8 = 0, 125.

e Annak valésziniisége, hogy 10 : 30 utan érkezik: 3/4 = 0, 75.



Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas sokszor hasznalhaté véletlen idétartamok model-
lezésére, példaul

@ egy miivelet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgalasa egy boltban,
vagy egy szamitas elvégzése egy szamitégépen
@ egy ember reakciSideje

o két esemény bekdvetkezése kozott eltelt id8, példaul egy lzletben két
igyfél érkezése kozotti idé

@ jarvanyterjedés modellezésénél: a fertézés atadasanak vagy a gyogyu-
lasnak az ideje

@ radioaktiv részecske bomlasi ideje



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas
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A = 1 paraméter(i exponencialis eloszlas siiriiségfiiggvénye és 500 darab
fliggetlen, 1 paraméterii exponencialis eloszlasa val6sziniiségi valtozobdl allé
minta hisztogramja



Exponencialis eloszlas

Definicié
Legyen X\ > 0 valés szam. Az X valésziniiségi valtozé exponencialis elosz-
las A\ paraméterrel, ha eloszlasfiiggvénye:

1— —At h .
Fit)=P(x<g=qr ¢ =0
0 kiilénben.




Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlasok eloszlasfiiggvényei
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Exponencialis eloszlas

. Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevé kiszolgalasanak ideje (percben
szamolva) 1/3 paraméterii exponencialis eloszlasi valésziniségi valtozo.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?
Mennyi a valésziniisége, hogy a vevs kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb
4 percig tart?

Az eloszlasfiiggvény definiciéja alapjan

P(X>5)=1-P(X<5)=1-F(B)=1—(1-—e ) ==
=e 53 =18,9%.



Exponencialis eloszlas

. Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevé kiszolgalasanak ideje (percben
szamolva) 1/3 paraméterii exponencialis eloszlasi valésziniségi valtozo.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?
Mennyi a valésziniisége, hogy a vevs kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb
4 percig tart?

Az eloszlasfiiggvény definiciéja alapjan
P(X>5)=1-P(X<5)=1-F(B)=1—(1-—e ) ==
=e 53 =18,9%.
Hasonl6képpen

PR<X<4)=P(X <4)—P(X<2)=F(4)— F(2) =
—(1—e B - (1—e?3) =23 _ %3 =059,



Exponencialis eloszlas

Allitas (Az exponencialis eloszlas &rokifji tulajdonsaga)

Legyen X exponenciilis eloszlasi valésziniiségi valtozo, s, t pozitiv szamok.
Ekkor

P(X >s+t[X>s)=P(X>1).

Bizonyitds. A feltételes valdsziniiség definicidjat és az exponencialis eloszlas
eloszlasfiiggvényének alakjat felhasznalva

P(X25+t‘X25):IP’({XZs—i—t}ﬂ{XZs})_1—1P’(X<s+t):

P(X > s) T 1-P(X<5s)
L 1-F(s+t)  1—(1—e sty eAsH)
O 1-F(s) 1—(l—ets) e As

—eM=1-(1-e?M=1-Ft)=P(X>1).



Pareto-eloszlas

Biztositdsmatematikiban, vagy példaul a jovedelmek eloszldsdnak modelle-
zésére hasznaljdk gyakran az alabbi eloszlast.

Definicié (Pareto-eloszlas) |

Az X valésziniiségi valtozé Pareto-eloszlasi o > 0 és ¢ > 0 paraméterekkel,
ha eloszlastiiggvénye

F(t)=P(X <t) =

0; hat<c;
1—(%)a; hat>c.

A definiciobdl latszik, hogy a Pareto-eloszlas a ¢ paraméternél kisebb érté-
keket nem vehet fel. Gyakran hasznaljak jovedelmek eloszlasanak modelle-
zésére. Ahogy késébb latni fogjuk, van olyan «, melyre az eloszlas varhaté
értéke nem létezik, és olyan is, amire a varhat6 érték létezik, de a széras
nem.



Pareto-eloszlas

Pareto-eloszlas eloszlasfiiggvénye
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Hazi feladat november 5., kedd, 8:15-ig

Legyenek X és Y egymastél fiiggetlen, Poisson-eloszlast valésziniiségi val-
tozdk, a varhaté értéke mind a kettSnek 5.

a) Szamitsuk ki X + Y és X — 3Y korrelaciés egyiitthatdjat.

b) Sorsoljunk az R-ben két darab, 1000 hosszi vektort, melyek minden eleme
fliggetlen, 5 varhaté értékii Poisson-eloszlasi valészintiségi valtozé. Legye-
nek ezek x és y. Szamitsuk ki x + y és x — 3 x y tapasztalati korrelacios
egyiitthatéjat (a cor segitségével). Abrazoljuk x 4 y és x — 3 * y egyiittes
eloszlasat (a plot (x+y ~ x-3*y) segitségével). Mit allapithatunk meg az
abra alapjan, a korrelacids egyiitthatét és a tapasztalati korrelaciés egyiitt-
hatét Gsszehasonlitva?



