Fuggetlenség (4. el6adas)

Mely események tekinthetSk egymastdl fiiggetlennek, és melyek kézott van
kapcsolat? Péter egy felmérés véletlenszeriien valasztott résztvevdje.

[Péternek van sajat autéja}

[holnap Budapesten lesz csapadék]

[Péter jovedelme tébb az étlagosnél}

[holnap Budadrsén nem lesz csapadék]

[Péter jovedelme tobb az atlagos kétszeresénél]

[holnap New Yorkban lesz csapadék]




Fuggetlenség (4. el6adas)

Mely események tekinthetSk egymastdl fiiggetlennek, és melyek kézott van
kapcsolat? Péter egy felmérés véletlenszeriien valasztott résztvevdje.

[Péternek van sajat autéja}

u nagyobb jovedelem :

u u

H esetén nagyobb H [holnap Budapesten lesz csapadék]

= =

: valésziniiséggel van autdja : : ha valahol nincs

= u

H [Péter jovedelme tébb az étlagosnél} | csapadek, a kbzelben is
=

: : kisebb valésziniiséggel van

az alsébél

[holnap Budadrsén nem lesz csapadék}
kovetkezik a felsd

[Péter jovedelme tobb az atlagos kétszeresénél]

tavoli varosok id8jarasa

[holnap New Yorkban lesz csapadék]

fliggetlennek tekinthetd




Események fliggetlensége: példa
Tegyiik fel, hogy egy varosban

@ Osszesen 100000 ember él;
@ 15000 embernek van sajat autéja (A esemény):

15000
= =0,15.
(4) 100000 0,15

@ 25000-nek tobb a jovedelme az atlagosnal (B esemény):

25000
P(B) = ——— =0, 25.
(B) 100000 ’
@ 10000 ember van, akinek tébb a jovedelme az atlagosnal és sajat
autdval rendelkezik:

10000
PANB) = To0000 ~ 1

, vagyis az, hogy egy véletlenszer(ien vélasztott lakos
jovedelme tobb az atlagosnal, és sajat autéval rendelkezik?



Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk &ssze az autéval rendelkez6k aranyat



Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk 6ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-
ban,

Az autdval rendel-
kez&k aranya a
teljes lakossagban:
P(A) = 11050000000 =0,15




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk 6ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Ha fiiggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel- Az autéval rendelkezék

kez6k aranya a aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: nagyobb jovedelmiek

_ 15000 __ n_osps. 10000
P(A) = 100000 — 0, 15 kOZOtt. 55000 — 0.4




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk 6ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Ha fiiggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel-

Az autéval rendelkezék
kez&k aranya a

] aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: nagyobb jovedelmiek
P(A) = {5 = 0,15 kozott: 33000 = 0,4




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk 6ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Ha fiiggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel-

Az autéval rendelkezék
kez&k aranya a

] aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: nagyobb jovedelmiek
P(A) = {5 = 0,15 kozott: 33000 = 0,4

Az autéval rendelkez8k aranya tobb az atlagosnal nagyobb
jovedelmiiek kozott = a két esemény nem fiiggetlen.




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk &ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-

Az autéval rendelkezék
kez6k ardnya a

aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: 7 nagyobb jovedelmiiek
P(A) = {o00% = 0,15 kozétt: 32005 = 0,4

25000

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz



Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk &ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-
kez6k ardnya a

teljes lakossagban:

P(A) = {250 = 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
7£ nagyobb jovedelmiiek

w_ene. 10000
kOZOtt. 55000 — 0,4

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz

(-2 - J




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk &ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-
kez6k ardnya a

teljes lakossagban:

P(A) = {250 = 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
7£ nagyobb jovedelmiiek

w_ene. 10000
kOZOtt. 55000 — 0,4

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz

[ P(A) = FA0B) o

oL P(A)P(B) = P(AN B). J




Események fliggetlensége

Az A, B € A események fiiggetlenek, ha
P(ANB) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valdsziniisége a valdsziniiségek szorzata.



Események fliggetlensége

Az A, B € A események , ha
P(ANB) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valdsziniisége a valdsziniiségek szorzata.

Tobb eseménynél tetsz8leges részhalmazra teljesiilnie kell ennek a tulajdon-
sagnak.

Az Aj, Az, ... € A események , ha tetszbleges k > 1és1 <
h < ip<...<I < nszamokra

IP(A,‘l NA,N...N A,'k) = ]P(A,‘l )P(A,‘z) - ]P’(A,'k).



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az aldbbi két esemény: az
els6 dobas hatos; a masodik dobas hatos?



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az aldbbi két esemény: az
els6 dobas hatos; a masodik dobas hatos?

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
b1 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az elsé dobas hatos; B: a masodik dobas hatos; A N B: mindkét dobas
hatos



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az aldbbi két esemény: az
els6 dobas hatos; a masodik dobas hatos?

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
b1 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az elsé dobas hatos; B: a masodik dobas hatos; A N B: mindkét dobas
hatos

| =
|

% _ P(AN B) = P(A) - B(B) —

Az A és B események fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 107



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 107

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 b5 b6
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; C: az 6sszeg 10; AN C: az els6 dobas hatos, a
masodik négyes



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 107

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 b5 b6
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; C: az 6sszeg 10; AN C: az els6 dobas hatos, a
masodik négyes

5 =FANO #F(A) B = ¢ -

Az A és C események nem fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 77



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 77

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; D: az dsszeg 7; AND: az els6 dobas hatos, a
masodik egyes



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 77

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; D: az dsszeg 7; AND: az els6 dobas hatos, a
masodik egyes

% _ P(AN D) = P(A) - P(D) =

| =
| =

Az A és D események



Paronkénti fliggetlenség

Az A1, Ay, ... € Aesemények ,hamindenl </ <
esetén A; és A; fiiggetlenek, azaz

]P(Ai N Aj) = P(A,’)P(Aj).



Paronkénti fliggetlenség

Az A1, Ay, ... € Aesemények
esetén A; és A; fiiggetlenek, azaz

]P)(A,' N Aj) = P(A,’)P(Aj).

,hamindenl </ <

Mi a kapcsolat a fiiggetlenség és a paronkénti fiiggetlenség kozott?

az Ay, Ay, ... A, 3z A1, Az, 5 An
események fiiggetlenek i
ként fiiggetlenek




Paronkénti fliggetlenség

Az A1, Ay, ... € Aesemények
esetén A; és A; fiiggetlenek, azaz

]P)(A,' N Aj) = P(A,’)P(Aj).

,hamindenl </ <

Mi a kapcsolat a fiiggetlenség és a paronkénti fiiggetlenség kozott?

aZA17A27"'7An = aZAl,’A2’”:’An
események fiiggetlenek i
ként fiiggetlenek




Paronkénti fliggetlenség

Az A1, Ay, ... € Aesemények
esetén A; és A; fiiggetlenek, azaz

]P)(A,' N Aj) = P(A,’)P(Aj).

,hamindenl </ <

Mi a kapcsolat a fiiggetlenség és a paronkénti fiiggetlenség kozott?

az AL Asr .. A, = az A%’Azl’("i’A"
3 . események paron-
események fiiggetlenek &= kent fiiggetlenek




Paronkénti fliggetlenség

Az A1, Ay, ... € Aesemények
esetén A; és A; fiiggetlenek, azaz

]P)(A,' N Aj) = P(A,’)P(Aj).

,hamindenl </ <

Mi a kapcsolat a fiiggetlenség és a paronkénti fiiggetlenség kozott?

az AL Asr .. A, = az A%’Azl’("i’A"
3 . események paron-
események fiiggetlenek &= kent fiiggetlenek

Két dobdkockaval dobva tekintsiik az alabbi eseményeket:

[Alz az elsd szam péros} [Azz a masodik szam péros]

[Ag,: az 6sszeg péros]

Ekkor A1, Az, As paronként fiiggetlenek, de nem fiiggetlenek.



Paronkénti fliggetlenség

Példaul két szabalyos dobdkockaval dobunk.
A1: az elsé dobas paros

As: a masodik dobas paros

Asz: a dobott szamok Gsszege paros

Az vilagos, hogy A; és A, fiiggetlenek.



Paronkénti fliggetlenség

Példaul két szabalyos dobdkockaval dobunk.
A1: az elsé dobas paros

As: a masodik dobas paros

Asz: a dobott szamok Gsszege paros

Az vilagos, hogy A; és A, fiiggetlenek.

A; és Az is fiiggetlenek, hiszen A; N Az azt jelenti, hogy mindkét dobas

paros, igy
1
P(Al N A3) = 1 =

Hasonléképpen Ay és As is fliggetlenek.

= P(A1) - P(A3)

N | =
N | —



Paronkénti fliggetlenség

Példaul két szabalyos dobdkockaval dobunk.
A1: az elsé dobas paros

As: a masodik dobas paros

Asz: a dobott szamok Gsszege paros

Az vilagos, hogy A; és A, fiiggetlenek.

A; és Az is fiiggetlenek, hiszen A; N Az azt jelenti, hogy mindkét dobas

paros, igy
1
P(Al N A3) = 1 =

Hasonléképpen Ay és As is fliggetlenek.

= P(A1) - P(A3)

N | =
N | —

Viszont (A1 N A2) C Az, és

P(Al NAN A3) = P(Al N A2) =

# = = P(A1)P(A2)P(As3).

B
|



Valészinliségi valtozok

események (egy kisérlet eredményéhez igen vagy nem tartozik):

@ A: holnap lesz csapadék Budapesten
@ B: egy véletlenszer(ien valasztott magyar ember Budapesten lakik

o C: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember 500000 forintnal tobbet
keres

valészin(iségi valtozok (egy kisérlet eredményéhez egy szam tartozik):

@ X: a holnap Budapesten lehullé csapadék mennyisége mm-ben

@ Y: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyité-
szama

@ Z: egy véletlenszerlien valasztott magyar ember brutté havi keresete
forintban



Val6szintségi valtozok: jelolések és definicio

e X: a holnap lehullé csapadék mennyisége mm-ben — P(X < 5), azaz
mennyi annak val6szinilisége, hogy holnap legfeljebb 5 mm csapadék
esik;

@ Y: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyité-
szama — P(Y = 2092), azaz mennyi annak val6sziniisége, hogy a ki-
valasztott ember Budakeszin lakik, iranyitészama pontosan 2092

@ Z: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember brutté havi keresete
forintban — P(Z < 500000), azaz mennyi annak val6sziniisége, hogy a
kivalasztott ember legfeljebb brutté 500000 forintot keres havonta

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valbsziniiségi valtozd, ha tetszdleges t valds
szamra teljesiil, hogy

{weQ: X(w) <t} eA,

azaz tetszbleges t valés szamra a P(X < t) val6sziniség értelmes.




Valészinliségi valtozé: példa
Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a filk szama. Ekkor az &sszes
lehetGség halmaza €2, és X : Q — R fiiggvény az alabbi médon:

Q = {FFF,FFL,FLF FLL LFF, LFL LLF, LLL};
X(LLL)y=0;  X(LLF)=X(LFL)=X(FLL)=1;
X(FFL) = X(FLF) = X(LFF)=2;  X(FFF) =3.

Az X valésziniiségi valtozo lehetséges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz

A lehetséges értékekhez tartozé valdsziniiségek, feltéve, hogy a gyerekek
egymastol fiiggetleniil 1/2 valdsziniiséggel fiak:

P(X =0)=1/8, P(X —1)=3/8,
P(X =2)=3/8, P(X=3)=1/8.



Diszkrét valészin(iségi valtozd és eloszlasa: definicidk
Definicié

Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozd, ha tetszéleges t valés
szamra

{weQ: X(w) <t} e A,

azaz tetszbleges t valds szamra a P(X < t) valdsziniiség értelmes.

llyenkor a P(X = t) valdszinliség is tetszéleges t-re értelmes.

Az X : 2 — R valésziniiségi valtozd diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza véges vagy megszamlalhatéan végtelen.



Diszkrét valészin(iségi valtozd és eloszlasa: definicidk
Definicié

Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozd, ha tetszéleges t valés
szamra

{weQ: X(w)<t}eA,

azaz tetszbleges t valds szamra a P(X < t) valdsziniiség értelmes.

llyenkor a P(X = t) valdszinliség is tetszéleges t-re értelmes.

Az X : 2 — R valésziniiségi valtozd diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

Legyenek az X diszkrét valdsziniiségi valtozo lehetséges értékei:
{X1,X2,...}7 és pk:P(X:Xk) (k:1,2,...).
Ekkor az (x1, p1), (x2, p2), . .. sorozat az X valdsziniiségi véltozé eloszlasa.

llyenkor

o
pk > 0 minden k-ra, és Zpk =1,
Jo—1



Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasa

Valakinek harom gyereke sziiletik, X a fidk szama, fel-
tessziik, hogy mind a 23 = 8 lehet6ség egyforman valészinii. Ekkor X lehet-
séges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz — X diszkrét.

Ahogy lattuk:

Mindezek alapjan X eloszlasa az alabbi sorozat:

(0,1/8),  (1,3/8),  (2,3/8),  (3,1/8).

Egyszer dobunk szabalyos dobékockaval, jeldlje Y
a dobott szamot. Ekkor Y diszkrét, és az eloszlasa:

(1,1/6), (2,1/6), (3,1/6), (4,1/6), (5,1/6), (6,1/6).



Példa: a fitk szamanak eloszlasa

0 1 2 3

Lehetséges értékek

Valészintségek
000 005 010 045 020 025 020 035

A fiok szamanak eloszlasa: a lehetséges értékek:
{0,1,2,3}
és a hozzajuk tartozé valdsziniiségek:

1/8, 3/8, 3/8, 1/8.

=] 5



Valdszinlségi valtozé eloszlasa
Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valbsziniiségi valtozé, ha tetszéleges t valds

szamra
{we: X(w)<t}eA,

vagyis tetszéleges t valds szamra a P(X < t) valdsziniség értelmes.

Nem feltétleniil diszkrét X : Q — R valdsziniiségi valtozé eloszlasa: Qx

mérték, melyre
Qx(B) = P(X € B),

ahol B C R megfelel6 feltételeket teljesité halmaz (Borel-halmaz).
Példaul: B = [a, b] intervallum esetén

Qx([a, b]) =P(X € [a,b]) =P(a < X < b).
Vagy B = (—o0, t] félegyenes esetén

Rx((—o0,t]) =P(X € (-0, t]) = P(X < t).



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha
1/1000 valészintiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilonben semmit),
akkor



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha
1/1000 valészintiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilonben semmit),
akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobdkockaval dobunk. A nye-
remény varhaté értéke:



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha
1/1000 valészintiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilonben semmit),
akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobdkockaval dobunk. A nye-
remény varhaté értéke:
1 21
S(1424...46)=" =3,5.
6( +2+...+6) 6

@ Ha szabalytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha
1/1000 valészintiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilonben semmit),
akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobdkockaval dobunk. A nye-
remény varhaté értéke:

1 21
“(142+...4+46)==—=3,5.
6( +2+...+6) 6

@ Ha szabalytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:

1 1 1 13
6(6+2+3+4+5+6):5(2+3+4+5)+§'6:?:4’33'



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha
1/1000 valészintiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilonben semmit),
akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobdkockaval dobunk. A nye-
remény varhaté értéke:
1 21
S(1424...46)=" =3,5.
6( +2+...+6) 6

@ Ha szabalytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:

1 1 1 13
6(6+2+3+4+5+6): 6(2+3+4+5)+§-6: 3 = 4,33.
A lehetséges értékeket megszorozzuk a hozzajuk tartozé valészintséggel, és
ezeket Gsszeadjuk.



Kockadobasok atlaga

— szabalyos kocka
— 1.es helyett 6-0s
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A dobasok atlaganak véltozasa a dobasok szamanak ndvelésével, szabalyos
kocka esetén, illetve ha 1 helyett is 6 szerepel.



Diszkrét valdsziniiségi valtozok varhaté értéke
Definici6 (Varhaté érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valdsziniségi valtozé, melynek eloszlasa

(x1,p1), (x2, P2),..., azaz P(X = x;) = p;, ahol i = 1,2,. Ekkor X
varhato értéke:

o0 o0
E(X) = Zx,-p,-, ha Z Ixi|pi < oo.
i=1 i=1




Diszkrét valdsziniiségi valtozok varhaté értéke
Definici6 (Varhaté érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valdsziniségi valtozé, melynek eloszlasa
(x1,p1), (x2, P2),..., azaz P(X = x;) = p;, ahol i = 1,2,.... Ekkor X
varhatd értéke:

(0.) (o.0]
E(X) = Zx,-p,-, ha Z |xi|pi < o0.
i=1 i=1

Legyen X a fitk szama a harom gyerek koziil. Ekkor

1 3 3 1 12 3
EX)=0--4+1--+2.--43.- = =" =
(%) 8+ 8+ 8+ 8 8 2

=1,5.

Legyen Y egy szabalyos dobokockaval
dobott szam. Ekkor

1 1 1 1 1 1
E(Y)=1-Z242-243-Z+4-24+5.246-- =" =_=35,
) 6 6 STt ET e 86 2




Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

o (elfajult eloszlas) Ha X = c fennall 1 valésziniiséggel: E(X) = c-P(X =

c)=-c.

o (korlatossag) Ha a < X < b valamely a < b szamokra, akkor a <
E(X) < b.

o (egyenletes eloszlas) Ha az xi, x2, ..., x, szamok mindegyikének 1/n a

valésziniisége, akkor a varhaté érték a szamok szamtani kdzepe: X =
La + .. 4 xn).
o (indikator) Legyen I 4 az A esemény indikatora, vagyis 1, ha A bekdvet-
kezik, és 0 kiilonben. Ekkor E(I4) =1-P(I4 = 1) = P(A).
o (Gsszeg) Ha X, Y valoszinliségi valtozok és X+ Y varhato értéke létezik,
akkor
E(X +Y) =E(X) + E(Y).



Fliggvény varhato értéke

Allitas |
Legyen X : Q — R diszkrét valdsziniiségi valtozd, melynek lehetséges értékei
X1, X2, ..., tovabbd P(X = xx) = pk teljesiil k > 1 esetén. Legyen tovabba

g : R — R fiiggvény. Ekkor

E(g(X)) = g(x1)p1 + g(x2)p2 + 8(x3)p3 - - -,

ha ez a vérhato érték létezik. )

Példaul: legyen Y egy szabalyos dobékockaval dobott szam. Ekkor g(x) =
x?-tel:
1 1 5 1 1 1 91

1
S +22. 243" 44 7+55-7+62-f:€=15,17-

2
=1.
E(Y) 6 6 6 6 6 6



Fliggvény varhato értéke

Allitas |
Legyen X : Q — R diszkrét valdsziniiségi valtozd, melynek lehetséges értékei
X1, X2, ..., tovabbd P(X = xx) = pk teljesiil k > 1 esetén. Legyen tovabba

g : R — R fiiggvény. Ekkor

E(g(X)) = g(x1)p1 + g(x2)p2 + 8(x3)p3 - - -,

ha ez a vérhato érték létezik. )

Példaul: legyen Y egy szabalyos dobékockaval dobott szam. Ekkor g(x) =
x?-tel:
1 1 5 1 1 1 91

1
S +22. 243" 44 7+55-7+62-f:€=15,17-

2
=1.
E(Y) 6 6 6 6 6 6



Valészinliségi valtozé szoérasa
Lehetséges motivacié: nem mindegy, hogy a buszok litemesen (szabalyosan)
tiz percenként érkeznek, vagy a kdvetési id§ varhaté értéke tiz perc, de hol
ot, hol tizendt percenként jonnek; egy mérSeszkdztsl a mérési hiba, vagyis a
mérés bizonytalansaga is fontos, példaul nem mindegy, hogy adott pontossag
eléréséhez hany mérést kell atlagolni.

Definicié (Szérasnégyzet (variancia))
Legyen X : Q — R valdsziniségi véltozé, melyre E(X?) létezik. Ekkor X

szorasnégyzete:
D2(X) = E((X - IEX)2>.




Valészinliségi valtozé szoérasa
Lehetséges motivacié: nem mindegy, hogy a buszok litemesen (szabalyosan)
tiz percenként érkeznek, vagy a kdvetési id§ varhaté értéke tiz perc, de hol
ot, hol tizendt percenként jonnek; egy mérSeszkdztsl a mérési hiba, vagyis a
mérés bizonytalansaga is fontos, példaul nem mindegy, hogy adott pontossag
eléréséhez hany mérést kell atlagolni.

Definicié (Szérasnégyzet (variancia)) |

Legyen X : Q — R valdsziniségi véltozé, melyre E(X?) létezik. Ekkor X
szorasnégyzete:

D2(X) = E((X - Ex)z).

Definicié (Széras (standard deviation)) |

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozs, melyre B(X?) létezik. Ekkor X
szdrasnégyzete:

D(X) = \/IE<(X . Ex)2).



A széréas kiszamitasa
Allitas
Legyen X olyan diszkrét valészindiségi valtozo, melyre B(X?) létezik. Ekkor

D?(X) = E(X?) — [E(X)]>.




A széras kiszamitasa
Allitas

Legyen X olyan diszkrét valészindiségi valtozo, melyre B(X?) létezik. Ekkor

D?(X) = E(X?) — [E(X)]>.

Bizonyitas.

DA(X) = E((X — EX)®) = E(X? - 2XE(X) + E(X)?) =
E(X?) — E(2XE(X)) + E(X)* =
E(X?) = 2B(X)* + B(X)? = B(X?) - [E(X)]"

ahol felhasznaltuk, hogy Osszeg varhaté értéke a varhaté értékek osszege,
illetve hogy a konstans szorzé kiemelhetd.



A széréas kiszamitasa
Allitas
Legyen X olyan diszkrét valészindiségi valtozo, melyre B(X?) létezik. Ekkor

D?(X) = E(X?) — [E(X)]>.

Bizonyitas.

D%(X) = IE((X - EX)2> - IE(X2 — OXE(X) + E(X)2> -
=E(X?) - E(2XE(X)) + E(X)? =

E(X?) — 2E(X)? + E(X)? = E(X?) — [E(X)]’,

ahol felhasznaltuk, hogy Osszeg varhaté értéke a varhaté értékek osszege,
illetve hogy a konstans szorzé kiemelhetd.

Megjegyzés: az x1,x2, ..., X, szamok tapasztalati szérasa

Jizn:(xi—xyzdiixf—xz.

=1




Diszkrét valdszinliségi valtozé szérasa

Allitas
Legyen X olyan diszkrét valészindiségi valtozo, melyre B(X?) létezik. Ekkor

D?(X) = E(X?) — [E(X)]>.

Allitas (A széras kiszamitasa egész értékek esetén)

Legyen X olyan diszkrét valdsziniiségi véltozd, melyre E(X?) létezik, és mely-
nek lehetséges értékei nemnegativ egészek. Ekkor

D?(X) = i KP(X = k)—E(X)? = i K2P(X [Z KP(X r.
k=0 k=0




Diszkrét valdszinliségi valtozé szérasa

Legyen tovabbra is X a fitk szdma harom gyerek koziil:

P(X =0)=1/8; P(X=1)=3/8; P(X=2)=3/8 P(X=3)=1/8.

Diszkrét esetben igy szamolhatunk:

3

1 3 3 1 24
IEX2:§:I<2}P’X:/<:O-7 1-244.249.-=""=3,
(X%) — ( ) st et et 5T B

Ebbél és a korabbi szamolasbdl
3
D*(X) = E(X?) — [E(X)]? =3—1,5? =3-2,25 = 0,75 = e

Végiil pedig a fitk szamanak szérasa:



A kockadobés szérasa

Legyen X egy szabalyos dobdékockaval dobott szam. Ekkor

1 1 1 1 1 1 91
B(X2)==.1242.22 42,3242 .42 2 .52 1 2.2 22
()6 +6 +63+6 +65+66 5

Maésrészt
1 1 1 1 1 1 7
E(X)=Z.1+Z.24 2. Z 44 = Z.6=—.
(X) 5 +6 +63+6 +65+66 5
Ebbsl

D*(X) =E(X?) — E(X)* = % — (;) =2,92.

A kockadobas szérasa: D(X) = /2,92 =1,71.

Altalaban n oldali dobékocka esetén: D(X) = %



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetszéleges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valdsziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valésziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbél?



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.

Tegyiik fel, hogy egy tetszéleges napon egymastdl fiiggetleniil

mindannyian p = 0, 03 valdsziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valésziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbél?

IOIOXOICKD

néhany j6 lehet8ség és a valésziniisége:

0,03

0,03

0,97

0,97

0,97

0,97

0,03

0,97

0,03

0,97

0,97

0,97

0,03

0,97

0,97

0,03

0,97

0,97

\o 97\0 03\0 03|0 97|0 97|0 97\ 0,032

\o 97|o 97|0 97|0 97\0 03\0 03\ — 0,032

— 0,032
— 0,032
—0,03%-

Szorzas

0,974
0,974
0,974
0,974

0,974



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetszéleges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valdsziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valésziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbél?

10,970,03/0,03]0,97[0,97[0,97 | — 0,032-0,97*

a j6 lehet8ségek szama, azaz
hanyféleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét:
egy j6 lehetGség valdsziniisége:
tehat a valdszindiség:



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetszéleges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valdsziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valésziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbél?

10,970,03/0,03]0,97[0,97[0,97 | — 0,032-0,97*

a j6 lehet8ségek szama, azaz
. , , . . . . ., - 6
hanyféleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét: (2)
egy j6 lehetGség valdsziniisége: 0,03%.0,97*

tehat a valdszindiség:

P(pontosan két hianyzé) = (g) -0,032.0,97* = 1,2%.




Binomialis eloszlas

o n flggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.
Példaul:

@ Visszatevéses mintavétel, n hizas, p a fekete golyék aranya.

o Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg, egy adott kérdésre
mindenki egymastdl fliggetleniil p = 0,8 valdszintiséggel valaszol. A
valaszok szama binomialis eloszlasa.

o Egy biztosité n = 60000 ligyfelének mindegyike egymastdl fiiggetleniil
p = 0,0001 valészintiséggel okoz balesetet egy adott évben. A balesetet
okoz6 ligyfelek szama binomialis eloszlasa.

o Tegyiik fel, hogy a nyar n = 92 napjanak mindegyikén egymastél fiig-
getleniil p = 0,02 valdsziniiséggel lesz jéges6 egy adott helyen. A nyari
jégesbs napok szama binomialis eloszlasi.



Binomialis eloszlas
e n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;
@ X a sikeres kisérletek szama.

Mennyi a val6sziniisége, hogy pontosan k kisérlet sikeriil, azaz X = k?
Ahogyan a korabbi példaban lattuk:

@ A j6 lehetéségek szama, azaz hanyféleképpen valaszthatjuk ki, hogy
melyik k kisérlet sikeres: (})).

o Egy j6 lehetéség valészintisége: p*(1 — p)", hiszen a kisérletek fiig-
getlenek, ezért az egyiittes bekdvetkezés (metszet) valésziniisége a va-
|6szinliségek szorzata, és k kisérlet sikeriil, a tébbi n — k nem.

@ Mivel minden j6 lehet8ség ugyanolyan valdszinii, az X = k valdsziniisége
a lehet6ségek szamanak és egy lehet8ség valdsziniliségének szorzata:

P(X = k) = (:) pk(1—p)" % (k=0,1,...,n).



Binomialis eloszlas: definicid

e n fiiggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;
@ X a sikeres kisérletek szama.

Az X valésziniiségi valtoz6 binomialis eloszlasi n renddel és p paraméterrel,
ha lehetséges értékei:

0,1,2,...,n,

és minden 0 < k < n egészre

(n>1egész, 0 < p < 1.) Jeldlés: Bin(n, p).



Példa: binomialis eloszlas

Bin(n=20, p=0,75)

015 0.20
1 1

Valdszinlségek
0.10
|

-

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

l

H

[ ]
[ ]

Lehetséges értékek

Binomialis eloszlas, n = 20, p = 0,75. Vizszintes tengely: lehetséges érté-
kek, azaz k = 0,1, ...,20, oszlopok magassaga: a P(X = k) valésziniiségek.



Példa: binomialis eloszlas

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre min-
den résztvevé egymastdl fiiggetleniil p = 0, 8 valészintiséggel valaszol. Je-
I6lje X, hogy hanyan valaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

e X binomialis eloszlasii n = 1500 renddel és p = 0,8 paraméterrel.

o Tetszbleges 0 < k < 1500 esetén

P(k valasz) = P(X = k) = (Z) pk(1—p)"k =

_ <15k00> 0.8k . 0, 21500k

o Példaul annak valésziniisége, hogy pontosan k = 1200-an valaszolnak
a kérdésre:

1
P(1200 valasz) = P(X = 1200) = <1Zgg>o 81200 300 _ o 579,



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Ha az X valésziniiségi valtoz6 binomialis eloszlasi n renddel és p paramé-
terrel, azaz

P(X = k) = (Z) pK(L—p)" K (k=0,1,...,n),

akkor X varhaté értéke, illetve szérasa:

E(X)=np;  D(X) = /np(l—p).



A binomialis eloszlas varhato értéke: bizonyitas

Allitas

Legyen X valdsziniiségi valtozé n renddel és p paraméterrel. Ekkor X varhato
értéke np.

A binomialis eloszlasra Ggy is gondolhattunk, mint a sikeres kisérletek sza-
mara, n fliggetlen, p valdsziniiséggel bekdvetkezs eseménybél. Tekintsiik az
alabbi indikator valésziniiségi valtozékat minden j =1,2,... n-re:

)1, haa . kisérlet sikeriil;
T 0, kiildnben.



A binomialis eloszlas varhato értéke: bizonyitas

Allitas

Legyen X valdsziniiségi valtozé n renddel és p paraméterrel. Ekkor X varhato
értéke np.

A binomialis eloszlasra Ggy is gondolhattunk, mint a sikeres kisérletek sza-
mara, n fliggetlen, p valdsziniiséggel bekdvetkezs eseménybél. Tekintsiik az
alabbi indikator valésziniiségi valtozékat minden j =1,2,... n-re:
)1, haa . kisérlet sikeriil;
! 0, kiildnben.

Ekkor az I; indikatorok Osszege éppen X lesz. Igy a varhaté érték additiv
tulajdonsaga alapjan

E(X) = E(ZHJ) => EI) =) 1-PIj=1)=np. O
j=1 j=1 j=1



Példa: binomialis eloszlas

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre min-
den résztvevs egymastdl fiiggetleniil p = 0, 8 valésziniiséggel valaszol. Je-
|6lje X, hogy hanyan valaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

@ A valaszadék szamanak varhatd értéke:
E(X) = np = 1500 - 0,8 = 1200.

@ A valaszadék szamanak szérasa:

D(X) = +/np(1 — p) = 1/1500-0,8-0,2 = 15,5.



Hazi feladat oktéber 8., kedd, 8:15-ig

Négy ember kdziil mindenki leteszi az eserny6jét az esernyGtartéba egy ét-
teremben. Kifelé menet azonban egyaltalan nem figyelnek, mindenki egy

véletlenszeriien valasztott esernydt visz haza (minden parositas az emberek
és esernyk kozott egyforman valdszind).

Legyen X az olyan emberek szama, akik a sajat esernydjiiket viszik haza.
Mennyi X varhatd értéke és szérasa?



