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A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd, ha

e az Q) eseménytér egy nem iires halmaz;



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd, ha

e az Q) eseménytér egy nem iires halmaz;
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A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd, ha

e az Q) eseménytér egy nem iires halmaz;
o A CP(Q) az az események halmaza, azaz minden A € A-ra AC Q
gy, hogy

@ QcdA
@ ha A1, A, ... € A, akkor | U2, A, € A (azaz megszamlalhaté sok A-

beli elem uniéja is A-beli);
@ ha A€ A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.
e a valésziniiség egy P : A — [0, 1] fiiggvény, melyre
@ P(Q) =1, azaz a biztos esemény valdsziniisége 1;
@ ha A Ay, ...€ Aésminden 1 < i< j-re A;NA; =0, akkor

P( U An> _ 3 B(Ay)
n=1 n=1

azaz megszamlalhaté sok kizaré esemény unidjanak valdsziniisége a va-
[6szintiségek Gsszege.



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6

e Q: eseménytér vagy elemi események halmaza.

o Q elemei (w € Q): elemi események.

o A: események halmaza (vagy események o-algebraja).

o A elemei (A € A): események.

e IP: valésziniiség (probability).

e ) esemény neve: biztos esemény.

o () (ires halmaz) esemény neve: lehetetlen esemény.

e Ac AésBe A ,ha AN B =), azaz
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Feltételes valészintiség: példa

Gabornak harom gyereke van.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a kdzépsd gyermeke fii?
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Feltételes valészintiség: példa

Gabornak harom gyereke van.
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valdsziniisége, hogy a kézépsd gyermeke fii?
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Feltételes valészintiség: példa
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Feltételes valészintiség: példa

[feltétel: plusz informécic')]

Gabornak harom gyereke van. lB esemény
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valdsziniisége, hogy a kézépsd gyermeke fii?
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Feltételes valészintiség: példa

[feltétel: plusz informécic')]

Gabornak harom gyereke van. lB esemény
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valdsziniisége, hogy a kézépsd gyermeke fii?

A esemény
& B N P(B) = 3/8
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Feltételes valészintiség: példa

[feltétel: plusz informécic')]

Gabornak harom gyereke van. lB esemény
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valdsziniisége, hogy a kézépsd gyermeke fii?

\ A esemény
B P(B) =3/8
FFF LL
A-nak B-re

vonatkozé LFF LFL|«—1(P(AN B) = 1/8)
feltételes va- FLF FL

|6szinlisége
LLL J

% < % = P(A) ebben az esetben.




Feltételes valészintiség

Legyenek A, B € A események gy, hogy P(B) > 0.
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Feltételes valészintiség

Legyenek A, B € A események gy, hogy P(B) > 0.

Ekkor az A eseménynek B-re vonatkoz6 feltételes valésziniisége:
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Feltételes valészintiség: példa

Egy 72000 f8s varosban harmincezer embernek van autéja, huszonotezernek
lakasa, tizenkét ezernek mindketts. Egy véletlenszeriien valasztott lakosrol

tudjuk, hogy van autéja. Erre vonatkozéan mennyi a feltételes valdsziniisége,
hogy az illetének van lakasa?
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Feltételes valészintiség: példa

Egy 72000 f8s varosban harmincezer embernek van autéja, huszonotezernek
lakasa, tizenkét ezernek mindketts. Egy véletlenszeriien valasztott lakosrol

tudjuk, hogy van autéja. Erre vonatkozéan mennyi a feltételes valdsziniisége,
hogy az illetének van lakasa?
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P(LA) = P(LNA)  12000/72000 25000

- =40% > P(L) = = = 34,7%.
P(A) ~ 30000/72000 %> P(L) = 75000 %




Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott

mennyiségli csapadék esetén mennyi valdsziniiséggel azik be a satra, illetve
az el6rejelzés szerint mennyi az adott csapadékmennyiség valdsziniisége.

0 0-5 5-10 10-nél tobb
0 15%  35% 60%
40% 10%  30% 20%

csapadék (mm)
beazas valésziniisége
el6rejelzés

Mennyi a val6sziniisége, hogy Hanna satra beazik?



Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott
mennyiségli csapadék esetén mennyi valdsziniiséggel azik be a satra, illetve
az el6rejelzés szerint mennyi az adott csapadékmennyiség valdsziniisége.

0—-5 5-—10 10-nél tobb

csapadék (mm) 0
beazas valésziniisége 0 15%  35% 60%
40% 10% 30% 20%

el6rejelzés
Mennyi a val6sziniisége, hogy Hanna satra beazik?
Hanna a beazott satorrdl kiild képeket.

Erre feltételesen mennyi annak valdszinlisége, hogy Sopronban tébb mint

10 mm esd esett ezen a napon?



Teljes valoszindiség tétele
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Teljes valoszindiség tétele

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas val6szinlisége 0 15%  35% 60%
el6rejelzés 40% 10%  30% 20%
[Bl: nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]
P(B;) =0,4 P(By) =0,1
P(A|B;) =0 P(A|By) = 0,15
[A: Hanna satra beézik]
P(A|B3) = 0,35 P(A|By) = 0,6
P(B3) =0,3 P(Bs) =0,2
[B3 :5—10 mm csapadék] [84 : > 10 mm csapadék]

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2)+
+P(A|B3)P(Bs) + P(A|Bs)P(Ba) =



Teljes valoszindiség tétele

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas val6szinlisége 0 15%  35% 60%
el6rejelzés 40% 10%  30% 20%
[Bl: nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]
P(B;) =0,4 P(By) =0,1
P(A|B;) =0 P(A|By) = 0,15
[A: Hanna satra beézik]
P(A|B3) = 0,35 P(A|By) = 0,6
P(B3) =0,3 P(Bs) =0,2
[B3 :5—10 mm csapadék] [84 : > 10 mm csapadék]

P(A) = P(A|By)P(By) + P(A|By)P(By)+
+P(A|B3)P(Bs) + P(A|By)P(Bs) =
=0-0,4+0,15-0,14+0,35-0,3+0,6-0,2 = 24%.



Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott
mennyiségli csapadék esetén mennyi val6szin(iséggel azik be a satra, illetve
az el6rejelzés szerint mennyi az adott csapadékmennyiség valdsziniisége.

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tébb
beazas valésziniisége 0 15%  35% 60%
el6rejelzés 40% 10%  30% 20%

Mennyi a valésziniisége, hogy Hanna satra beazik?

0-0,4+40,15-0,1+0,35-0,3+0,6-0,2 =24%.
Hanna a beazott satorrdl kiild képeket.

Erre feltételesen mennyi annak valdszintisége, hogy Sopronban tébb mint
10 mm esd esett ezen a napon?



Bayes-tétel: példa

csapadék (mm) 0 0-5 5-10 10-nél tobb
beazas valésziniisége 0 15%  35% 60%
el6rejelzés 40% 10%  30% 20%
[Blz nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]

P(B;) =0,4 P(B;) =0,1

P(A|B1) =0 P(A|By) = 0,15

[A: Hanna satra beézik]

P(A|B3) = 0,35 P(A|Bs) = 0,6

P(B;) =0,3 P(Bs) =0,2

[53 :5—10 mm csapadék] [B4 : > 10 mm csapadék]




Bayes-tétel: példa
Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valésziniisége, hogy

Sopronban tébb mint 10 mm esd esett ezen a napon? Azaz mennyi
P(Ba4|A)?

csapadék (mm) 0 0-5 5-10 10-nél tobb
beazas valdszinlisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10% 30% 20%




Bayes-tétel: példa
Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valésziniisége, hogy

Sopronban tébb mint 10 mm esd esett ezen a napon? Azaz mennyi
P(Ba4|A)?

csapadék (mm) 0 0-5 5-10 10-nél tobb
beazas valdszinlisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10% 30% 20%
P(B4‘A) _ ]P)(A N 54) _ P(A‘B4)P(B4) _
P(Bs)  P(AB)P(B1)+ ...+ P(A|Bs)P(Ba)
,6-0,2 12
0,60, 0, — 50%.

~0.0,4+0,15-0,1+0,35-0,3+0,6-0,2 0,24



Bayes-tétel: példa
Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valésziniisége, hogy

Sopronban tébb mint 10 mm esd esett ezen a napon? Azaz mennyi
P(Ba4|A)?

csapadék (mm) 0 0-5 5-10 10-nél tobb
beazas valdszinlisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10% 30% 20%
P(B4‘A) _ ]P)(A N 84) _ P(A‘B4)P(B4) _
P(Bs) P(A|B1)P(B1) + ...+ P(A|Bs)P(Bs)
0,6-0,2 0,12
= = 50%.

T 0.0,4+0,15-0,1+0,35-0,3+0,6-0,2 0,24

Vagyis feltéve, hogy beazott a sator, 50% valésziniiséggel volt 10 mm-nél
tobb csapadék. Ez tébb, mint 20%: feltéve, hogy beazott a sator, valészi-
niibb a sok csapadék, mint az 4 informacié nélkdl.



Teljes eseményrendszer
Definici6 (Teljes eseményrendszer)

A Bi,By,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét
teljes eseményrendszernek nevezziik, ha

@ U7, Bi =, azaz minden elemi esemény szerepel valamelyik esemény-
ben;

@ B;N Bj =0 teljesiil minden 1 < i < j-re, azaz paronként kizaréak,
semelyik elemi esemény nem szerepel egyszerre két eseményben is;

@ P(B;) > 0 mindeni=1,2,...-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valészi-
niisége.



Teljes eseményrendszer
Definicié (Teljes eseményrendszer) |

A Bi,By,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét
teljes eseményrendszernek nevezziik, ha

@ U7, Bi =, azaz minden elemi esemény szerepel valamelyik esemény-
ben;

@ B;N Bj =0 teljesiil minden 1 < i < j-re, azaz paronként kizaréak,
semelyik elemi esemény nem szerepel egyszerre két eseményben is;

@ P(B;) > 0 mindeni=1,2,...-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valészi-
niisége.

Tétel (Teljes valoszintiség tétele) |

Legyen A € A tetszéleges esemény, By, B;, . . . teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A) = P(A|B1)P(By) + P(A|B)P( ZIP’(A|B

= —= - = ~o



Bayes-tétel
Tétel (Teljes valészintiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, By, . . . teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A) = P(A|B1)P(By) + P(A|B)P( ZIP’(A|B

Tétel (Bayes-tétel)

Legyen A € A olyan esemény, melyre P(A) > 0, By, By, ... pedig teljes
eseményrendszer. Ekkor minden k = 1,2, .. .-re teljesiil, hogy

- P(A|Bi)P(By)
P(Bx|A) = P(A|B;)P(By1) + P(A|B2)P(B;) + P(A|B3)P(Bs3) + . ..
_ P(AIBOP(Bk)
>, P(A|B)P(B;)




Bayes-tétel: példa

Tegyiik fel, hogy egy varos lakossaganak 36%-a rendelkezik diploma-
val, 42%-a érettségivel (mint legmagasabb végzettség), a tobbiek egyikkel
sem. A diplomasok 23%-a, az érettségizettek 21%-a, az érettségivel nem
rendelkez6k 10%-anak van sajat autdja.

@ Mennyi a valészinlisége, hogy egy véletlenszerien valasztott lakos sajat
autéval rendelkezik?

@ A varos egyik lakosa elarulja, hogy van sajat autdja. Ez alapjan mennyi
a feltételes valésziniisége, hogy az illeté diplomaval rendelkezik?



Bayes-tétel: példa

Tegyiik fel, hogy egy varos lakossaganak 36%-a rendelkezik diploma-
val, 42%-a érettségivel (mint legmagasabb végzettség), a tobbiek egyikkel
sem. A diplomasok 23%-a, az érettségizettek 21%-a, az érettségivel nem
rendelkez6k 10%-anak van sajat autéja.

A: autd; By: diploma; By: érettségi; Bs: nem érettségizett

P(A) = P(AN By) + B(AN By) + B(AN Bs) =
= P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) + P(A|B3)P(B3) =
—0,23-0,3640,21-0,42+0,1-0,22 = 19, 3%.

Vagyis egy véletlenszeriien valasztott lakos 19, 3% valésziniiséggel rendelke-
zik sajat autdval.



Bayes-tétel: példa

Tegyiik fel, hogy egy varos lakossaganak 36%-a rendelkezik diploma-
val, 42%-a érettségivel (mint legmagasabb végzettség), a tobbiek egyikkel
sem. A diplomasok 23%-a, az érettségizettek 21%-a, az érettségivel nem
rendelkez6k 10%-anak van sajat autéja.

A: auté; Bj: diploma; By: érettségi; Bs: nem érettségizett

- P(A|By)P(By) —
0,23-0,36

T 0,23-0,36+0,21-0,42+0,1-0,22

— 42,9%.

Vagyis egy autéval rendelkezé lakosnak 42, 9% valésziniiséggel van diploma-
ja. Ez nagyobb a diplomasok aranyanal (36%), hiszen a diplomasok kézott
nagyobb az autésok ardnya, mint a teljes népességben.



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Egy vizilabdacsapat 13 tagja kézil harom jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak két kiilonb6z6 jatékost,
minden lehetséges part azonos valdszintiséggel valasztva.

e o )

o O
®
O
o®
O O
SENNG




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Egy vizilabdacsapat 13 tagja kézil harom jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak két kiilonb6z6 jatékost,
minden lehetséges part azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szin(isége, hogy a kivalasztott jatékosok koziil
egy sem doppingol?

e o )

o O
®
®
o®
O @
SENNG




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet 13 jatékos koziil két kiilonb6z6t valasztani?

O
o O
O
O© OO
O % O
N J




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

elsé masodik
13-12'/_ 13) _ 79
2 (2) -

a sorrend nem szamit

e

~

— @
i o O
] ® o®  °
O O 5 ®
\_ ),




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet 13-3=10 nem doppingolé jatékos
koziil két kiillonb6z6t valasztani?

190 = () = 45

e I

— @
i o O
] ® o®  °
O O 5 ®
\_ ),




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Annak valésziniisége, hogy a két jatékos egyike sem doppingol:

— @
i o O
el © oo °
O O 5 ®
\_ ),




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

egyik sem doppingol — (

Osszes eset

(123) =178
egyforman
valészini
eset van

10) _

45 __
5 = 57,7%.

-

= ()
@ o \
o O
O
O]
O@
o 4 O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Egy vizilabdacsapat 13 tagja kézil harom jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak két kiilonb6z6 jatékost,
minden lehetséges part azonos valdsziniiséggel valasztva.

e o )

o O
®
O
0O
O O
SENG




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Egy vizilabdacsapat 13 tagja kézil harom jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak két kiilonb6z6 jatékost,
minden lehetséges part azonos valdsziniiséggel valasztva.

Mennyi a val6szin(isége, hogy a kivalasztott jatékosok kdziil
pontosan egy doppingol?

e o )

o O
®
O
o®
O @
SENG




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet 13 jatékos koziil két kiilonb6z6t valasztani?

O]
o O
O
OO OO
O % O
N J




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

elsé masodik

«
25 (1) =78

a sorrend nem szamit

0

~

®
o O
O
OO OO
O OQ ®
NS /




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet egy doppingolé és egy nem doppingolé
jatékost valasztani?

- @®
i o O
s || © o0 °
O O 5 ®
\_ ),




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet egy doppingolé és egy nem doppingolé
jatékost valasztani?

3-10=30

~

- @
i o O
pem || © e °
O O 5 ®
\_ ),




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet egy doppingolé és egy nem doppingolé
jatékost valasztani?
3-10=30
a doppingolé haromféle, a masik tizféle lehet
ezek mind kiilonbdzé esetek

e o )

(13) — 78
engformén O © o
valdszinii
eset van — O ®
O ®
© 0




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Annak valdsziniisége, hogy a két jatékos koziil
pontosan egy doppingol:
egyik igen, masik nem— 310 _ % — 38, 5%.

Osszes eset — (123)
e o )
13
) =18
e(ngformén o © o
valészini
eset van — O ®




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Annak valdsziniisége, hogy a két jatékos koziil
pontosan egy doppingol:
egyik igen, masik nem— 3.10 _ 30 __ 0
gyik g 310 _ 30 _ 38 5%
Osszes eset — ( > )
mindketts doppingol: 100 — 57,7 — 38,5 = 3,8%

e ® )

13
) =18
e(ngformén O O o
valdszinii
eset van — O ©
O ®
© 0




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Egy vizilabdacsapat N tagja koziil



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Egy vizilabdacsapat N tagja koziil M jatékos doppingol.



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Egy vizilabdacsapat N tagja koziil M jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak n kiilonb6z6 jatékost,
minden lehetséges csoportot azonos valésziniiséggel valasztva.



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Egy vizilabdacsapat N tagja koziil M jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak n kiilonb6z6 jatékost,
minden lehetséges csoportot azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy a kivalasztott jatékosok kdziil
pontosan k doppingol?



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet NV jatékos koziil n kiillonbdzst valasztani?



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet NV jatékos koziil n kiillonbdzst valasztani?

els6 masodik n.
\N~(N—1)~...-(N—r;L+1) N _ (N
n-(n—l)];...~1 = nl(N=n)! (n)

a sorrend nem szamit



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet NV jatékos koziil n kiillonbdzst valasztani?

els6 masodik n.
\N~(N—1)~...-(N—r;L+1) N _ (N
n-(n—l)];...~1 = nl(N=n)! (n)

a sorrend nem szamit

Hanyféleképpen lehet k doppingolé és n — k nem doppingold
jatékost valasztani, ha dsszesen M doppingold
és N — M nem doppingolé jatékos van?



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet NV jatékos koziil n kiillonbdzst valasztani?

els6 masodik n.
\N~(N—1)~...-(N—r;L+1) N _ (N
n-(n—l)];...~1 = nl(N=n)! (n)

a sorrend nem szamit

Hanyféleképpen lehet k doppingolé és n — k nem doppingold
jatékost valasztani, ha dsszesen M doppingold
és N — M nem doppingolé jatékos van?

(%) (0

. / \ .
doppingolék  nem doppingolék



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet NV jatékos koziil n kiillonbdzst valasztani?

els6 masodik n.
\N~(N—1)~...-(N—r;L+1) N _ (N
n-(n—l)];...~1 = nl(N=n)! (n)

a sorrend nem szamit

Hanyféleképpen lehet k doppingolé és n — k nem doppingold
jatékost valasztani, ha dsszesen M doppingold
és N — M nem doppingolé jatékos van?

(5): (=)
. / \ .
doppingolék I nem doppingolék

barmelyik csoport barmelyikkel parosithaté és kiilonb6z6 esetet ad,
ezért lehet szorozni



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet NV jatékos koziil n kiillonbdzst valasztani?

els6 masodik n.
\N~(N—1)~...-(N—r;L+1) N _ (N
n-(n—l)];...~1 = nl(N=n)! (n)

a sorrend nem szamit

Hanyféleképpen lehet k doppingolé és n — k nem doppingold
jatékost valasztani, ha dsszesen M doppingold
és N — M nem doppingolé jatékos van?

(5): (=)
. / \ .
doppingolék I nem doppingolék

barmelyik csoport barmelyikkel parosithaté és kiilonb6z6 esetet ad,
ezért lehet szorozni

MY (N—M
P(pontosan k jatékos doppingol az n kézill) = (k)((,v'j—k)

n




Visszatevés nélkili mintavétel

o Egy dobozban N golyé van, kéziiliik M fekete, a tobbi fehér.



Visszatevés nélkili mintavétel

o Egy dobozban N golyé van, kéziiliik M fekete, a tobbi fehér.

e Visszatevés nélkiil kihtznak n darabot (minden hizasnal minden, még
a dobozban lévs golyét azonos valészintiséggel valasztva).



Visszatevés nélkili mintavétel

o Egy dobozban N golyé van, kéziiliik M fekete, a tobbi fehér.
e Visszatevés nélkiil kihtznak n darabot (minden hizasnal minden, még
a dobozban lévs golyét azonos valészintiséggel valasztva).

o Tegyiik fel, hogy n < M és n < N — M. Annak valésziniisége, hogy
pontosan k darab fekete golyét haznak ki:



Visszatevés nélkili mintavétel

o Egy dobozban N golyé van, kéziiliik M fekete, a tobbi fehér.

e Visszatevés nélkiil kihtznak n darabot (minden hizasnal minden, még
a dobozban lévs golyét azonos valészintiséggel valasztva).

o Tegyiik fel, hogy n < M és n < N — M. Annak valésziniisége, hogy
pontosan k darab fekete golyét haznak ki:

M N—M
(k)'(ls)n—k) (k=0,1,2,...,n).

Megjegyzés: a kihazott fekete golyék szama hipergeometrikus eloszlasi.

P(pontosan k fekete) =

Mivel az () lehetséges eset mindegyike egyforman valészini, a klasszikus
valésziniiségi mezd modelljét hasznaltuk.



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébgl?



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébgl?

az Gsszes lehet&ség szama:

®)

az elsé napon otféle lehetéség van



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébgl?

az Gsszes lehet&ség szama:

®E

az els6 két napon 5 -5 = 25-féle lehetSség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogrék kiilonbdzdk
ezek az esetek egyforman valésziniiek



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébgl?

az Gsszes lehet&ség szama:

®eE

az elsé harom napon 5-5 -5 = 125-féle lehet8ség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogrék kiilonbdzdk
ezek az esetek egyforman valésziniiek



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébgl?

az Gsszes lehet&ség szama:

EOOCEEE —

osszesen 57 egyforman valészinii lehet&ség van egy hét alatt
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogrék kiilonbdzdk
ezek az esetek egyforman valésziniiek



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészinii le-

het8ség

J6 lehetdség példaul, amikor elsé négy nap iszik kék bogrébdl:



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészinii le-
het8ség

J6 lehetdség példaul, amikor elsé négy nap iszik kék bogrébdl:

OOIOIOIOIO]6)



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészinii le-
het8ség

J6 lehetdség példaul, amikor elsé négy nap iszik kék bogrébdl:

GOOOOOE® — 2

3-3.3-3-2.2.2=23%.2%ilyen lehetdség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogrék kiilonbdzdk



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészinii le-

het8ség

egy masik j6 sorrend, ha az 1.,3.,4.,6. napon iszik kék bdgrébdl:



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészinii le-
het8ség

egy masik j6 sorrend, ha az 1.,3.,4.,6. napon iszik kék bdgrébdl:

OIOIOIOIOIO]6)



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészinii le-

het8ség

egy masik j6 sorrend, ha az 1.,3.,4.,6. napon iszik kék bdgrébdl:

GOOOO®® —&2

3.2.3-3-2.3-2=23%.2%ilyen lehetdség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogrék kiilonbdzdk



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészinii le-
het8ség

J6 lehetGségek szama:



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészinii le-
het8ség

J6 lehetGségek szama:

[szinezések széma] (Iehetéségek szama adott szinezésnéIJ




Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészinii le-

het8ség

J6 lehetGségek szama:

[szinezések széma] X (Iehetéségek szama adott szinezésnéIJ

/ x —35.34. 23

ennyiféleképpen valaszthatjuk ki a négy kék napot a hétbél

minden szinezéshez ugyanannyi lehetéség tartozik



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és két zdld kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valdszintiséggel valasztva.

Mennyi a val6szintisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman
pontosan négyszer iszik kék bogrébdl? valészinii le-

het8ség

[P(pontosan négyszer iszik kék bogrébsl) =

35818 _ 0
azaz 5525 = 29,03%.



Példa: visszatevéses mintavétel
3 kék, 2 z6ld bogre, Péter hét napon at talalomra valaszt.

HEEREI

P(pontosan k kék) = w7 ,

k=0,1,2,...,7.

Binomidlis eloszlas

1 2 3 4 8 6 7

Lehetséges értékek

ValészinUségek
0.00 0.05 010 0.15 020 0.25

0

A kék bdgrés napok szama: lehetséges értékek és val6sziniiségek



Visszatevéses mintavétel

o Egy dobozban N goly6 van, koziiliik M fekete, a tobbi fehér.

e Visszatevéssel kihtznak n darabot, minden hizasnal a korabbiakat el-
felejtve mind az N goly6t azonos valdsziniiséggel valasztva.

@ Annak valdsziniisége, hogy az n hizas koziil pontosan k-nal jon fekete:



Visszatevéses mintavétel

o Egy dobozban N goly6 van, koziiliik M fekete, a tobbi fehér.

e Visszatevéssel kihtznak n darabot, minden hizasnal a korabbiakat el-
felejtve mind az N goly6t azonos valdsziniiséggel valasztva.

@ Annak valdsziniisége, hogy az n hizas koziil pontosan k-nal jon fekete:

[P(pontosan k fekete) = (Z)w (k=0,1,2,..., n)}




Visszatevéses mintavétel

o Egy dobozban N goly6 van, koziiliik M fekete, a tobbi fehér.

e Visszatevéssel kihtznak n darabot, minden hizasnal a korabbiakat el-
felejtve mind az N goly6t azonos valdsziniiséggel valasztva.

@ Annak valdsziniisége, hogy az n hizas koziil pontosan k-nal jon fekete:
melyik feketéket haztunk (k hazas)
melyik k hazas fekete | melyik fehéreket hiztuk (n — k hiazas)

&~

A N n—
E}P’(pontosan k fekete) = (Z)w (k=0,1,2,..., n)}

Nn

Osszes lehet6ség



Visszatevéses mintavétel

o Egy dobozban N goly6 van, koziiliik M fekete, a tobbi fehér.

e Visszatevéssel kihtznak n darabot, minden hizasnal a korabbiakat el-
felejtve mind az N goly6t azonos valdsziniiséggel valasztva.

@ Annak valdsziniisége, hogy az n hizas koziil pontosan k-nal jon fekete:
melyik feketéket haztunk (k hazas)

melyik k hazas fekete | melyik fehéreket hiztuk (n — k hiazas)

&~

A N n—
[P(pontosan k fekete) = (Z)W (k=0,1,2,..., n)}

Osszes lehet6ség

Megjegyzés: a kihtuzott fekete golyék szama binomialis eloszlasa.



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kdvetd éran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kdvetd éran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

(I\/l = 14 a lanyok szémaJ

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kdvetd éran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

(I\/l = 14 a lanyok szémaJ

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

[n = 6 a minta nagységa]

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kdvetd éran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

(I\/l = 14 a lanyok szémaJ

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

[n = 6 a minta nagységa]

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kdvetd éran

k = 2 a kérdés | «— pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

(I\/l = 14 a lanyok széma]

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

[n = 6 a minta nagységa]

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kdvetd éran

k = 2 a kérdés | «— pontosan két lany felel?

P(pontosan két lany) = (7) Mk'(Nﬁ,,M)nik =9 143262624 = 31,6%.




Visszatevéses mintavétel: példa

[I\/l = 14 a lanyok széma]

- [N = 36 a didkok széma]

Egy osztalyba 14 lany és 22 fid jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felelét, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
valésziniiséggel valasztva (egy didk tobbszor is felelhet).

[n = 6 a minta nagységa]

Mennyi a valésziniisége, hogy hat egymast kdvetd éran

k = 2 a kérdés | «— pontosan két lany felel?

lanyok kivalasztasa fik kivalasztasa

P(pontosan két lany) = (7) Mk'(N,Q,,M)nik =9 143262624 = 31,6%.

szorzas: barmely felels barmely Osszes eset
masikkal valaszthaté

melyik két 6ran felel lany




Mintavételek 6sszehasonlitasa

Mintavételek 6sszehasonlitisa

valészintiségek
015 020 025

010

005

000

.l .

7 8 9 10

Lehetséges értékek

Visszatevés nélkiili mintavétel (hipergeometriai eloszlas) és visszatevéses min-
tavétel (binomialis eloszlas) dsszehasonlitasa N = 60, M = 40, n = 10 ese-
tén; ha N még nagyobb lenne n-hez képest, még jobban hasonlitana a két
eloszlas



