Stirliségfliggvény

Siriségfiiggvény

Ha X siiriiségfiiggvénye f (ami most az abran lathaté fuggvény): P(—3 <
X < —1) = [} f(x)dx = 54,5%;

P(1 < X <3)= [} f(x)dx =



Stirliségfliggvény

Hisztogram és siriiségfiiggvény

02 03 04

sUrlségflggveny, f(x)

0.1

0.0

Egy siirliségfiiggvény és hozza tartozd ezer elemi fliggetlen minta hisztog-
ramja; nagyobb a siiriségfiiggvény — nagyobb a gyakorisag;

minta: fiiggetlen valésziniiségi valtozék, melyek mindegyikének f a siirliség-
fliggvénye



Siirtiségfiggvény: definicio

Az X : Q — R valésziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye az f : R — R

fliggvény, ha
t

P(X < t) = / F(x)dx

—00

teljesiil minden t € R szamra.

val6szinliségi valtozénak van siiriiségfliiggvénye, példaul a

diszkréteknek nincs. Ha X-nek van siir(iségfiiggvénye, akkor abszoliit
folytonos val6szintiségi valtozénak nevezziik.

Ha az X valdsziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye f, akkor tetszéleges a < b
szamokra

b
P(a<X<b):P(a§X§b):/ f(x)dx.



A siirtiségfliggvény tulajdonsagai

Legyen X abszolat folytonos valdszintiségi valtozé, melynek F az eloszlas-
fliggvénye. (a) Ha f az X siirtiségfiiggvénye, akkor minden t € R szamra

t

F(t)=P(X < t) = / f(x) dx.

—00

(b) Az f(t) = F'(t) figgvény (azokra a t-kre, ahol F differencialhaté) az X
strliségfiiggvénye.

Ha az f : R — R fliggvény siirliségfiiggvény, akkor

@ f(x) > 0 teljesiil ,majdnem minden” x € R-re (példaul véges vagy
megszamlalhaté sok kivétel lehetséges).

@ [7 f(x)dx=1.

Forditva: ha f teljesiti ezt a két tulajdonsagot, akkor van olyan valésziniiségi
valtozd, aminek f a siiriiségfiiggvénye.



Siirtiségfiiggvény: példa

Siriiségfiiggvény

P(X <-0.5)

Ha X s(riségfiiggvénye f, akkor

~1/2

F(-1/2) =P(X < -1/2) :/ f(x) dx.

—00



Siirtiségfiiggvény: példa

Legyen az X valdsziniiségi valtozo siirliségfiiggvénye f(x) = 2|x|, ha —1 <
x < 0, és 0 kiilldnben. Mennyi X eloszlasfiiggvényének értéke a —1/2 helyen?

Felhasznalva az eloszlasfiiggvény és a siirliségfiiggvény definiciéjat, illetve
hogy x < —1 esetén f(x) = 0, azt kapjuk, hogy

F(=1/2) = P(X < —1/2) = /1/2 F(x)dx = /1/2 F(x)dx =

—00 1

~1/2 ~1/2 o
= / 2|x| dx = —/ 2xdx = — [xz]i;_l/z =
-1 -1

{92



Siirtiségfiiggvény: példa

siiriiségfuggvény

P(X <-0.5)

3/4

Ha X s(riségfiiggvénye f, akkor

—-1/2

F(-1/2) =P(X < -1/2) = / f(x)dx = %

—00



Stirliségfliggvény

Hisztogram és siriiségfiiggvény

02 03 04

sUrlségflggveny, f(x)

0.1

0.0

Egy siiriiségfliggvény és hozza tartozé ezer elemii fiiggetlen minta hisztog-

ramja — mennyi lehet az f siriségfiiggvényii valésziniiségi valtozé varhaté
értéke és szorasa?



Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhaté értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq,xa, ...

E(X) =221 %

P(X = x)

XX P(X = x;)

E(Xz) = Zj:l '

X siiriiségfiiggvénye: f.



Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhaté értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq,xa, ... X siiriiségfiiggvénye: f.
E(X) = 22721 % - P(X = xj) B(X) = [25x - £(x) dx
E(X?) = 372, x7 - P(X = x)) E(X?) = [ x2- f(x) dx




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhaté értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq,xa, ... X siiriiségfiiggvénye: f.
E(X) = 22721 % - P(X = xj) B(X) = [25x - £(x) dx
E(X?) = 372, x7 - P(X = x)) E(X?) = [ x2- f(x) dx

D(X) = \/E((X - E(X))?) = /E(X?) — E(X)?




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhaté értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq,xa, ... X siiriiségfiiggvénye: f.
E(X) = 22721 % - P(X = xj) B(X) = [25x - £(x) dx
E(X?) = 372, x7 - P(X = x)) E(X?) = [ x2- f(x) dx

D(X) = \/E((X - E(X))?) = /E(X?) — E(X)?

E(XF) =32, xk - P(X = x;) E(XK) = [* xkf(x) dx

j=1% o X

E(g(X)) =272, 809) - P(X =) | |E(g(X)) = J=2, g(x)f(x) dx




Varhaté érték és széras abszolut folytonos esetben

Legyen X abszolit folytonos valdsziniiségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvé-
nye f. Ekkor X varhaté értéke:

ha ez az integral létezik és véges.

Tegyiik fel, hogy az X val6sziniiségi valtozé abszolat folytonos, siirtiségfiigg-
vénye f, és E(X?) létezik, azaz az [70_ x?f(x) dx integral véges. Ekkor X
szorasnégyzete:

D*(X) = E((X — E(X))*) = E(X?) — E(X)?,

szorasa pedig

D(X) = \/E((X — E(X))2) = \/E(X2) — E(X)?.

A sz6ras definiciéja megegyezik a diszkrét esetben hasznalttal.



Az egyenletes eloszlas varhato értéke

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 .
fs) = 4 B3 ha a <s < b;
0, kilonben.

Ha X egyenletes eloszlasa az [a, b] intervallumon, akkor varhatd értéke

[e%s) b 21b
1 1 5
_ . — . ds — il —
E(X) /Oos f(s)ds /as P s ba[QLza
1 b2 —22 a+b

b—a 2 27

hiszen az x fiiggvény primitiv fliggvénye Xz—z és b?> —a° = (b — a)(b+ a).



Momentumok
Az X valésziniiségi valtozék k. momentuma a k. hatvanyanak varhaté ér-
téke:

E(X5).

Altalaban igaz, hogy ha X abszolut folytonos valdsziniiségi valtozé, f a
sliriiségfliggvénye, és E(g(X)) létezik, akkor

Blg(x)) = | " g (x)F(x) dx.

— 00
Ezért a k. momentum kiszamitasa:

E(X5) = /OO xKf(x) dx.

— 00

Kovetkezmény: a szdrasnégyzetet a kdvetkez8képpen szamithatjuk ki ab-
szolut folytonos X valdsziniiségi valtozé esetén:

D%(X) = E(X?) — [E(X)]* = /OO X2f (x)dx — [/oo X - f(x)dx]z.

—00 —0o0



Varhaté érték abszolat folytonos esetben: példa

20

15

05

00

X siiriiségfiiggvénye

E(1/X)=?




Varhaté érték abszolat folytonos esetben: példa

Legyen az X val6sziniiségi valtozé siirliségfliggvénye f(x) = 2|x|, ha —1 <
x < 0, és 0 kiilonben. Mennyi az 1/X valésziniiségi valtozé varhaté értéke?

Mivel X siiriiségfiiggvénye azonosan 0, ha x > 0, ezért X <0és1/X <0
biztosan teljesiil. Igy E(X) < 0 teljesiilni fog.

Pontosabban, mivel

a g(x) = 1/x fuggvénnyel:

E(l/X):/OO1-f(x)dx:/oz’x’dx:/o(—2) dx = 2.

—oo X 1 X _1



Varhaté érték abszolat folytonos esetben: példa

Tegyiik fel, hogy a holnap hullé csapadék mennyiségének siiriiségfiiggvénye
az alabbi:

0,2, ha0<x<1;
f(x)=10,4, hal<x<3;
0 ha x < 0 vagy x > 2.

Jeldlje a csapadékmennyiséget X. A csapadékmennyiség varhaté értéke:

00 1 3
WMZ/ *ﬂﬂWZ/XHJW+/x0Aw:
0 1

—00

12 02 32 12
=0,2-(———)+04- (= —->2)=1,7.
2(3-3) 0 (3-%)



Sz6ras abszolit folytonos esetben: példa

Tegyiik fel, hogy a holnap hull6 csapadék mennyiségének siiriiségfiiggvénye
az alabbi:

0,2, ha0<x<1,
f(x)=10,4, ha 1< x <3;
0 ha x < 0 vagy x > 2.

Mar lattuk, hogy E(X) =1,7.

A csapadékmennyiség négyzetének varhaté értéke:

00 1 3
E(Xz):/ X2-f(x)ds:/ X2-O,2dx+/ X2-0,4dx:

13 03 33 13
=02 (= —=)+0,4- (2 —=) =353
2 (5-5) e (5-5)

Ez alapjan a csapadékmennyiség szdrasa:

\/IE X2) (X))? = V/3,53— 1,72 = 0,8.




Az egyenletes eloszlas varhato értéke

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 .
fs) = 4 B3 ha a <s < b;
0, kilonben.

Ha X egyenletes eloszlasa az [a, b] intervallumon, akkor varhatd értéke

[e%s) b 21b
1 1 5
_ . — . ds — il —
E(X) /Oos f(s)ds /as P s ba[QLza
1 b2 —22 a+b

b—a 2 27

hiszen az x fiiggvény primitiv fliggvénye Xz—z és b?> —a° = (b — a)(b+ a).



Az egyenletes eloszlas szérasa
Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfliggvénye:

L haa<s<b;
fls)=q27 T =
0, kiildnben.
Ha X egyenletes eloszlasa az [a, b] intervallumon, akkor varhat6 értéke

o) b
E(X?) :/ s%- f(s)ds = /bsz- ! ds = ! f
a b—a b—al3

1 b — a2 a2 +ab+ b
- b—a 3 a 3 ’

hiszen az x? fliggvény primitiv fiiggvénye X—; és b® —a® = (b—a)(a®+ab+
b?).



Az egyenletes eloszlas szérasa
Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfliggvénye:

L haa<s<b;
fls)=q27 T =
0, kiildnben.
Ha X egyenletes eloszlasa az [a, b] intervallumon, akkor varhat6 értéke

o) b
E(X?) :/ s%- f(s)ds = /bsz- ! ds = ! i
a b—a b—al3

1 b — a2 a2 +ab+ b
- b—a 3 a 3 ’

hiszen az x? fliggvény primitiv fiiggvénye X—; és b® —a® = (b—a)(a®+ab+
b?).

D?*(X) = E(X?) —E(X)? = 3 5

_a®+ab+b* P +2ab+b>  a®—2ab+b*  (b-—a)?

a®+ab+ b <a+b>2

3 4 o 12 12



Egyenletes eloszlas (uniform distribution)

Az X valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlasd az [a, b] intervallumon, ha
siiriiségfliggvénye

1 .
F(x) = ot haa<x <b;
0, kiilonben.

Ekkor

@ X eloszlasfiiggvénye:

0, ha t < a;
F(t)=P(X <t)=q {2, haa<t<b;
1, ha t > b.

@ Haa<c<d<b, akkor

d d 1 d—c
chng:/fde:/ dx = .
( ) j (x) boa P

@ Az X valdsziniiségi valtoz6 varhaté értéke és szérasa:

E(X) = a:b; D(X) = bE




Normalis eloszlas: bevezetés

Ha egy, a val6sagban megfigyelhetd valésziniiségi valtozé eloszlasat, ponto-
sabban a siiriiségfiiggvényét szeretnénk meghatarozni:

az adatokbdl készithetiink hisztogramot;

a hisztogram és a siirliségfiiggvény alakja sok fliggetlen megfigyelés ese-
tén ,kozel” van egymashoz;

megfigyelhetjik, hogy kiilonféle mennyiségek esetén a hisztogramok
gyakran — a gyakran el6fordulé siiriiségfiiggvény-
tipusokat érdemes kiilon megérteni;

az egyik ilyen a normalis eloszlas, melynek siirliségfiiggvénye az e’
fliggvénybdl szarmaztathaté

példaul killonféle mérési eredmények (a mérési hibak kovetkeztében),
illetve élglények biologiai jellemzéi gyakran normalis eloszlast kovetnek
(példaul: testmagassag)

a normalis eloszlas a statisztikaban is kulcsfontossagi



Testmagassag

Testmagassag hisztogramja

n: 96
dflag: 174,3
szoras: 11,5

0.02 0.03

oyakorisag

0.01

0.00

140 160 180 200

cm

Testmagassag hisztogramja n = 96 elem(i mintabél (valés adatokbdl), és
az m = X = 174,3 vérhat6 értékii és 0 = 11,5 szérasii normalis eloszlas
siiriiségfiiggvénye (pirossal): f(x) = m exp(—(x—174,3)?/(2-11,52))

& = =

D¢



Normalis eloszlas: definicié

Legyen mval6s, o pedig pozitivszam. Azt mondjuk, hogy az Y val6sziniiségi
valtozé normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel, ha
siiriiségfiiggvénye

Jeldlése: Y ~ N(m,o?).
Ha Y ~ N(m,o?), akkor E(Y) =m, D(Y) = 0.

Standard normalis eloszlas: az m = 0 varhaté értékii és o = 1 szérasi
normalis eloszlas. Eloszlasfiiggvénye: &, siiriségfiiggvénye ¢, ahol

(t) = /_:O o) d  p(x) = \/12?exp(— X;)




Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

relativ gyakorisagok

értékek

Normalis eloszlas (m = 1,0 = 1) siirtiségfiiggvénye és 500 darab fiiggetlen,
N(1,1) eloszlast valésziniiségi valtozébél allé minta hisztogramja.

DA



Normalis eloszlas

Normalis eloszlasok siriiségfiiggvényei

08
|

sUrlségfuggvény, fix)
04

02
|

Kiilonbz8 varhaté értékl (m) és szérasa (o) normalis eloszlasok siirliség-
fliggvényei



A O fliggvény

Standard normalis eloszlas

04

03

P(Z < -1)=0(-1)=15,9% P(1<Z<2)=
=02)-o(1)=

=13,6%

sUriségfliggveny
02
L

0.1

@(2)-0(1)

0.0

A o fiiggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~
N(0,1), akkor

P(Z <t) = () = / o) dx = / CL g

—00 —00 T




Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas

03 04
I I

sUrUségfuggvény
02

01

00

P(Z < -1)=d-1)=15,9% P(1<Z<2)=
=0(2)- (1) =

=13,6%

A o fliggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~
N(0,1), akkor
b b 1 )
P(a< Z < b) = d(b) — d(a) = / o(x) dx = / Te*X /2 dx.
a a ™



Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas

<
S
@(-x)=1-D(x)
Q|
o
3
S o |
S o
8
3
g -
2,1%
@(-3)=0,1% 1-0(3)=0,1%
o |
S

A o fliggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~
N(0, 1), akkor
— e/ dx.

b b
P(agng)zd)(b)—q’(a):/a w(x)dX:/a o

[m] [l = =

1




Standard normalis eloszlas

A Z valésziniiségi valtozé standard normalis eloszlasa, azaz Z ~ N(0,1),
ha siirliségfiiggvénye

Ekkor eloszlasfiiggvénye @, azaz

YR

¢<t>=ﬂm(zsr)=1@(2<t)=/t 1 exp(—

oo V2T

) o

Pla<Z<b)=Pa<Z<b)=P(Z<b)-P(Z<a)=

Tovabba

Mas normalis eloszlasok esetén ezeket a valdsziniiségeket a & fiiggvényre
vezetjiik vissza. A ® fliggvény az R-ben: pnorm



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normilis eloszlasi m varhaté értékkel és o2 szérasnégy-

zettel, azaz Y ~ N(m, 0?). Ekkor tetszéleges a < b valés szamokra

]P’(Y<b):]P’(Y§b):]p(Y;m§ b;m>:¢<b;m>

P(Y >a) =P(Y >a) = _¢<a—m>

g




Normalis eloszlas: példa

Tegyiik fel, hogy az Y valésziniiségi valtoz6 normalis eloszlast m = 4 varhaté
értékkel és o = 3 szérassal. Ekkor

(Y <7) = ¢<7;m) - ¢<7g4> — o(1) = 84,1%.

P(1<YS?):IP’(Y§7)_[[D(Y§1):¢<7—m)_q)(l—m)

— ¢<7;4> - ¢(1;4> — o(1) — (1) =
— 20(1) — 1 = 68,2%,

mert

O(—x) =1—d(x)

minden valds x-re érvényes a siirliségfliggvény 0O-ra val6 szimmetridja miatt.



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Linearis transzformacié. Legyen Y normalis eloszlasi valésziniiségi valtozé
m varhaté értékkel és o szérassal, és a, b valés szamok. Ekkor az aY + b
valdsziniiségi valtozé normalis eloszlasi am + b varhaté értékkel és a’c?
szérasnégyzettel, azaz

Y ~ N(m,o?) = aY + b~ N(am + b, a%c?).

Fiiggetlen Gsszeg. Ha Yi, Y5 fliggetlen, normalis eloszlasi valésziniiségi
valtozék, akkor Y7 + Y5 is normalis eloszlasd, varhatd értéke my + mo,
szérasnégyzete a% + a%, ahol Yq ~ N(ml,af) és Yo ~ N(mz,a%)

Ha Y és Z fiiggetlenek, normalis eloszlastiak, Y ~ N(2,32) és
Z ~ N(1,4?), akkor

Y +Z ~ N(3,5%); Y — Z ~ N(1,5?%); Y +3Z ~ N(5,57).



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Legyenek Y1, Y2, ..., Y, fiiggetlen normalis eloszlasii valdszinlségi valto-
z6k, melyek varhaté értéke m, szérasuk o. Ekkor az Gsszegiik és az atlaguk
is normalis eloszlasi, és

Yi+ Yo+ ...+ Y, ~ N(nm, naz);

Yi+ Yo +...4Y, < 02)
~ N{| m, .

n n



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Legyenek Y1, Y2, ..., Y, fiiggetlen normalis eloszlasii valdszinlségi valto-

z6k, melyek varhaté értéke m, szérasuk o. Ekkor az Gsszegiik és az atlaguk
is normalis eloszlasi, és

Yi+ Yo+ ...+ Y, ~ N(nm, naz);

m, —
n n

Yi+ Yo +...4Y, N< 02>

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassaga 176 c¢cm varhaté értéki
és 7 sz6rasih val6szintiségi valtozé. Ekkor

@ 100 ember testmagassaganak atlaga szintén normalis eloszlasa, 176 var-
hato értékkel és 7/4/100 = 0,7 szérassal;

@ 10000 ember testmagassaganak atlaga normalis eloszlast, 176 varhaté
értékkel és 7/4/10000 = 0, 07 szérassal.



Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas sokszor hasznalhaté véletlen idétartamok model-
lezésére, példaul

@ egy miivelet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgalasa egy boltban,
vagy egy szamitas elvégzése egy szamitégépen
@ egy ember reakciSideje

o két esemény bekdvetkezése kozott eltelt id8, példaul egy lzletben két
igyfél érkezése kozotti idé

@ jarvanyterjedés modellezésénél: a fertézés atadasanak vagy a gyogyu-
lasnak az ideje

@ radioaktiv részecske bomlasi ideje



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas

08
I

relativ gyakorisagok
04

0.0

értékek

A = 1 paraméter(i exponencialis eloszlas siiriiségfiiggvénye és 500 darab
fliggetlen, 1 paraméterii exponencialis eloszlasa val6sziniiségi valtozobdl allé
minta hisztogramja



Exponencialis eloszlas: definicié és tulajdonsagok

Legyen A\ > 0 valés szam. Az X valésziniiségi valtozé exponencialis elosz-
lasi \ paraméterrel, ha siirliségfiiggvénye

—Ax h .
F(x) = e ™, ha x>0
0, kiildnben.

Ekkor

@ X eloszlasfiiggvénye:

t 1—e ™ hat>0;
FO =Px <= [ fga=d ~C 0 20
—0 0 kiilénben.
@ X varhats értéke: E(X) = 1, szérasa: D(X) = 1.
@ Orokifja tulajdonsag. Legyenek s, t pozitiv szamok. Ekkor

P(X > s+ t|X >s) =P(X > t).



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlasok siriiségfiiggvényei

Sl =1
— =4
e — %=05
E
g °- \
Z .
=T B N
g_ ‘-_._\'—"-—-—__\——————_—
T T T T
0 2 4 6 8

Kiilénbsz6 paraméterii (A = 3,1, illetve 4) exponencialis eloszlasok stirii-
1
by

2
ségfiiggvényei és a varhaté értékeik: E(X) =1 =2, Lilletve 1



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlasok eloszlasfiiggvényei
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Kiilonbdz6 paraméteri (/\ =
lasfiiggvényei



Az exponencialis eloszlas 6rokifja tulajdonsaga

Allitas
Legyen X exponenciilis eloszlasi valésziniiségi valtozo, s, t pozitiv szamok.
Ekkor

P(X >s+t[X>s)=P(X>1).

Bizonyitds. A feltételes valdsziniiség definicigjat és az exponencialis eloszlas
eloszlasfiiggvényének alakjat felhasznalva

PUX>s+t}N{X>s}) 1-PX<s+t)

P(X >s+t[X >s)=

P(X > s) 1-P(X <5)
L 1-F(s+t)  1—(1—e sty oAsH)
O 1-F(s) 1—(l—ets) X

—eM=1-(1-e?M=1-Ft)=P(X>1).



Tovabbi nevezetes eloszlasok

Az alabbi eloszlasok tobbek kozott statisztikai alkalmazasokban fordulnak
eld:

o Pareto-eloszlas: végtelen momentumokkal rendelkez§ eloszlasok model-
lezésére (példaul jovedelmek, karnagysagok)

o t-eloszlas: példaul két eloszlas varhaté értékének Gsszehasonlitasara

@ F-eloszlas: példaul két eloszlas szérasanak dsszehasonlitasara

o Y’-eloszlas: példaul annak elddntésére, hogy két tulajdonsag kozott
van-e
@ gamma-eloszas: nemnegativ valésziniiségi valtozék modellezésére

@ beta-eloszlas: [0, 1]-értékii valdsziniiségi valtozék modellezésére



t-eloszlas

Legyenek Xi, Xo, ..., Xr és Y fliggetlen standard normalis eloszlasa valészi-
nlségi valtozék. Ekkor a

Y

/=
\/(X12+X22+...+Xf2)/f

val6szin(iségi valtozé eloszlasat f szabadsagi fokt t-eloszlasnak (vagy Student-
eloszlasnak) nevezziik.

Az f = 1 szabadsagi foki t-eloszlas, vagyis Y /X eloszlasa a Cauchy-
eloszlas. Ennek siirliségfiiggvénye:

1 1

=2 T

A Cauchy-eloszlasnak sem varhaté értéke, sem szérasa nem létezik: ffooo X -
2 & oo 1 . ) L
f(x) dx nem értelmezhets, mert [~ . dx integral nem véges.



A t-eloszlas stiriségfliggvénye

t-eloszlasok siriiségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi foki t-eloszlasok siirliségfiiggvényei. A pottydzott
vonal a standard normalis eloszlas siiriiségfiiggvényét jeldli, ez kdzel van a
t-eloszlas siriségfiiggvényéhez, ha f nagy.



F-eloszlas

Legyenek m, n pozitiv egészek, Xi,..., Xm, Y1, Ya2,..., Y, pedig figgetlen
standard normalis eloszlast valészintiségi valtozék. Ekkor az
Con(XEH X+ .+ X32)
m(Y2+YZ+...+Y3)

valdszinliségi valtozé eloszlasat m, n szabadsagi foki F-eloszlasnak nevez-
ziik.



Az F-eloszlas siirliségfiiggvénye

F-eloszlasok siirliségfiiggvényei
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Kiilonbdz6 szabadsagi foka F-eloszlasok siiriségfiiggvényei




y2-eloszlas

Legyenek X1, Xo, ..., X fiiggetlen standard normalis eloszlast valdszin(iségi
valtozék. Az

Y=XZ+X3+...+X;

valdsziniiségi valtozé eloszlasat q szabadsagi fok y?-eloszlasnak nevezziik.
Ennek siirliségfiiggvénye:

t9/2-1 /2 )
() = d wame 120
0, £<0.

Gamma-fiiggvény. Ha a > 0 pozitiv szam, legyen
oo
r(a) :/ t*te tdt.
0

Parcialis integralassal belathat6, hogy I'(a) = (a—1)[(a—1) minden a > 1-
re, és igy ['(n) = (n— 1)!, ha n pozitiv egész.



A y?-eloszlas siirtiségfiiggvénye

y -eloszlasok sirliségfuggveényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi fokt y2-eloszlasok siirtiségfiiggvényei



Gamma-eloszlas

Gamma-fiiggvény. Ha a > 0 pozitiv szam, legyen
oo
M(a) :/ t*te tdt.
0

Parcialis integralassal belathaté, hogy I'(a) = (a—1)['(a—1) minden a > 1-
re, és igy ['(n) = (n— 1)!, ha n pozitiv egész.

Legyenek a és A\ pozitiv szdmok. Az X valdsziniiségi valtozé gamma-
eloszlash a renddel és \ paraméterrel, ha siirliségfiiggvénye

)\axafl ZAx .
f(x):{ @ ¢ x=20

0, x < 0.



A gamma-eloszlas siirliségfiiggvénye

Gamma-eloszlasok siriliségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi foki gamma-eloszlasok siirtiségfiiggvényei



A gamma-eloszlas tulajdonsagai
Az X valésziniiségi valtozé6 gamma-eloszlasia a renddel és \ paraméterrel,

ha siirliségfiiggvénye

Axa~1 _ax .
fx) =4 @ & x=20
0, x < 0.

o Kapcsolat az exponencialis eloszlassal: ha a = 1, akkor a siiriiség-
fiiggvény Ae ™%, ha x > 0, és az exponencialis eloszlast kapjuk vissza.

o Exponencialis eloszlasok Gsszege: ha X1, Xo, ..., X, fiiggetlen \ pa-
raméterii exponencialis eloszlasi valdsziniiségi valtozék, akkor X1+ X5+
...+ X, gamma-eloszlast a = n renddel és )\ paraméterrel.

o Kapcsolat a y?-eloszlassal: ha a = g/2 és A = 1/2, akkor a g
szabadsagi fok( y?-eloszlast kapjuk vissza.

o Varhato érték és széras:

D(X) = Vf



Beta-eloszlas

Legyenek a, b > 1 szdmok. Az X valésziniségi valtozé beta-eloszlasi a és
b paraméterekkel, ha siiriségfliggvénye

M(at+b) _a— - .
) = farde i1 - X)L, teo,1];
0, x < 0 vagy x > 1.

Ha Xi, Xa,..., X, fuggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu va-
l6szintiségi valtozok, és X} jeldli ebben a mintaban a k. legnagyobb szamot,
akkor X eloszlasa beta-eloszlds a = k és b = n — k + 1 paraméterekkel.

Az a =1 és b =1 valasztassal az egyenletes eloszlast kapjuk vissza.



A beta-eloszlas siiriiségfiiggvénye

Beta-eloszlasok siiriiségfiiggvényei
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szabadsagi fok( beta-eloszlasok siiriiségfiiggvényei




Pareto-eloszlas

Az X valésziniiségi valtozé Pareto-eloszlasi, ha siirliségfiiggvénye

foo = Jarm X hax<a
0, ha x < a.

Itt > 0,8 > 1 rogzitett szamok. Ekkor X eloszlasfliiggvénye:

_ {1—(;)_B+1; hat <«

F(t)=P(X <t
(B =FX=<t) 0, ha t < a.



Pareto-eloszlas

Az X valésziniiségi valtozé Pareto-eloszlasi, ha siirliségfiiggvénye

foo = Jarm X hax<a
0, ha x < a.

Itt > 0,8 > 1 rogzitett szamok. Ekkor X eloszlasfliiggvénye:

1—(5)_”8+1; hat <«
(e}
0, ha t < «.

Az X valdszinliségi valtozé k. momentuma:

E(Xk) _/_Ooxk-f(x)dx_ aﬁrl _Ooxkf’gdx< o k—0<—1.

Tehat a Pareto-eloszlasnak csak S —1-nél kisebb k-ra véges a k. momentuma.

Példaul ha g = 2,5, akkor a varhaté érték létezik és véges, de szérasa nem
létezik.



Pareto-eloszlas

Pareto-eloszlas eloszlasfiiggvénye
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Kiilonb6z8 paraméterii Pareto-eloszlasok eloszlasfiiggvénye



Pareto-eloszlas

Pareto-eloszlas siiriiségfiggvénye
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Kiilonb6z8 paraméterii Pareto-eloszlasok siiriségfiiggvénye



Hazi feladat december 3., kedd, 8:15-ig

Legyen X olyan valésziniiségi valtozo, melynek siiriiségfiiggénye f(x) = 4x3
ha 0 < x <1, és 0 kiildnben.

a) Hatarozzuk meg ennek a varhaté értékét és sz6rasat.

b) Hasonlitsuk 6ssze X és Y varhaté értékét, illetve szérasat, ahol Y a [0, 1]
intervallumon egyenletes eloszlast valdsziniiségi valtozé.



