
S¶r¶ségfüggvény: de�níció (11. el®adás)

Az X : Ω → R valószín¶ségi változó s¶r¶ségfüggvénye az f : R → R
függvény, ha

P(X ≤ t) =

∫ t

−∞
f (x)dx

teljesül minden t ∈ R számra.

Nem minden valószín¶ségi változónak van s¶r¶ségfüggvénye, például a
diszkréteknek nincs. Ha X -nek van s¶r¶ségfüggvénye, akkor abszolút
folytonos valószín¶ségi változónak nevezzük.

Ha az X valószín¶ségi változó s¶r¶ségfüggvénye f , akkor tetsz®leges a < b
számokra

P(a < X < b) = P(a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a
f (x)dx .



A s¶r¶ségfüggvény tulajdonságai

Legyen X abszolút folytonos valószín¶ségi változó, melynek F az eloszlás-
függvénye. (a) Ha f az X s¶r¶ségfüggvénye, akkor minden t ∈ R számra

F (t) = P(X ≤ t) =

∫ t

−∞
f (x) dx .

(b) Az f (t) = F ′(t) függvény (azokra a t-kre, ahol F di�erenciálható) az X
s¶r¶ségfüggvénye.

Ha az f : R → R függvény s¶r¶ségfüggvény, akkor

(i) f (x) ≥ 0 teljesül �majdnem minden� x ∈ R-re (például véges vagy
megszámlálható sok kivétel lehetséges).

(ii)
∫∞
−∞ f (x) dx = 1.

Fordítva: ha f teljesíti ezt a két tulajdonságot, akkor van olyan valószín¶ségi
változó, aminek f a s¶r¶ségfüggvénye.



Exponenciális eloszlás

λ = 1 paraméter¶ exponenciális eloszlás s¶r¶ségfüggvénye és 500 darab
független, 1 paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változóból álló
minta hisztogramja



Exponenciális eloszlás: de�níció és tulajdonságok

Legyen λ > 0 valós szám. Az X valószín¶ségi változó exponenciális elosz-
lású λ paraméterrel, ha s¶r¶ségfüggvénye

f (x) =

{
λe−λx , ha x > 0;

0, különben.

Ekkor

(i) X eloszlásfüggvénye:

F (t) = P(X ≤ t) =

∫ t

−∞
f (x) dx =

{
1− e−λt , ha t > 0;

0 különben.

(ii) X várható értéke: E(X) = 1

λ , szórása: D(X) =
1

λ .

(iii) Örökifjú tulajdonság. Legyenek s, t pozitív számok. Ekkor

P(X ≥ s + t|X ≥ s) = P(X ≥ t).



Exponenciális eloszlás: példa
Tegyük fel, hogy egy boltban egy vev® kiszolgálásának ideje (percben szá-
molva) 3 várható érték¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változó.

Mennyi a valószín¶sége, hogy a vev®t legalább 5 percig tart kiszolgálni?
Mennyi a valószín¶sége, hogy a vev® kiszolgálása legalább 2, de legfeljebb
4 percig tart?

Legyen X a kiszolgálás ideje. Exponenciális eloszlás esetén

E(X ) = 1/λ, és most E(X ) = 3 ⇒ λ = 1/3.

Ezért az eloszlásfüggvény alapján

P(X ≥ 5) = 1− P(X < 5) = 1− F (5) = 1− (1− e−λ·5) = e−λ·5 =

= e−5/3 = 18, 9%.

Hasonlóképpen

P(2 ≤ X ≤ 4) = P(X ≤ 4)− P(X ≤ 2) = F (4)− F (2) =

= (1− e−4/3)− (1− e−2/3) = e−2/3 − e−4/3 = 25%.



Exponenciális eloszlás: példa
Tegyük fel, hogy egy boltban egy vev® kiszolgálásának ideje (percben szá-
molva) 3 várható érték¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változó.

Mennyi a valószín¶sége, hogy a vev®t legalább 5 percig tart kiszolgálni?
Mennyi a valószín¶sége, hogy a vev® kiszolgálása legalább 2, de legfeljebb
4 percig tart? Legyen X a kiszolgálás ideje. Exponenciális eloszlás esetén

E(X ) = 1/λ, és most E(X ) = 3 ⇒ λ = 1/3.

Ezért az eloszlásfüggvény alapján

P(X ≥ 5) = 1− P(X < 5) = 1− F (5) = 1− (1− e−λ·5) = e−λ·5 =

= e−5/3 = 18, 9%.

Hasonlóképpen

P(2 ≤ X ≤ 4) = P(X ≤ 4)− P(X ≤ 2) = F (4)− F (2) =

= (1− e−4/3)− (1− e−2/3) = e−2/3 − e−4/3 = 25%.



Exponenciális eloszlás: példa

Annak valószín¶sége, hogy a kiszolgálás legalább 5 percig tart, illetve hogy
legalább 2, de legalább 4 percig, ha a kiszolgálási id® 3 várható érték¶ ex-
ponenciális eloszlású valószín¶ségi változó



Normális eloszlás: de�níció

Legyen m valós, σ pedig pozitív szám. Azt mondjuk, hogy az Y valószín¶ségi
változó normális eloszlású m várható értékkel és σ2 szórásnégyzettel, ha
s¶r¶ségfüggvénye

f (x) =
1√

2π · σ
exp

(
− (x −m)2

2σ2

)
(x ∈ R).

Jelölése: Y ∼ N(m, σ2).

Ha Y ∼ N(m, σ2), akkor E(Y) = m, D(Y) = σ.

Standard normális eloszlás: az m = 0 várható érték¶ és σ = 1 szórású
normális eloszlás. Eloszlásfüggvénye: Φ, s¶r¶ségfüggvénye φ, ahol

Φ(t) =

∫ t

−∞
φ(x) dx ; φ(x) =

1√
2π

exp

(
− x2

2

)
.



Normális eloszlás

Normális eloszlás (m = 1, σ = 1) s¶r¶ségfüggvénye és 500 darab független,
N(1, 1) eloszlású valószín¶ségi változóból álló minta hisztogramja



Normális eloszlás

Különböz® várható érték¶ (m) és szórású (σ) normális eloszlások s¶r¶ség-
függvényei



További nevezetes eloszlások

Az alábbi eloszlások többek között statisztikai alkalmazásokban fordulnak
el®:

Pareto-eloszlás: végtelen momentumokkal rendelkez® eloszlások model-
lezésére (például jövedelmek, kárnagyságok)

t-eloszlás: például két eloszlás várható értékének összehasonlítására

F -eloszlás: például két eloszlás szórásának összehasonlítására

χ2-eloszlás: például annak eldöntésére, hogy két tulajdonság között
van-e összefüggés

gamma-eloszás: nemnegatív valószín¶ségi változók modellezésére

beta-eloszlás: [0, 1]-érték¶ valószín¶ségi változók modellezésére



Pareto-eloszlás
Az X valószín¶ségi változó Pareto-eloszlású, ha s¶r¶ségfüggvénye

f (x) =

{
β

αβ+1 · x−β; ha x ≤ α

0, ha x < α.

Itt α > 0, β > 1 rögzített számok. Ekkor X eloszlásfüggvénye:

F (t) = P(X ≤ t) =

{
1−

(
t
α

)−β+1
; ha t ≤ α

0, ha t < α.

Az X valószín¶ségi változó k . momentuma:

E(X k) =

∫ ∞

−∞
xk · f (x) dx =

β

αβ+1

∫ ∞

−∞
xk−β dx < ∞ ⇔ k − β < −1.

Tehát a Pareto-eloszlásnak csak β−1-nél kisebb k-ra véges a k .momentuma.

Például ha β = 2, 5, akkor a várható érték létezik és véges, de szórása nem
létezik.



Pareto-eloszlás
Az X valószín¶ségi változó Pareto-eloszlású, ha s¶r¶ségfüggvénye

f (x) =

{
β

αβ+1 · x−β; ha x ≤ α

0, ha x < α.

Itt α > 0, β > 1 rögzített számok. Ekkor X eloszlásfüggvénye:

F (t) = P(X ≤ t) =

{
1−

(
t
α

)−β+1
; ha t ≤ α

0, ha t < α.

Az X valószín¶ségi változó k . momentuma:

E(X k) =

∫ ∞

−∞
xk · f (x) dx =

β

αβ+1

∫ ∞

−∞
xk−β dx < ∞ ⇔ k − β < −1.

Tehát a Pareto-eloszlásnak csak β−1-nél kisebb k-ra véges a k .momentuma.

Például ha β = 2, 5, akkor a várható érték létezik és véges, de szórása nem
létezik.



Pareto-eloszlás

Különböz® paraméter¶ Pareto-eloszlások eloszlásfüggvénye



Pareto-eloszlás

Különböz® paraméter¶ Pareto-eloszlások s¶r¶ségfüggvénye



t-eloszlás

Legyenek X1,X2, . . . ,Xf és Y független standard normális eloszlású valószí-
n¶ségi változók. Ekkor a

Z =
Y√

(X 2

1
+ X 2

2
+ . . .+ X 2

f )/f

valószín¶ségi változó eloszlását f szabadsági fokú t-eloszlásnak (vagy Student-
eloszlásnak) nevezzük.

Az f = 1 szabadsági fokú t-eloszlás, vagyis Y /X eloszlása a Cauchy-
eloszlás. Ennek s¶r¶ségfüggvénye:

f (x) =
1
π
· 1
1+ x2

.

A Cauchy-eloszlásnak sem várható értéke, sem szórása nem létezik:
∫∞
−∞ x ·

f (x) dx nem értelmezhet®, mert
∫∞
0

1

x dx integrál nem véges.



A t-eloszlás s¶r¶ségfüggvénye

Különböz® szabadsági fokú t-eloszlások s¶r¶ségfüggvényei. A pöttyözött
vonal a standard normális eloszlás s¶r¶ségfüggvényét jelöli, ez közel van a
t-eloszlás s¶r¶ségfüggvényéhez, ha f nagy.



F -eloszlás

Legyenek m, n pozitív egészek, X1, . . . ,Xm, Y1,Y2, . . . ,Yn pedig független
standard normális eloszlású valószín¶ségi változók. Ekkor az

F =
n(X 2

1
+ X 2

2
+ . . .+ X 2

m)

m(Y 2

1
+ Y 2

2
+ . . .+ Y 2

n )

valószín¶ségi változó eloszlását m, n szabadsági fokú F -eloszlásnak nevez-
zük.



Az F -eloszlás s¶r¶ségfüggvénye

Különböz® szabadsági fokú F -eloszlások s¶r¶ségfüggvényei



χ2-eloszlás

Legyenek X1,X2, . . . ,Xq független standard normális eloszlású valószín¶ségi
változók. Az

Y = X 2

1 + X 2

2 + . . .+ X 2

q

valószín¶ségi változó eloszlását q szabadsági fokú χ2-eloszlásnak nevezzük.
Ennek s¶r¶ségfüggvénye:

f (t) =

{
tq/2−1

2q/2Γ(q/2)
e−t/2, t ≥ 0;

0, t < 0.

Gamma-függvény. Ha a > 0 pozitív szám, legyen

Γ(a) =

∫ ∞

0

ta−1e−tdt.

Parciális integrálással belátható, hogy Γ(a) = (a−1)Γ(a−1) minden a > 1-
re, és így Γ(n) = (n − 1)!, ha n pozitív egész.



A χ2-eloszlás s¶r¶ségfüggvénye

Különböz® szabadsági fokú χ2-eloszlások s¶r¶ségfüggvényei



Gamma-eloszlás

Gamma-függvény. Ha a > 0 pozitív szám, legyen

Γ(a) =

∫ ∞

0

ta−1e−tdt.

Parciális integrálással belátható, hogy Γ(a) = (a−1)Γ(a−1) minden a > 1-
re, és így Γ(n) = (n − 1)!, ha n pozitív egész.

Legyenek a és λ pozitív számok. Az X valószín¶ségi változó gamma-
eloszlású a renddel és λ paraméterrel, ha s¶r¶ségfüggvénye

f (x) =

{
λaxa−1

Γ(a) e−λx , x ≥ 0;

0, x < 0.



A gamma-eloszlás s¶r¶ségfüggvénye

Különböz® szabadsági fokú gamma-eloszlások s¶r¶ségfüggvényei



A gamma-eloszlás tulajdonságai
Az X valószín¶ségi változó gamma-eloszlású a renddel és λ paraméterrel,
ha s¶r¶ségfüggvénye

f (x) =

{
λaxa−1

Γ(a) e−λx , x ≥ 0;

0, x < 0.

Kapcsolat az exponenciális eloszlással: ha a = 1, akkor a s¶r¶ség-
függvény λe−λx , ha x ≥ 0, és az exponenciális eloszlást kapjuk vissza.

Exponenciális eloszlások összege: ha X1,X2, . . . ,Xn független λ pa-
raméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változók, akkor X1+X2+
. . .+ Xn gamma-eloszlású a = n renddel és λ paraméterrel.

Kapcsolat a χ2-eloszlással: ha a = q/2 és λ = 1/2, akkor a q
szabadsági fokú χ2-eloszlást kapjuk vissza.

Várható érték és szórás:

E(X ) =
a

λ
; D(X ) =

√
a

λ
.



Beta-eloszlás

Legyenek a, b > 1 számok. Az X valószín¶ségi változó beta-eloszlású a és
b paraméterekkel, ha s¶r¶ségfüggvénye

f (x) =

{
Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b)x

a−1(1− x)b−1, t ∈ [0, 1];

0, x < 0 vagy x > 1.

Ha X1,X2, . . . ,Xn független, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlású va-
lószín¶ségi változók, és X ∗

k jelöli ebben a mintában a k. legnagyobb számot,
akkor X ∗

k eloszlása beta-eloszlás a = k és b = n − k + 1 paraméterekkel.

Az a = 1 és b = 1 választással az egyenletes eloszlást kapjuk vissza.



A beta-eloszlás s¶r¶ségfüggvénye

Különböz® szabadsági fokú beta-eloszlások s¶r¶ségfüggvényei



Normális eloszlás

Száz független normális eloszlású valószín¶ségi változó hisztogramja és a
s¶r¶ségfüggvény (m = 10, σ = 3, x = 9, 88, s∗n = 2, 58)



Normális eloszlások átlaga

Százelem¶ minta az alábbi eloszlásból: n = 1000 független normális eloszlású
(m = 10, σ = 3) valószín¶ségi változó átlaga és az N(10, 9/1000) normális
eloszlás s¶r¶ségfüggvénye (x = 9, 99, s∗n = 0, 084, σ/

√
n = 0, 095)



Normális eloszlások átlaga

Legyenek X ,Y függetlenek, normális eloszlásúak: X ∼ N(m1, σ
2

1
),Y ∼

N(m2, σ
2

2
). Ekkor a következ®k igazak:

X + b eloszlása normális, m1 + b várható értékkel és σ szórással;

aX eloszlása normális am1 várható értékkel és |a|σ szórással;

X +Y eloszlása normális, m1 +m2 várható értékkel és
√
σ2
1
+ σ2

2
szó-

rással.

Emlékeztet®: E(X + Y ) = E(X ) + E(Y ), és ha X és Y függetlenek, akkor
D2(X + Y ) = D2(X ) + D2(Y ).

Ebb®l következik: ha X1, . . . ,Xn független normális eloszlásúak m várható
értékkel és σ szórással, akkor

X1 + . . .+ Xn

n
∼ N

(
m,

σ2

n

)



Normális eloszlások átlaga

Legyenek X ,Y függetlenek, normális eloszlásúak: X ∼ N(m1, σ
2

1
),Y ∼

N(m2, σ
2

2
). Ekkor a következ®k igazak:

X + b eloszlása normális, m1 + b várható értékkel és σ szórással;

aX eloszlása normális am1 várható értékkel és |a|σ szórással;

X +Y eloszlása normális, m1 +m2 várható értékkel és
√
σ2
1
+ σ2

2
szó-

rással.

Emlékeztet®: E(X + Y ) = E(X ) + E(Y ), és ha X és Y függetlenek, akkor
D2(X + Y ) = D2(X ) + D2(Y ).

Ebb®l következik: ha X1, . . . ,Xn független normális eloszlásúak m várható
értékkel és σ szórással, akkor

X1 + . . .+ Xn

n
∼ N

(
m,

σ2

n

)



Exponenciális eloszlás

Száz független λ = 1/3 paraméter¶ exponencális eloszlású valószín¶ségi
változó hisztogramja és a s¶r¶ségfüggvény, azaz e−1/3/3 (E(X ) = D(X ) =
3, x = 3, 03, s∗n = 2, 89)



Exponenciális eloszlások átlaga

Százelem¶ minta az alábbi eloszlásból: n = 1000 független exponenciális
eloszlású (λ = 1/3) valószín¶ségi változó átlaga, és az N(3, 9/1000) normális
eloszlás s¶r¶ségfüggvénye (x = 2, 98, s∗n = 0, 098, σ/

√
n = 0, 095)



Két kockadobás összege

Két szabályos kockadobás összegének eloszlása



Kockadobások átlaga

Százelem¶ minta az alábbi eloszlásból: n = 1000 független szabályos kocka-
dobás átlaga, és az N(3, 5,D2(X1)/1000) normális eloszlás s¶r¶ségfüggvénye
(x = 3, 501, s∗n = 0, 098, σ/

√
n = 0, 051)



Exponenciális eloszlás a kitev®ben

eX1 , eX2 , . . . , eX1000 hisztogramja, ahol Xi -k függetlenek, 2 paraméter¶ ex-
ponenciális eloszlásúak (E(eX1) = 2,D(eX1) = ∞, x = 1, 99, s∗n = 2, 33)



Exponenciális eloszlás a kitev®ben

Százelem¶ minta az alábbi eloszlásból: eX1 , eX2 , . . . , eX1000 átlaga, ahol Xi -k
függetlenek, 2 paraméter¶ exponenciális eloszlásúak. Itt eXi várható értéke
véges, de szórása végtelen.



Az átlag konvergenciája

A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlásból vett minta átlaga n = 500-ig



A nagy számok törvényei
Tétel (A nagy számok gyenge törvénye)

Legyenek X1,X2, . . . olyan valószín¶ségi változók, melyek függetlenek és azo-

nos eloszlásúak. Tegyük fel, hogy D(X1) < ∞. Ekkor minden ε > 0 esetén

P(|X n − E(X1)| > ε) → 0 (n → ∞),

azaz X n → E(X1) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy számok er®s törvénye)

Legyenek X1,X2, . . . valószín¶ségi változók, melyek függetlenek és azonos

eloszlásúak. Tegyük fel még, hogy m = E(X1) < ∞. Ekkor

X n =
X1 + X2 + . . .+ Xn

n
→ E(X1) = m

teljesül 1 valószín¶séggel n → ∞ esetén.

A második esetben gyengébb feltevésb®l er®sebb állítás következik.



A nagy számok törvényei
Tétel (A nagy számok gyenge törvénye)

Legyenek X1,X2, . . . olyan valószín¶ségi változók, melyek függetlenek és azo-

nos eloszlásúak. Tegyük fel, hogy D(X1) < ∞. Ekkor minden ε > 0 esetén

P(|X n − E(X1)| > ε) → 0 (n → ∞),

azaz X n → E(X1) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy számok er®s törvénye)

Legyenek X1,X2, . . . valószín¶ségi változók, melyek függetlenek és azonos

eloszlásúak. Tegyük fel még, hogy m = E(X1) < ∞. Ekkor

X n =
X1 + X2 + . . .+ Xn

n
→ E(X1) = m

teljesül 1 valószín¶séggel n → ∞ esetén.

A második esetben gyengébb feltevésb®l er®sebb állítás következik.



Centrális határeloszlástétel
Tétel (Centrális határeloszlástétel)

Legyenek X1,X2, . . . független azonos eloszlású valószín¶ségi változók,

melyekre E(X1) = m és D(X1) = σ < ∞, azaz szórásuk véges. Ekkor

tetsz®leges t valós számra

P
(
X1 + X2 + . . .+ Xn − n ·m

σ
√
n

≤ t

)
→ P(Z ≤ t) (n → ∞),

ahol Z standard normális eloszlású, azaz

P(Z ≤ t) = Φ(t) =

∫ t

−∞

1√
2π

exp

(
− x2

2

)
dx .

Ezt úgy is fogalmazhatjuk, hogy

X1 + X2 + . . .+ Xn − n ·m
σ
√
n

→ N(0, 1)

teljesül n → ∞ esetén eloszlásban. Azonos eloszlású: P(Xi ≤ t) = P(Xj ≤
t) minden i , j párra és t valós számra
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Legyenek X1,X2, . . . független azonos eloszlású valószín¶ségi változók, me-
lyekre E(X1) = m és D(X1) = σ < ∞. Ekkor

lim
n→∞

P
(
a ≤ X1 + X2 + . . .+ Xn − n ·m

σ
√
n

< b

)
=

1√
2π

∫ b

a
e−x2/2dx .

A határértéket Φ(b) − Φ(a) = P(a ≤ Y ≤ b) alakban is írhatjuk, ahol
Y ∼ N(0, 1).

Így is átfogalmazható a tétel állítása:

P(nm + aσ
√
n ≤ X1 + X2 + . . .+ Xn < nm + bσ

√
n) → Φ(b)− Φ(a).

Ez azt jelenti, hogy az X n átlag eloszlása közel van egy m várható érték¶,
σ/

√
n szórású normális eloszláshoz.
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P(nm + aσ
√
n ≤ X1 + X2 + . . .+ Xn < nm + bσ

√
n) → P(a ≤ Z ≤ b).

Ha n-nel osztunk, hogy az átlag jelenjen meg:

P
(
m+ a

σ√
n
≤ X1 + X2 + . . .+ Xn

n
< m+ b

σ√
n

)
→ P(a ≤ Z ≤ b).

Vagyis az átlag eloszlása �közel van� egy m várható érték¶, σ√
n
szórású

normális eloszláshoz.
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Centrális határeloszlástétel: példa

Legyenek X1,X2, . . . független, 2 várható érték¶, exponenciális eloszlású va-
lószín¶ségi változók. Mi a limesze a P(X1 + . . .+ Xn − 2n < 2

√
n) mennyi-

ségnek n → ∞ esetén?

Mivel a valószín¶ségi változók függetlenek, azonos eloszlásúak és véges
szórásúak, teljesülnek a centrális határeloszlástétel feltételei. Ezért

P(X1 + . . .+ Xn − 2n < 2
√
n) = P

(
X1 + . . .+ Xn − 2n

2
√
n

< 1

)
→ Φ(1),

ha n → ∞, hiszen m = 2 a várható érték, és mivel az eloszlás exponenciális,
a várható érték egyenl® a szórással, így σ = 2 a szórás.
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Konvergenciafajták

De�níció

A Z1,Z2, . . . , valószín¶ségi változókból álló sorozat eloszlásban konvergál
az Z valószín¶ségi változóhoz, ha minden olyan t számra, melyre Z elosz-

lásfüggvénye folytonos t-ben, teljesül, hogy

P(Zn ≤ t) → P(Z ≤ t) (n → ∞).

Ha Zn → Z teljesül 1 valószín¶séggel, akkor Zn → Z sztochasztikusan és
eloszlásban is.

Lehetséges, hogy Zn → Z eloszlásban, de Zn nem tart Z -hez sztochasztiku-
san (és ezért 1 valószín¶séggel sem).
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A centrális határeloszlástétel alkalmazása

Tegyük fel, hogy egy véletlenszer¶en választott ember p valószín¶séggel sza-
vaz egy adott pártra. Legalább hány embert kell megkérdeznünk (feltételez-
ve, hogy mindenki a többiekt®l függetlenül válaszol és igazat mond), hogy
annak valószín¶sége, hogy a pártra szavazók aránya legfeljebb 0, 01-gyel tér
el p-t®l, tetsz®leges p esetén legalább 95% legyen?

n megkérdezett, mindenki p valószín¶séggel támogatja a pártot

X : a pártot támogatók száma a megkérdezettek között

Kell:

P
(∣∣∣∣Xn − p

∣∣∣∣ ≤ 0, 01

)
≥ 0, 95

teljesüljön minden 0 ≤ p ≤ 1-re.
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A centrális határeloszlástétel alkalmazása
n megkérdezett, mindenki p valószín¶séggel támogatja a pártot

X : a pártot támogatók száma a megkérdezettek között,

Kell:

P
(∣∣∣∣Xn − p

∣∣∣∣ ≤ 0, 01

)
≥ 0, 95

teljesüljön minden 0 ≤ p ≤ 1-re, ahol X =
∑n

j=1
Xj , az Xj -k függetlenek, és

P(Xj = 1) = 1− P(Xj = 0) = p; E(Xj) = p; D(Xj) =
√
p(1− p).

P
(∣∣∣∣Xn − p

∣∣∣∣ ≤ 0, 01

)
= P

(∣∣∣∣
∑n

j=1
Xj − np√

np(1− p)

∣∣∣∣ ≤ 0, 01
√
n√

p(1− p)

)
≈ 2Φ

(
0, 01

√
n√

p(1− p)

)
− 1.
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n megkérdezett, mindenki p valószín¶séggel támogatja a pártot

Kell:

P
(∣∣∣∣Xn − p

∣∣∣∣ ≤ 0, 01

)
≈ 2Φ

(
0, 01

√
n√

p(1− p)

)
− 1 ≥ 0, 95

teljesüljön minden 0 ≤ p ≤ 1-re. Vagyis mivel p(1− p) ≤ 1/4:

Φ

(
0, 01

√
n√

p(1− p)

)
≥ 0, 975;

0, 01
√
n√

p(1− p)
≥ Φ−1(0, 975) = qnorm(0, 975) = 1, 96;

n ≥ p(1− p) · 1, 962 · 1
0, 012

;

n ≥ 1
4
· 1, 962 · 1

0, 012
= 9607.



A hiba valószín¶sége

A hiba valószín¶sége a p függvényében



A centrális határeloszlástétel alkalmazása

Tegyük fel, hogy egy véletlenszer¶en választott ember p valószín¶séggel sza-
vaz egy adott pártra. Legalább hány embert kell megkérdeznünk (feltételez-
ve, hogy mindenki a többiekt®l függetlenül válaszol és igazat mond), hogy
annak valószín¶sége, hogy a pártra szavazók aránya legfeljebb 0, 01-gyel tér
el p-t®l, tetsz®leges p esetén legalább 95% legyen?

Csebisev-egyenl®tlenséggel: n ≥ 50000 biztosan elég

centrális határeloszlástétellel közelítve: n ≥ 9607 elég

valójában: n = 9607, p = 1/2 esetén 0, 94987 adódik a 0, 95 helyett

valójában n ≥ 9650 kell (pontos számolással)



A centrális határeloszlástétel alkalmazása

Tegyük fel, hogy egy véletlenszer¶en választott ember p valószín¶séggel sza-
vaz egy adott pártra. Legalább hány embert kell megkérdeznünk (feltételez-
ve, hogy mindenki a többiekt®l függetlenül válaszol és igazat mond), hogy
annak valószín¶sége, hogy a pártra szavazók aránya legfeljebb 0, 01-gyel tér
el p-t®l, tetsz®leges p esetén legalább 95% legyen?

Csebisev-egyenl®tlenséggel: n ≥ 50000 biztosan elég

centrális határeloszlástétellel közelítve: n ≥ 9607 elég

valójában: n = 9607, p = 1/2 esetén 0, 94987 adódik a 0, 95 helyett

valójában n ≥ 9650 kell (pontos számolással)



Szükséges mintaelemszám

A szükséges mintaelemszám a megengedett hibák függvényében



Házi feladat december 11., hétf®, 10:15-ig

Egy koncertre 16000 ember vett jegyet. Mindenki a többiekt®l függetlenül
1/4 valószín¶séggel vesz egyet a fellép® zenekar pólójából.

A centrális határeloszlástétel alapján közelítve hány pólót kell vinni a kon-
certre, hogy 95% valószín¶séggel jusson mindenkinek, aki szeretne vásárolni?

Számítsuk ki a pontos értéket is az R segítségével.


