Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa
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A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbdl vett minta atlaga n = 500-ig
a<-runif(500, min=0, max=1) avonas=a for (j in 1:500) avonas[j]=sum(a[1:j]),
plot(avonas, type="1", lwd="3", col="blue", main="Az atlag valtozasa'’



Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az 4tlagok sorozata)
tobbféle értelemben definialhatjuk a hatarértékét.

A Z1,7,, ..., valésziniiségi valtoz6kbdl ll6 sorozat sztochasztikusan kon-
vergal az Z valészin(iségi valtozéhoz, ha minden € > 0-ra

P(|Z,— Z| >¢)—0

teljesiil n — oo esetén.



Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az 4tlagok sorozata)
tobbféle értelemben definialhatjuk a hatarértékét.

A Z1,7,, ..., valésziniiségi valtoz6kbdl ll6 sorozat sztochasztikusan kon-
vergal az Z valészin(iségi valtozéhoz, ha minden € > 0-ra

P(|Z,— Z| >¢)—0
teljesiil n — oo esetén.

A Zy, 75, ..., valészinliségi valtozokbél allé sorozat 1 valésziniiséggel kon-
vergal az Z valdsziniiségi valtozéhoz, ha

Plw e Q: Zy(w) = Z(w) n — oo esetén) = 1.



Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az 4tlagok sorozata)
tobbféle értelemben definialhatjuk a hatarértékét.

A Z1,7,, ..., valésziniiségi valtoz6kbdl ll6 sorozat sztochasztikusan kon-
vergal az Z valészin(iségi valtozéhoz, ha minden € > 0-ra

P(|Z,— Z| >¢)—0
teljesiil n — oo esetén.

A Zy, 75, ..., valészinliségi valtozokbél allé sorozat 1 valésziniiséggel kon-
vergal az Z valdsziniiségi valtozéhoz, ha

Plw e Q: Zy(w) = Z(w) n — oo esetén) = 1.

1 valészintiséggel konvergal a sorozat = sztochasztikusan is, de forditva nem
feltétlendil.



Az atlag valtozasa

a<-abs(rcauchy(500)) avonas=a for (j in 1:500) avonas[j]=sum(a[1:j])/]
plot(avonas, type="I", lwd="3", col="blue", main="Az atlag valtozasa
nem létezG véarhaté érték esetén", xlab="mintaelemszam", ylab="atlag",
ylim=c(0, 10)) b<-abs(rcauchy(500)) bvonas=b for (j in 1:500) bvonas[j]=sum
lines(bvonas, type="I", lwd="3", col="red") c<-abs(rcauchy(500)) cvo-
nas=c for (j in 1:500) cvonas|[j]=sum(c[1:j])/j lines(cvonas, type="1", lwd="3"

Az atlag véltozéasa nem létezd varhato érték esetén




A nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek Xi,..., X, fliggetlen azonos eloszlasi véges szérasu valosziniiségi
valtozok. Legyen m = E(Xy) és o = D(X7).

A korabbiak szerint

EX)=m; D*X)=_.



A nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek Xi,..., X, fliggetlen azonos eloszlasi véges szérasu valosziniiségi
valtozok. Legyen m = E(Xy) és o = D(X7).

A korabbiak szerint

E(X) = m; D?*(X) =

A Csebisev-egyenl6tlenség szerint minden € > 0-ra

D?*(X) o2
5 = 627,7 —0 (n — OO)

P(IX —m| >¢) < .

Tehat X — m = E(X;) sztochasztikusan.



A nagy szamok torvénye
Tétel (A nagy szamok gyenge térvénye)

Legyenek X1, Xz, . .. olyan valésziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azo-
nos eloszlasiak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < oco. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o0),

azaz X, — E(X1) sztochasztikusan.




A nagy szamok torvénye
Tétel (A nagy szamok gyenge térvénye)

Legyenek X1, Xz, . .. olyan valésziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azo-
nos eloszlasiak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < oco. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o0),
azaz X, — E(X1) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy szamok erGs torvénye)

Legyenek X1, Xy, ... valdsziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasaak. Tegyiik fel még, hogy m = E(X1) < oo. Ekkor

:X1+Xz+...+Xn_>
n

yn E(Xl) =m
teljesiil 1 valosziniiséggel n — oo esetén.

A masodik esetben gyengébb feltevésbsl erésebb allitas kovetkezik.



Konvolicié

Allitas

Legyenek X és Y fiiggetlen, abszolut folytonos valésziniségi valtozok, az X

siriiségfiiggvénye f, az Y siiriiségfiiggvénye g. Ekkor az X+ Y valésziniségi
valtozé siiriségfiiggvénye:

h(t) = / " H(s)g(t — s)ds.

Ennek segitségével igazolhatd, hogy fiiggetlen normalis eloszlasok Gsszege is
normalis eloszlasa.



Konvolicié
Allitas

|
Legyenek X és Y fiiggetlen, nemnegativ egész értéki valésziniiségi valtozok.

Ekkor az X + Y valdsziniiségi valtozé eloszlasat az alabbi médon hataroz-
hatjuk meg:

k
PX+Y=k=> P(X=IP(Y=k-1) (k>0).
1=0

Tovabba

E(X+Y) =E(X)+E(Y);  D(X)=/D2(X) + D2(Y).

Bizonyitas. Diszjunkt eseményekre valé szétbontéssal, illetve a fliggetlenség
definiciéjanak felhasznalasaval:

k
PX+Y=k=> PX=1LY=k=-1)=) PX=NP(Y=k-1).
1=0



Konvolicié: példa

Allitas

Legyenek X és Y fiiggetlen Poisson-eloszlasi valésziniiségi valtozok, X pa-
ramétere \, az Y paramétere . Ekkor az X + Y valésziniségi valtozo
is Poisson-eloszlast, paramétere \ + yu, varhaté értéke és szorasnégyzete is
A+ p.

Bizonyitas. Legyen k > 0 tetsz6leges. Ekkor a Poisson-eloszlas definiciéja
alapjan

k k
)\/ k—1
PX+Y=k=> PX=NP(Y=k-1l)=> e (/f_l),e "=
1=0 1=0
1 s K
R SV =
K2 k=it
1 Lk (A + p)k
“Atp L I k—I —Ap
- “k!/zg</>A BT

ahol az utolsé |épésben a binomialis tételt hasznaltuk.



Nevezetes eloszlasok Gsszege

e X,Y flggetlen Poisson-eloszlasiak A\; és A\p paraméterrel = X + Y
Poisson-eloszlast A1 + Ao paraméterrel;

o X, Y fiiggetlen binomialis eloszlasuak, ny, illetve ny renddel, és azonos
p paraméterrel



Nevezetes eloszlasok Gsszege

e X,Y flggetlen Poisson-eloszlasiak A\; és A\p paraméterrel = X + Y
Poisson-eloszlast A1 + Ao paraméterrel;

o X, Y fiiggetlen binomialis eloszlasuak, ny, illetve ny renddel, és azonos
p paraméterrel = X + Y binomiélis eloszlasi ny + np renddel és p
paraméterrel;

e Xi,Xa,...,X, fligggetlen normalis eloszlastak = az Gsszegiik és az
atlaguk is normalis eloszlasa;

@ X, Y exponencialis eloszlastiak A\ paraméterrel = az dsszegitk Gamma-
eloszlasi a = 2 renddel és \ paraméterrel



Valdszinlségi vektorvaltozé: példa
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A Duna vizéllasa 20 napon keresztiil (az adatok forrasa: Orszagos Vizjelz6
Szo/gé/at): X1 =106, X, = 133,..., X0 = 186



Valészinliségi vektorvaltozo

Sok esetben nem egyetlen valésziniiségi valtozé viselkedését vizsgaljuk, ha-
nem tobb valdszinliségi valtozé egyiittes viselkedését. Példaul:

o egy véletlen folyamat (tézsdeindex, egy foly6 vizallasa, egy orszag né-
pessége) kiilonb6zs idépontokban;

e egy ember (vagy orszag, cég stb.) tobb kiilonbozé jellemzéje (példaul
egy ember életkora, jovedelme és kiadasai);

@ egy méréssorozatban a kiilonbdz6 mérések soran megfigyelt értékek (pél-
daul egy mérést tizszer megismételve tiz kiilonbdz8 valésziniiségi valto-
z6t kapunk).

Valésziniiségi valtozok egyiittesét valdsziniiségi vektorvaltozénak nevez-
ziik. Ez allhat (mint az els6 két esetben) vagy fiiggetlen (mint
tipikusan a harmadik esetben) valdszin(iségi valtozékbdl is.

Amint latni fogjuk, az eloszlasfliggvény, siiriiségfiiggvény az egyiittes esetben
is definialhaté.



Valészinliségi vektorvaltozo

Az

X=(Xy,..., X)) : Q= R"
fliggvény valGsziniiségi vektorvaltozd, ha X1, Xs, ..., X, valésziniiségi val-
tozék.

@ 1000 embert megkérdeziink a havi jovedelmérdl. Legyen X; az i. meg-
kérdezett jovedelme. Ekkor (X1, Xa,. .., X1000) valésziniiségi vektorval-
tozé.

@ (X1, Xa,...,X00) is val6sziniiségi vektorvaltozé, ahol X; a Duna vizal-

lasa a j. napon (j =1,2,...,20).

Ha X valésziniiségi vektorvaltozo, akkor az X; valésziniiségi valtozé eloszla-
sat az X /. peremeloszlasanak nevezziik.

Az X valdsziniiségi vektorvaltozé diszkrét, ha értékkészlete véges vagy meg-
szamlalhatéan végtelen.



Egyiittes eloszlasfiiggvény

Az X = (Xy,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes eloszlasfiiggvénye
az F : R" — [0, 1] fiiggvény, melyre

F(t) = F(tr,....tn) =P(X1 < t1,X0 < t,..., Xn < 1),
ha (t1,...,t,) € R" valés szamok. Példaul:

@ egy véletlenszeriien vélasztott embert megkérdeziink a havi jovedelmérdl
(X1), a havi kiadasairdl (X3), és az életkorardl (X3);

@ ekkor (X1, Xa, X3) valésziniiségi vektorvaltozé, és

@ ha eloszlasfiiggvénye F, akkor példaul

F (200000, 150000, 40) = P(X; < 200000, X, < 1500000, X3 < 40)

annak valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember havi
jovedelme legfeljebb 200000 (forint), havi kiadasa legfeljebb 150000
(forint), életkora pedig legfeljebb 40 (év).



Valészindiségi valtozok filiggetlensége

o két valdsziniiségi valtozéra: az X, Y : Q — R valdsziniiségi valtozok
fiiggetlenek, ha

]P)(X <t,Y< t2) = ]P)(X < tl) ]P)(Y < tz)

teljesiil tetsz6leges t1, tr € R valds szamokra.

o véges sok valdsziniiségi valtozéra: Xi, ..., X, : Q — R valdsziniiségi
valtozok fiiggetlenek, ha

P(X1<t1,X2<t2,.. X, < ty) =
=P(Xi<n) ( < ). P(Xn < tn)

teljesiil tetsz6leges t1, to, . . ., t, valos szamokra.

o megszamlalhaté sok valdszindiségi valtozéra: az X1, Xz, X3 ... valé-
szinliségi valtozok fiiggetlenek, ha koziilik barmely véges sokat kiva-
lasztva fiiggetlen valdsziniiségi valtozékat kapunk.



Kétdimenziés normalis eloszlas

0.2

Két fliggetlen standard normalis eloszlas egyiittes siirliségfiiggvénye Azaz:

(X, Y) egyiittes siirliségfiiggvénye, ahol X, Y fiiggetlenek, N(0,1) eloszla-
stak



Kétdimenziés normalis eloszlas

Fiiggetlen standard normalis eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai fiiggetlen standard no-

malis eloszlasuak. Ahol nagyobb az egyiittes siiriiségfiiggvény (el6z6 abra),
oda tdbb pont esik.



Kétdimenziés egyenletes eloszlas

(X, Y) egyiittes siiriiségfiiggvénye, ahol X és Y fliggetlenek és a [0,1] in-
tervallumon egyenletes eloszlastak



Kétdimenziés egyenletes eloszlas

Fiiggetlen egyenletes eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai figgetlenek és a [0,1]

intervallumon egyenletes eloszlastiak (az egyiittes siirliségfiiggvény az el6z8
abran lathato).



Egyiittes eloszlas: példa

Kétszer dobunk szabalyos kockaval. Legyen X az els6 dobas, Y pedig a
dobott szamok koziil a nagyobb. Ekkor az (X, Y') valészintiségi vektorvaltozé
egylittes eloszlasa:

XY 1 2 3 4 5 6 Gsszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36  1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36 1/6
4 0 0 0 1/9 1/36 1/36 1/6
5 0 0 0 0 5/36 1/36  1/6
6 0 0 0 0 0 1/6 1/6

Osszesen 1/36 1/12 5/36 7/36 1/4 11/36 1



Stirliségfliggvény

Siriségfiiggvény

Ha X siiriiségfiiggvénye f (ami most az abran lathaté fuggvény): P(—3 <
X < —1) = [} f(x)dx = 54,5%;

P(1 < X <3)= [} f(x)dx =



Stirliségfliggvény

Hisztogram és siriiségfiiggvény

02 03 04

sUrlségflggveny, f(x)

0.1

0.0

Egy siirliségfiiggvény és hozza tartozd ezer elemi fliggetlen minta hisztog-
ramja; nagyobb a siiriségfiiggvény — nagyobb a gyakorisag;

minta: fiiggetlen valésziniiségi valtozék, melyek mindegyikének f a siirliség-
fliggvénye



Siirtiségfiggvény: definicio

Az X : Q — R valésziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye az f : R — R

fliggvény, ha
t

P(X < t) = / F(x)dx

—00

teljesiil minden t € R szamra.

val6szinliségi valtozénak van siiriiségfliiggvénye, példaul a

diszkréteknek nincs. Ha X-nek van siir(iségfiiggvénye, akkor abszoliit
folytonos val6szintiségi valtozénak nevezziik.

Ha az X valdsziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye f, akkor tetszéleges a < b
szamokra

b
P(a<X<b):P(a§X§b):/ f(x)dx.



A siirtiségfliggvény tulajdonsagai

Legyen X abszolat folytonos valdszintiségi valtozé, melynek F az eloszlas-
fliggvénye. (a) Ha f az X siirtiségfiiggvénye, akkor minden t € R szamra

t

F(t)=P(X < t) = / f(x) dx.

—00

(b) Az f(t) = F'(t) figgvény (azokra a t-kre, ahol F differencialhaté) az X
strliségfiiggvénye.

Ha az f : R — R fliggvény siirliségfiiggvény, akkor

@ f(x) > 0 teljesiil ,majdnem minden” x € R-re (példaul véges vagy
megszamlalhaté sok kivétel lehetséges).

@ [7 f(x)dx=1.

Forditva: ha f teljesiti ezt a két tulajdonsagot, akkor van olyan valésziniiségi
valtozd, aminek f a siiriiségfiiggvénye.



Siirtiségfiiggvény: példa

Siriiségfiiggvény

P(X <-0.5)

Ha X s(riségfiiggvénye f, akkor

~1/2

F(-1/2) =P(X < -1/2) :/ f(x) dx.

—00



Siirtiségfiiggvény: példa

Legyen az X valdsziniiségi valtozo siirliségfiiggvénye f(x) = 2|x|, ha —1 <
x < 0, és 0 kiilldnben. Mennyi X eloszlasfiiggvényének értéke a —1/2 helyen?

Felhasznalva az eloszlasfiiggvény és a siirliségfiiggvény definiciéjat, illetve
hogy x < —1 esetén f(x) = 0, azt kapjuk, hogy

F(=1/2) = P(X < —1/2) = /1/2 F(x)dx = /1/2 F(x)dx =

—00 1

~1/2 ~1/2 o
= / 2|x| dx = —/ 2xdx = — [xz]i;_l/z =
-1 -1

{92



Siirtiségfiiggvény: példa

siiriiségfuggvény

P(X <-0.5)

3/4

Ha X s(riségfiiggvénye f, akkor

—-1/2

F(-1/2) =P(X < -1/2) = / f(x)dx = %

—00



Stirliségfliggvény

Hisztogram és siriiségfiiggvény

02 03 04

sUrlségflggveny, f(x)

0.1

0.0

Egy siiriiségfliggvény és hozza tartozé ezer elemii fiiggetlen minta hisztog-

ramja — mennyi lehet az f siriségfiiggvényii valésziniiségi valtozé varhaté
értéke és szorasa?



Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhaté értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq,xa, ...

E(X) =221 %

P(X = x)

XX P(X = x;)

E(Xz) = Zj:l '

X siiriiségfiiggvénye: f.



Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhaté értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq,xa, ... X siiriiségfiiggvénye: f.
E(X) = 22721 % - P(X = xj) B(X) = [25x - £(x) dx
E(X?) = 372, x7 - P(X = x)) E(X?) = [ x2- f(x) dx




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhaté értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq,xa, ... X siiriiségfiiggvénye: f.
E(X) = 22721 % - P(X = xj) B(X) = [25x - £(x) dx
E(X?) = 372, x7 - P(X = x)) E(X?) = [ x2- f(x) dx

D(X) = \/E((X - E(X))?) = /E(X?) — E(X)?




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhaté értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq,xa, ... X siiriiségfiiggvénye: f.
E(X) = 22721 % - P(X = xj) B(X) = [25x - £(x) dx
E(X?) = 372, x7 - P(X = x)) E(X?) = [ x2- f(x) dx

D(X) = \/E((X - E(X))?) = /E(X?) — E(X)?

E(XF) =32, xk - P(X = x;) E(XK) = [* xkf(x) dx

j=1% o X

E(g(X)) =272, 809) - P(X =) | |E(g(X)) = J=2, g(x)f(x) dx




Varhaté érték és széras abszolut folytonos esetben

Legyen X abszolit folytonos valdsziniiségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvé-
nye f. Ekkor X varhaté értéke:

ha ez az integral létezik és véges.

Tegyiik fel, hogy az X val6sziniiségi valtozé abszolat folytonos, siirtiségfiigg-
vénye f, és E(X?) létezik, azaz az [70_ x?f(x) dx integral véges. Ekkor X
szorasnégyzete:

D*(X) = E((X — E(X))*) = E(X?) — E(X)?,

szorasa pedig

D(X) = \/E((X — E(X))2) = \/E(X2) — E(X)?.

A sz6ras definiciéja megegyezik a diszkrét esetben hasznalttal.



Momentumok
Az X valésziniiségi valtozék k. momentuma a k. hatvanyanak varhaté ér-
téke:

E(X5).

Altalaban igaz, hogy ha X abszolut folytonos valdsziniiségi valtozé, f a
sliriiségfliggvénye, és E(g(X)) létezik, akkor

Blg(x)) = | " g (x)F(x) dx.

— 00
Ezért a k. momentum kiszamitasa:

E(X5) = /OO xKf(x) dx.

— 00

Kovetkezmény: a szdrasnégyzetet a kdvetkez8képpen szamithatjuk ki ab-
szolut folytonos X valdsziniiségi valtozé esetén:

D%(X) = E(X?) — [E(X)]* = /OO X2f (x)dx — [/oo X - f(x)dx]z.

—00 —0o0



Varhaté érték abszolat folytonos esetben: példa

20

15

05

00

X siiriiségfiiggvénye

E(1/X)=?




Varhaté érték abszolat folytonos esetben: példa

Legyen az X val6sziniiségi valtozé siirliségfliggvénye f(x) = 2|x|, ha —1 <
x < 0, és 0 kiilonben. Mennyi az 1/X valésziniiségi valtozé varhaté értéke?

Mivel X siiriiségfiiggvénye azonosan 0, ha x > 0, ezért X <0és1/X <0
biztosan teljesiil. Igy E(X) < 0 teljesiilni fog.

Pontosabban, mivel

a g(x) = 1/x fuggvénnyel:

E(l/X):/OO1-f(x)dx:/oz’x’dx:/o(—2) dx = 2.

—oo X 1 X _1



Varhaté érték abszolat folytonos esetben: példa

Tegyiik fel, hogy a holnap hullé csapadék mennyiségének siiriiségfiiggvénye
az alabbi:

0,2, ha0<x<1;
f(x)=10,4, hal<x<3;
0 ha x < 0 vagy x > 2.

Jeldlje a csapadékmennyiséget X. A csapadékmennyiség varhaté értéke:

00 1 3
WMZ/ *ﬂﬂWZ/XHJW+/x0Aw:
0 1

—00

12 02 32 12
=0,2-(———)+04- (= —->2)=1,7.
2(3-3) 0 (3-%)



Sz6ras abszolit folytonos esetben: példa

Tegyiik fel, hogy a holnap hull6 csapadék mennyiségének siiriiségfiiggvénye
az alabbi:

0,2, ha0<x<1,
f(x)=10,4, ha 1< x <3;
0 ha x < 0 vagy x > 2.

Mar lattuk, hogy E(X) =1,7.

A csapadékmennyiség négyzetének varhaté értéke:

00 1 3
E(Xz):/ X2-f(x)ds:/ X2-O,2dx+/ X2-0,4dx:

13 03 33 13
=02 (= —=)+0,4- (2 —=) =353
2 (5-5) e (5-5)

Ez alapjan a csapadékmennyiség szdrasa:

\/IE X2) (X))? = V/3,53— 1,72 = 0,8.




