
A kovariancia (7. el®adás)

De�níció (Kovariancia)

Legyenek X és Y olyan valószín¶ségi változók, melyeknek szórása létezik.

Ekkor az X és Y kovarianciája:

cov(X ,Y ) = E
[
(X − E(X )) · (Y − E(Y ))

]
.

Legyenek X ,Y ,Z ,X1, . . . ,Xn olyan valószín¶ségi változók, melyek szórása
létezik. Ekkor a következ®k teljesülnek.

A kovariancia kiszámítása:

cov(X ,Y ) = E(X · Y )− E(X )E(Y ).

Szimmetria. cov(X ,Y ) = cov(Y ,X ).

Kapcsolat a szórásnégyzettel. cov(X ,X ) = D2(X ).



Korrelációs együttható: de�níció
Legyenek X és Y olyan valószín¶ségi változók, melyek szórásnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelációs együtthatója:

R(X ,Y ) =

{
cov(X ,Y )
D(X )D(Y ) , ha D(X ) > 0,D(Y ) > 0;

0, ha D(X ) = 0 vagy D(Y ) = 0.

Lehetséges értékek. A korrelációs együttható értéke mindig −1 és 1
közé esik:

|R(X ,Y )| ≤ 1.

Lineáris összefüggés. Legyen a > 0 valós szám, b tetsz®leges valós
szám. Ekkor

R(X , aX + b) = 1 és R(X ,−aX + b) = −1.

Tegyük fel, hogy |R(X ,Y )| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valós szá-
mok, hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valószín¶séggel teljesül. Vagyis
a korrelációs együttható lehetséges legnagyobb értékei lineáris összefüg-
gés esetén érhet®k el.
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Rangkorreláció

Legyen X egyenletes eloszlású a (0, 1) intervallumból, Y = X 20. A korrelá-
ciós együttható értéke 0, 5 körüli, pedig szoros összefüggés van.



Rangkorreláció

Legyenek X1,X2, . . . ,Xn,Y1, . . . ,Yn meg�gyelések.

Rendezzük sorba a két mintát külön-külön nagyság szerint, és írjuk fel, hogy
az egyes meg�gyelések hányadikak a sorba rendezett mintában. Ezek lesz az
egyes meg�gyelések rangja.

Például:

X1 = 650,X2 = 870,X3 = 720 ⇒ (3, 1, 2)

Y1 = 18,Y2 = 15,Y3 = 17 ⇒ (1, 3, 2)

Számítsuk ki az így kapott két adatsor, vagyis a rangok korrelációs együtt-
hatóját. Ez a rangkorreláció (Spearman-korreláció).
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Házi feladat október 24., hétf®, 10:15-ig

Legyenek X és Y egymástól független, Poisson-eloszlású valószín¶ségi vál-
tozók, a várható értéke mind a kett®nek 5.

a) Számítsuk ki X + 3Y és X − 2Y korrelációs együtthatóját.

b) Sorsoljunk az R-ben két darab, 1000 hosszú vektort, melyek minden eleme
független, 5 várható érték¶ Poisson-eloszlású valószín¶ségi változó. Legye-
nek ezek x és y . Számítsuk ki x + 3 ∗ y és x − 2 ∗ y tapasztalati korrelációs
együtthatóját (a cor segítségével). Ábrázoljuk x + 3 ∗ y és x − 2 ∗ y együt-
tes eloszlását (a plot(x+3*y ∼ x-2*y) segítségével). Mit állapíthatunk
meg az ábra alapján, a korrelációs együtthatót és a tapasztalati korrelációs
együtthatót összehasonlítva?



Házi feladat október 24., hétf®, 10:15-ig
Legyenek X és Y egymástól független, Poisson-eloszlású valószín¶ségi vál-
tozók, a várható értéke mind a kett®nek 5.

A kovariancia és a szórás tulajdonságai alapján, felhasználva, hogy X és Y
függetlenek, valamint Poisson-eloszlás esetén a várható érték és a szórás-
négyzet megegyezik:

cov(X + 3Y ,X − 2Y ) = cov(X ,X )− 2cov(X ,Y ) + 3cov(Y ,X )−
− 6cov(Y ,Y ) = D2(X )− 6D2(Y ) = 5− 6 · 5 =

= −25.

D(X + 3Y ) =
√

D2(X ) + 32D2(Y ) =
√
5+ 9 · 5 =

√
50.

D(X − 2Y ) =
√
D2(X ) + (−2)2D2(Y ) =

√
5+ 4 · 5 =

√
25 = 5.
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Házi feladat október 24., hétf®, 10:15-ig
Legyenek X és Y egymástól független, Poisson-eloszlású valószín¶ségi vál-
tozók, a várható értéke mind a kett®nek 5.

Tehát a korrelációs együttható:

R(X+3Y ,X−2Y ) =
cov(X + 3Y ,X − 2Y )

D(X + 3Y )D(X − 2Y )
=

−25√
50 · 5

= − 1√
2
= −0, 71.

> x=rpois(1000, lambda=5)

> y=rpois(1000, lambda=5)

> cor(x+3*y,x-2*y)

[1] -0.6977197

> z=x+3*y

> u=x-2*y

> plot(z∼u, lwd="3", col="blue", xlab="X+3Y", ylab="X-2Y")



Házi feladat október 24., hétf®, 10:15-ig

Legyenek X és Y egymástól független, Poisson-eloszlású valószín¶ségi vál-
tozók, a várható értéke mind a kett®nek 5. Az ábrán X + 3Y és X − 2Y
együttes eloszlása látható, 1000 elem¶ mintából.



Eloszlásfüggvény: példa

Egy elképzelt értékpapír árfolyama 1000 napon keresztül, 1000 forintban



Eloszlásfüggvény: bevezetés

X valószín¶ségi változó: egy véletlen kísérlet eredménye

eddig: X diszkrét, és a P(X = x) valószín¶ségekkel lehet leírni az el-
oszlását

ha a lehetséges értékek halmaza �túl nagy�, vagy a valószín¶ségek �túl
kicsik�, ez nem informatív

például: X az értékpapír árfolyama holnap, P(X = 784) = 0, 0038,
P(X = 785) = 0, 004, stb. egy el®rejelzés szerint → ennél hasznosabb
információ lehet, hogy

P(X ≤ 785) = 0, 5,

azaz az értékpapír 50% valószín¶séggel nem haladja meg a 785 szintet

eloszlásfüggvény: F (t) annak valószín¶sége, hogy a valószín¶ségi

változó értéke legfeljebb t, azaz

F (t) = P(X ≤ t).



Eloszlásfüggvény: példa

t függvényében a t-nél nem nagyobb árfolyamú napok aránya az el®z® pél-
dában



Eloszlásfüggvény: de�níció

Legyen X : Ω → R valószín¶ségi változó. Ekkor X eloszlásfüggvénye az
alábbi F : R → [0, 1] függvény:

F(t) = P(X ≤ t) = P({ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t})

tetsz®leges t ∈ R valós számra.

Ezminden valószín¶ségi változóra és minden t ∈ R valós számra értelmes:
éppen úgy de�niáltuk a valószín¶ségi változót, hogy {ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t} ∈
A egy esemény, tehát van valószín¶sége.



Eloszlásfüggvény: példa

Valakinek három gyereke születik, a gyerekek mindegyike egymástól függet-
lenül 1/2 valószín¶séggel �ú. Nyolc egyformán valószín¶ eset van:

{LLL,FLL, LFL, LLF,FFL,FLF, LFF,FFF}

Legyen X a �úk száma. X diszkrét valószín¶ségi változó, lehetséges értékei:
0, 1, 2, 3, és

P(X = 0) =
1
8
, P(X = 1) =

3
8
, P(X = 2) =

3
8
, P(X = 3) =

1
8
.

Az X eloszlásfüggvényének, F -nek az értéke néhány helyen:

F (0) = P(X ≤ 0) =
1
8
; F (1) = P(X ≤ 1) =

1
2
;

F (2, 4) = P(X ≤ 2, 4) =
7
8
; F (4) = P(X ≤ 4) = 1.



Eloszlásfüggvény: példa

Három gyerek közül a �úk számának eloszlásfüggvénye
vízszintes: t, függ®leges: F (t) = P(X ≤ t).



Eloszlásfüggvény
De�níció (Eloszlásfüggvény)

Legyen X : Ω → R valószín¶ségi változó. Ekkor X eloszlásfüggvénye az

alábbi F : R → [0, 1] függvény:

F (t) = P(X ≤ t) = P({ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t}) minden t ∈ R valós számra.

Az eloszlásfüggvény minden t valós számhoz hozzárendeli, hogy mennyi an-
nak valószín¶sége, hogy a valószín¶ségi változó értéke legfeljebb t. Például
ha X a �úk száma három gyerek közül:

F (1) = P(X ≤ 1) = P(legfeljebb egy �ú van) = 1/2;

F (2) = P(X ≤ 2) = P(legfeljebb két �ú van) = 7/8;

F (2, 3) = P(X ≤ 2, 3) = P(legfeljebb 2, 3 �ú van) = 7/8;

Véges értékkészlet¶ valószín¶ségi változók esetén az eloszlásfüggvény lépcs®s
(véges sok értéket vesz fel), és az ugrások nagyságát az egyes lehetséges
értékek valószín¶ségei adják meg.
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Eloszlásfüggvény: példa

Szabályos dobókockával dobott szám eloszlásfüggvénye
vízszintes: t, függ®leges: F (t) = P(X ≤ t).



Az eloszlásfüggvény tulajdonságai

Ha a, b ∈ R valós számok, és F az X eloszlásfüggvénye, akkor

P(a < X ≤ b) = F (b)− F (a),

hiszen annak valószín¶ségét, hogy X az a és b közé esik, megkaphatjuk úgy,
hogy P(X ≤ b)-b®l levonjuk P(X ≤ a)-t.

Legyen F egy tetsz®leges valószín¶ségi változó eloszlásfüggvénye. Ekkor

(i) F monoton növ®: a < b esetén F (a) ≤ F (b).
(ii) limt→−∞ F (t) = 0; limt→∞ F (t) = 1.
(iii) F jobbról folytonos, azaz minden t ∈ R valós számra lims→t+ F (s) =

F (t).

Fordítva: ha F -re érvényesek ezek a tulajdonságok, akkor van olyan X , ami-
nek F az eloszlásfüggvénye.



Eloszlásfüggvény: példa

Legyen X négy rend¶ 1/2 paraméter¶ binomiális eloszlású valószín¶ségi vál-
tozó. Mennyi X eloszlásfüggvényének az értéke az 1, 5 helyen?

X -re a következ®képpen gondolhatunk: n = 4 független kísérlet, mindegyik
p = 0, 5 valószín¶séggel sikerül, X a sikeres kísérletek száma.

De�níció szerint, ha F az X eloszlásfüggvénye, akkor

F (1, 5) = P(X ≤ 1, 5) = P(X ≤ 1) = P(X = 0) + P(X = 1),

hiszen X értéke nemnegatív egész. Így

F (1, 5) = P(X = 0) + P(X = 1) =

(
1
2

)4

+ 4 ·
(
1
2

)4

=
5
16

.
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Valószín¶ségi vektorváltozó: példa

A Duna vízállása 20 napon keresztül (az adatok forrása: Országos Vízjelz®

Szolgálat): X1 = 106,X2 = 133, . . . ,X20 = 186



Egyenletes eloszlás
Tekintsük a következ® hétköznapi példát.

Csomagot várunk, amit a futár véletlen Y id®pontban hoz ki.

Feltételezzük, hogy Y egyenletes eloszlású a [8, 12] intervallumon (órá-
ban mérve).

Mennyi a valószín¶sége, hogy a futár 11 óráig megérkezik?

Feltéve, hogy a futár 10 óráig még nem érkezett meg, mennyi a

valószín¶sége, hogy 11 óra el®tt megérkezik?

Legyen X a futár érkezésének id®pontja. Így fogunk tudni számolni:

P(X ≤ 11)

=
11− 8
12− 8

=
3
4
= 75%.

P(X ≤ 11|X > 10) =
P({X ≤ 11} ∩ {X > 10})

P(X > 10)
=

1/4
2/4

=
1
2
.
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Egyenletes eloszlás

A [8, 12] intervallumon egyenletes eloszlásból vett 500 elem¶ minta hisztog-
ramja



Egyenletes eloszlás
De�níció (Egyenletes eloszlás (uniform distribution))

Az X valószín¶ségi változó egyenletes eloszlású az [a, b] intervallumon, ha

eloszlásfüggvénye:

F (t) = P(X ≤ t) =


0, ha t ≤ a;
t−a
b−a , ha a < t < b;

1, ha t ≥ b.



Egyenletes eloszlás

Csomagot várunk, a futár 10 és 12 óra között érkezik. Feltesszük, hogy
érkezésének id®pontja egyenletes eloszlású a [10, 12] intervallumon. Ekkor
az el®z® állítás alapján az alábbiak igazak (a = 10, b = 12).

Annak valószín¶sége, hogy 10 és 11 óra között érkezik: (11−10)/(12−
10) = 1/2.

Annak valószín¶sége, hogy 10:15 és 10:30 között érkezik: 1/8 = 0, 125.

Annak valószín¶sége, hogy 10 : 30 után érkezik: 3/4 = 0, 75.



Exponenciális eloszlás

Az exponenciális eloszlás sokszor használható véletlen id®tartamok model-
lezésére, például

egy m¶velet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgálása egy boltban,
vagy egy számítás elvégzése egy számítógépen

egy ember reakcióideje

két esemény bekövetkezése között eltelt id®, például egy üzletben két
ügyfél érkezése közötti id®

járványterjedés modellezésénél: a fert®zés átadásának vagy a gyógyu-
lásnak az ideje

radioaktív részecske bomlási ideje



Exponenciális eloszlás

λ = 1 paraméter¶ exponenciális eloszlás s¶r¶ségfüggvénye és 500 darab
független, 1 paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változóból álló
minta hisztogramja



Exponenciális eloszlás

De�níció
Legyen λ > 0 valós szám. Az X valószín¶ségi változó exponenciális elosz-

lású λ paraméterrel, ha eloszlásfüggvénye:

F (t) = P(X ≤ t) =

{
1− e−λt , ha t > 0;

0 különben.



Exponenciális eloszlás

Különböz® paraméter¶
(
λ = 1

2
, 1, illetve 4

)
exponenciális eloszlások elosz-

lásfüggvényei



Exponenciális eloszlás

Példa. Tegyük fel, hogy egy boltban egy vev® kiszolgálásának ideje (percben
számolva) 1/3 paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változó.

Mennyi a valószín¶sége, hogy a vev®t legalább 5 percig tart kiszolgálni?
Mennyi a valószín¶sége, hogy a vev® kiszolgálása legalább 2, de legfeljebb

4 percig tart?

Az eloszlásfüggvény de�níciója alapján

P(X ≥ 5) = 1− P(X < 5) = 1− F (5) = 1− (1− e−λ·5) = e−λ·5 =

= e−5/3 = 18, 9%.

Hasonlóképpen

P(2 ≤ X ≤ 4) = P(X ≤ 4)− P(X ≤ 2) = F (4)− F (2) =

= (1− e−4/3)− (1− e−2/3) = e−2/3 − e−4/3 = 25%.



Exponenciális eloszlás

Példa. Tegyük fel, hogy egy boltban egy vev® kiszolgálásának ideje (percben
számolva) 1/3 paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változó.

Mennyi a valószín¶sége, hogy a vev®t legalább 5 percig tart kiszolgálni?
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= (1− e−4/3)− (1− e−2/3) = e−2/3 − e−4/3 = 25%.



Exponenciális eloszlás

Állítás (Az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonsága)

Legyen X exponenciális eloszlású valószín¶ségi változó, s, t pozitív számok.

Ekkor

P(X ≥ s + t|X ≥ s) = P(X ≥ t).

Bizonyítás. A feltételes valószín¶ség de�nícióját és az exponenciális eloszlás
eloszlásfüggvényének alakját felhasználva

P(X ≥ s + t|X ≥ s) =
P({X ≥ s + t} ∩ {X ≥ s})

P(X ≥ s)
=

1− P(X < s + t)

1− P(X < s)
=

=
1− F (s + t)

1− F (s)
=

1− (1− e−λ(s+t))

1− (1− e−λs)
=

e−λ(s+t)

e−λs
=

= e−λt = 1− (1− e−λt) = 1− F (t) = P(X ≥ t).

□



Pareto-eloszlás

Biztosításmatematikában, vagy például a jövedelmek eloszlásának modelle-
zésére használják gyakran az alábbi eloszlást.

De�níció (Pareto-eloszlás)

Az X valószín¶ségi változó Pareto-eloszlású α > 0 és c > 0 paraméterekkel,

ha eloszlásfüggvénye

F (t) = P(X ≤ t) =

{
0; ha t ≤ c ;

1−
(
c
t

)α
; ha t > c .

.

A de�nícióból látszik, hogy a Pareto-eloszlás a c paraméternél kisebb érté-
keket nem vehet fel. Gyakran használják jövedelmek eloszlásának modelle-
zésére. Ahogy kés®bb látni fogjuk, van olyan α, melyre az eloszlás várható
értéke nem létezik, és olyan is, amire a várható érték létezik, de a szórás
nem.



Pareto-eloszlás

Különböz® paraméter¶ Pareto-eloszlások eloszlásfüggvényei



Házi feladat november 7., hétf®, 10:15-ig

Legyen az X valószín¶ségi változó egyenletes eloszlású a (0, 1) intervallumon.
Határozzuk meg és ábrázoljuk (a) az X 3 valószín¶ségi változó eloszlásfügg-
vényét; (b) a − logX valószín¶ségi változó eloszlásfüggvényét.


