A kovariancia (7. el6adas)

Definicié (Kovariancia)
Legyenek X és Y olyan valdsziniségi valtozok, melyeknek szérdsa létezik.
Ekkor az X és Y kovariancidja:

cov(X,Y) =E[(X —E(X)) - (Y —E(Y))].

Legyenek X,Y,Z, Xi,..., X, olyan valdsziniiségi valtozék, melyek szérasa
letezik. Ekkor a kovetkezsk teljesiilnek.

@ A kovariancia kiszamitasa:
cov(X,Y)=E(X-Y)—-E(X)E(Y).

e Szimmetria. cov(X,Y) = cov(Y, X).
o Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).



Korrelacios egyiitthaté: definicié
Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szérasnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelacios egyiitthatgja:

cvX.¥) - ha D(X) > 0,D(Y) > 0;

R(X,Y) = D(X)D(Y)’
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.



Korrelacios egyiitthaté: definicié
Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szérasnégyzete létezik.
Ekkor X és Y korrelacios egyiitthatgja:

cvX.¥) - ha D(X) > 0,D(Y) > 0;

R(X,Y) = D(X)D(Y)’
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.

o Lehetséges értékek. A korrelacids egyiitthaté értéke mindig —1 és 1
kozé esik:
IR(X,Y)| <1.
o Linearis Gsszefiiggés. Legyen a > 0 valds szam, b tetsz6leges valos
szam. Ekkor

R(X,aX+b)=1 &  R(X,—aX+b)=—1.

o Tegyiik fel, hogy |R(X, Y)| = 1. Ekkor |éteznek olyan a és b valés sza-
mok, hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valdsziniiséggel teljesiil. Vagyis
a korrelacids egyiitthaté lehetséges legnagyobb értékei linearis dsszefiig-
gés esetén érhetdk el.



Rangkorrelacié

Alacsony pozitiv korrelacio
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Legyen X egyenletes eloszlast a (0,1) intervallumbél, Y = X?°. A korrels-
ciés egyiitthaté értéke 0,5 koriili, pedig szoros Osszefiiggés van.



Rangkorrelacié

Legyenek X1, Xs,..., Xy, Y1,..., Y, megfigyelések.



Rangkorrelacié

Legyenek X1, Xs,..., Xy, Y1,..., Y, megfigyelések.

Rendezziik sorba a két mintat kiilon-kiilon nagysag szerint, és irjuk fel, hogy
az egyes megfigyelések hanyadikak a sorba rendezett mintaban. Ezek lesz az
egyes megfigyelések rangja.

Péeldaul:

X1 =650, X, =870, X3 =720 = (3, 1, 2)

Y1 =18,Y, =15, Y; =17 = (1,3,2)



Rangkorrelacié

Legyenek X1, Xs,..., Xy, Y1,..., Y, megfigyelések.

Rendezziik sorba a két mintat kiilon-kiilon nagysag szerint, és irjuk fel, hogy
az egyes megfigyelések hanyadikak a sorba rendezett mintaban. Ezek lesz az
egyes megfigyelések rangja.

Peldaul:
X1 =650, X, =870, X3 =720 = (3, 1, 2)

Y1 =18,Y, =15, Y; =17 = (1,3,2)

Szamitsuk ki az igy kapott két adatsor, vagyis a rangok korrelaciés egyiitt-
hat6jat. Ez a rangkorrelacié (Spearman-korrelacio).



Hazi feladat oktéber 24., hétfs, 10:15-ig

Legyenek X és Y egymastél fiiggetlen, Poisson-eloszlast valésziniiségi val-
tozék, a varhaté értéke mind a kettdnek 5.

a) Szamitsuk ki X +3Y és X — 2Y korrelaciés egyiitthatsjat.

b) Sorsoljunk az R-ben két darab, 1000 hosszi vektort, melyek minden eleme
fiiggetlen, 5 varhaté értéki Poisson-eloszlasa valésziniiségi valtozé. Legye-
nek ezek x és y. Szamitsuk ki x + 3 % y és x — 2 x y tapasztalati korrelaciés
egyiitthatéjat (a cor segitségével). Abrazoljuk x +3 x y és x — 2 x y egyiit-
tes eloszlasat (a plot(x+3*y ~ x-2*y) segitségével). Mit allapithatunk
meg az abra alapjan, a korrelaciés egyiitthatét és a tapasztalati korrelacios
egyiitthatét dsszehasonlitva?



Hazi feladat oktéber 24., hétfs, 10:15-ig
Legyenek X és Y egymastdl fliggetlen, Poisson-eloszlasi valészintiségi val-
tozék, a varhaté értéke mind a kettének 5.

A kovariancia és a széras tulajdonsagai alapjan, felhasznalva, hogy X és Y
figgetlenek, valamint Poisson-eloszlas esetén a varhaté érték és a széras-
négyzet megegyezik:

cov(X +3Y,X —2Y) = cov(X, X) — 2cov(X, Y) + 3cov(Y, X)—

—6cov(Y,Y)=D?*X)-6D*(Y)=5—-6-5=
= 25



Hazi feladat oktéber 24., hétfs, 10:15-ig
Legyenek X és Y egymastdl fliggetlen, Poisson-eloszlasi valészintiségi val-
tozék, a varhaté értéke mind a kettének 5.

A kovariancia és a széras tulajdonsagai alapjan, felhasznalva, hogy X és Y
figgetlenek, valamint Poisson-eloszlas esetén a varhaté érték és a széras-
négyzet megegyezik:

cov(X +3Y,X —2Y) = cov(X, X) — 2cov(X, Y) + 3cov(Y, X)—

—6cov(Y,Y)=D?*X)-6D*(Y)=5—-6-5=
= 25

D(X +3Y) = /D2(X) + 32D2(Y) = V5195 = V/50.



Hazi feladat oktéber 24., hétfs, 10:15-ig
Legyenek X és Y egymastdl fliggetlen, Poisson-eloszlasi valészintiségi val-
tozék, a varhaté értéke mind a kettének 5.

A kovariancia és a széras tulajdonsagai alapjan, felhasznalva, hogy X és Y
figgetlenek, valamint Poisson-eloszlas esetén a varhaté érték és a széras-
négyzet megegyezik:

cov(X +3Y,X —2Y) = cov(X, X) — 2cov(X, Y) + 3cov(Y, X)—

—6cov(Y,Y)=D?*X)-6D*(Y)=5—-6-5=
= 25

D(X +3Y) = /D2(X) + 32D2(Y) = V5195 = V/50.

D(X —2Y) = /D2(X) + (~2)2D%(Y) =5+ 4 5= V25 =5.



Hazi feladat oktéber 24., hétfs, 10:15-ig

Legyenek X és Y egymastdl fliggetlen, Poisson-eloszlasi valészintiségi val-
tozék, a varhaté értéke mind a kettének 5.

Tehat a korrelacids egyiitthaté:
cov(X 4+3Y, X —2Y) —25 1

R(X4+3Y, X—2Y) = _ - _ o
(X+3Y, )= DIX+3V)DIX—2vY)  veo.s s

> x=rpois(1000, lambda=5)

> y=rpois(1000, lambda=5)
> cor(x+3*y,x-2%y)

[1] -0.6977197

> z=x+3%*y

> u=x-2%y

> plot(z~u, 1lwd="3", col="blue", xlab="X+3Y", ylab="X-2Y")



Hazi feladat oktéber 24., hétfs, 10:15-ig
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Legyenek X és Y egymastdl fliggetlen, Poisson-eloszlast valészintségi val-
tozék, a varhaté értéke mind a kettének 5. Az abran X +3Y és X —2Y
egylittes eloszlasa lathaté, 1000 elemd mintabdl.



Eloszlasfiiggvény: példa

Ertékpapir arfolyama
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Egy elképzelt értékpapir arfolyama 1000 napon keresztiil, 1000 forintban



Eloszlasfiiggvény: bevezetés

X valésziniiségi valtozé: egy véletlen kisérlet eredménye

eddig: X diszkrét, és a P(X = x) valésziniiségekkel lehet leirni az el-
oszlasat

ha a lehetséges értékek halmaza ,tal nagy”, vagy a valészintségek ,tal
kicsik”, ez nem informativ

példaul: X az értékpapir arfolyama holnap, P(X = 784) = 0,0038,
P(X = 785) = 0,004, stb. egy elérejelzés szerint — ennél hasznosabb
informéacio lehet, hogy

P(X < 785) = 0,5,

azaz az értékpapir 50% valdsziniiséggel nem haladja meg a 785 szintet

eloszlasfiiggvény: F(t) annak valészin(isége, hogy a valésziniiségi
valtozé értéke legfeljebb t, azaz

F(t) =P(X <t).



Eloszlasfiiggvény:

t figgvényében a t-nél nem nagyobb arfolyami napok aranya az el6z6
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Az arfolyam tapasztalati eloszlasfiiggvénye




Eloszlasfiiggvény: definicié

Legyen X : Q — R valésziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az
alabbi F : R — [0, 1] fiiggvény:

F(t) =P(X <t) =P{w € Q: X(w) < t})
tetsz6leges t € R valés szamra.
Ez minden valésziniiségi valtozéra és minden t € R val6s szamra értelmes:

éppen Ggy definialtuk a valdsziniiségi valtozét, hogy {w € Q : X(w) < t} €
A egy esemény, tehat van valdsziniisége.



Eloszlasfiiggvény: példa

Valakinek harom gyereke sziiletik, a gyerekek mindegyike egymastol fiigget-
leniil 1/2 valésziniiséggel fia. Nyolc egyforman valdszinii eset van:

{LLL, FLL, LFL, LLF, ,FFF}

Legyen X a fitk szdma. X diszkrét val6sziniiségi valtozo, lehetséges értékei:
0,1,2,3, és

Az X eloszlasfiiggvényének, F-nek az értéke néhany helyen:

H@zMX§®=%: F(1) = B(X < 1) =
X

F4)=B(X <2,4)= |, F(4) = P(X < 4) =



Eloszlasfiiggvény: példa

Fillk szamanak eloszlasfiiggvénye
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Harom gyerek koziil a fitk szamanak eloszlasfliggvénye
vizszintes: t, flggtleges: F(t) = P(X < t).



Eloszlasfiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valosziniségi valtozé. Ekkor X eloszlastiiggvénye az
alabbi F : R — [0, 1] figgvény:

F(t)=P(X <t)=P{w € Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamral.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szamhoz hozzarendeli, hogy mennyi an-
nak valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozo értéke legfeljebb t. Példaul
ha X a fitk szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fid van) = 1/2;
F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) =P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fiad van) = 7/8;



Eloszlasfiiggvény

Definicié (Eloszlasfiiggvény) |
Legyen X : Q — R valosziniségi valtozé. Ekkor X eloszlastiiggvénye az
alabbi F : R — [0, 1] figgvény:

F(t)=P(X <t)=P{w € Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra,

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szamhoz hozzarendeli, hogy mennyi an-
nak valésziniisége, hogy a valdsziniiségi valtozo értéke legfeljebb t. Példaul
ha X a fitk szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fid van) = 1/2;
F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) =P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fid van) = 7/8;
Véges értékkészletii valdszinliségi valtozok esetén az eloszlasfiiggvény lépcsds

(véges sok értéket vesz fel), és az ugrasok nagysagat az egyes lehetséges
értékek valészintiségei adjak meg.



Eloszlasfiiggvény: példa

Kockadobas eloszlasfiggvénye
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Szabalyos dobékockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye
vizszintes: t, flggtleges: F(t) = P(X < t).



Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai
Ha a, b € R valés szdmok, és F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
P(a < X < b) = F(b) — F(a),

hiszen annak valdsziniiségét, hogy X az a és b kdzé esik, megkaphatjuk Ggy,
hogy P(X < b)-bél levonjuk P(X < a)-t.

Legyen F egy tetsz6leges valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye. Ekkor

@ F monoton ndvé: a < b esetén F(a) < F(b).

@ lim(_o F(t) =0; lim: 00 F(t) = 1.
@ F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valés szamra lims_,+1 F(s) =
F(t).

Forditva: ha F-re érvényesek ezek a tulajdonsagok, akkor van olyan X, ami-
nek F az eloszlasfiiggvénye.



Eloszlasfiiggvény: példa

Legyen X négy rendii 1/2 paraméterii binomialis eloszlasa valdsziniségi val-
tozé. Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?



Eloszlasfiiggvény: példa

Legyen X négy rendii 1/2 paraméterii binomialis eloszlasa valdsziniségi val-
tozé. Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?

X-re a kdvetkez6képpen gondolhatunk: n = 4 fiiggetlen kisérlet, mindegyik
p = 0,5 valésziniiséggel sikeriil, X a sikeres kisérletek szama.

Definicié szerint, ha F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
F(1,5)=P(X<1,5)=P(X<1)=P(X=0)+P(X =1),

hiszen X értéke nemnegativ egész. gy

F(1.5) = B(X = 0) + P(X = 1) = <1>4+4. <1)4 .



Valdszinlségi vektorvaltozé: példa
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A Duna vizéllasa 20 napon keresztiil (az adatok forrasa: Orszagos Vizjelz6
Szo/gé/at): X1 =106, X, = 133,..., X0 = 186



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkez& hétkdznapi példat.

Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlast a [8,12] intervallumon (6ra-
ban mérve).

Mennyi a val6szintisége, hogy a futar 11 éraig megérkezik?

Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a
valésziniisége, hogy 11 é6ra elGtt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

P(X < 11)



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkez& hétkdznapi példat.

e Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

o Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasa a [8,12] intervallumon (6ra-
ban mérve).

e Mennyi a valésziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?
o Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a
valésziniisége, hogy 11 é6ra elGtt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

11-8 3

P(X < 11]X > 10)



Egyenletes eloszlas
Tekintsiik a kovetkez& hétkdznapi példat.

e Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

o Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlasa a [8,12] intervallumon (6ra-
ban mérve).

e Mennyi a valésziniisége, hogy a futar 11 6raig megérkezik?

o Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a
valésziniisége, hogy 11 é6ra elGtt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

11-8 3

P(X < 11[X > 10) = 20X S]P’a}: 3)() > 10}) _ Zi - %




Egyenletes eloszlas

Egyenletes eloszlas
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A [8,12] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett 500 elemii minta hisztog-
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Egyenletes eloszlas
Definici6 (Egyenletes eloszlas (uniform distribution))

Az X valésziniiségi véltozé egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon, ha
eloszlastiiggvénye:

0, hat < g
F(t)=P(X <t)=( 2, haa<t<b;

1, ha t > b.

eloszlés

Fit)

04

02

00




Egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 éra kozott érkezik. Feltessziik, hogy
érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasi a [10,12] intervallumon. Ekkor
az el6z6 allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valdsziniisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11—10)/(12—
10) = 1/2.

e Annak valészinisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik: 1/8 = 0, 125.

e Annak valésziniisége, hogy 10 : 30 utan érkezik: 3/4 = 0, 75.



Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas sokszor hasznalhaté véletlen idétartamok model-
lezésére, példaul

@ egy miivelet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgalasa egy boltban,
vagy egy szamitas elvégzése egy szamitégépen
@ egy ember reakciSideje

o két esemény bekdvetkezése kozott eltelt id8, példaul egy lzletben két
igyfél érkezése kozotti idé

@ jarvanyterjedés modellezésénél: a fertézés atadasanak vagy a gyogyu-
lasnak az ideje

@ radioaktiv részecske bomlasi ideje



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas
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A = 1 paraméter(i exponencialis eloszlas siiriiségfiiggvénye és 500 darab
fliggetlen, 1 paraméterii exponencialis eloszlasa val6sziniiségi valtozobdl allé
minta hisztogramja



Exponencialis eloszlas

Definicié
Legyen X\ > 0 valés szam. Az X valésziniiségi valtozé exponencialis elosz-
las A\ paraméterrel, ha eloszlasfiiggvénye:

1— —At h .
Fit)=P(x<g=qr ¢ =0
0 kiilénben.




Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlasok eloszlasfiiggvényei
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Exponencialis eloszlas

. Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevé kiszolgalasanak ideje (percben
szamolva) 1/3 paraméterii exponencialis eloszlasi valésziniségi valtozo.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?
Mennyi a valésziniisége, hogy a vevs kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb
4 percig tart?

Az eloszlasfiiggvény definiciéja alapjan

P(X>5)=1-P(X<5)=1-F(B)=1—(1-—e ) ==
=e 53 =18,9%.



Exponencialis eloszlas

. Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevé kiszolgalasanak ideje (percben
szamolva) 1/3 paraméterii exponencialis eloszlasi valésziniségi valtozo.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni?
Mennyi a valésziniisége, hogy a vevs kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb
4 percig tart?

Az eloszlasfiiggvény definiciéja alapjan
P(X>5)=1-P(X<5)=1-F(B)=1—(1-—e ) ==
=e 53 =18,9%.
Hasonl6képpen

PR<X<4)=P(X <4)—P(X<2)=F(4)— F(2) =
—(1—e B - (1—e?3) =23 _ %3 =059,



Exponencialis eloszlas

Allitas (Az exponencialis eloszlas &rokifji tulajdonsaga)

Legyen X exponenciilis eloszlasi valésziniiségi valtozo, s, t pozitiv szamok.
Ekkor

P(X >s+t[X>s)=P(X>1).

Bizonyitds. A feltételes valdsziniiség definicidjat és az exponencialis eloszlas
eloszlasfiiggvényének alakjat felhasznalva

P(X25+t‘X25):IP’({XZs—i—t}ﬂ{XZs})_1—1P’(X<s+t):

P(X > s) T 1-P(X<5s)
L 1-F(s+t)  1—(1—e sty eAsH)
O 1-F(s) 1—(l—ets) e As

—eM=1-(1-e?M=1-Ft)=P(X>1).



Pareto-eloszlas

Biztositdsmatematikiban, vagy példaul a jovedelmek eloszldsdnak modelle-
zésére hasznaljdk gyakran az alabbi eloszlast.

Definicié (Pareto-eloszlas) |

Az X valésziniiségi valtozé Pareto-eloszlasi o > 0 és ¢ > 0 paraméterekkel,
ha eloszlastiiggvénye

F(t)=P(X <t) =

0; hat<c;
1—(%)a; hat>c.

A definiciobdl latszik, hogy a Pareto-eloszlas a ¢ paraméternél kisebb érté-
keket nem vehet fel. Gyakran hasznaljak jovedelmek eloszlasanak modelle-
zésére. Ahogy késébb latni fogjuk, van olyan «, melyre az eloszlas varhaté
értéke nem létezik, és olyan is, amire a varhat6 érték létezik, de a széras
nem.



Pareto-eloszlas

Pareto-eloszlas eloszlasfiiggvénye

04 08 08
L L

eloszlasfuggvény, F(t)

02
1

Kiilonb6z6 paraméterii Pareto-eloszlasok eloszlasfiiggvényei



Hazi feladat november 7., hétfs, 10:15-ig

Legyen az X valdszin(iségi valtozé egyenletes eloszlasa a (0,1) intervallumon.
Hatarozzuk meg és abrazoljuk (a) az X3 valésziniiségi valtozé eloszlasfiigg-
vényét; (b) a —log X val6sziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényét.



