
Binomiális eloszlás: de�níció (5. el®adás)

n független kísérletet végzünk;

mindegyik p valószín¶séggel sikerül;

X a sikeres kísérletek száma.

Az X valószín¶ségi változó binomiális eloszlású n renddel és p paraméterrel,

ha lehetséges értékei:

0, 1, 2, . . . , n,

és minden 0 ≤ k ≤ n egészre

P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k .

(n ≥ 1 egész, 0 < p < 1.) Jelölés: Bin(n, p).

Ekkor X várható értéke és szórása:

E(X ) = np; D(X ) =
√
np(1− p).



Példa: binomiális eloszlás

Binomiális eloszlás, n = 20, p = 0, 75. Vízszintes tengely: lehetséges érté-

kek, azaz k = 0, 1, . . . , 20, oszlopok magassága: a P(X = k) valószín¶ségek.



A binomiális eloszlás közelítése

Tegyük fel, hogy egy biztosító n = 100000 ügyfelének mindegyike egy év

alatt egymástól függetlenül p = 0, 0001 valószín¶séggel okoz balesetet. A

balesetet okozó ügyfelek számának (ezt jelöljük X -szel) várható értéke:

E(X ) = np = 100000 · 0, 0001 = 10.

Annak valószín¶sége, hogy pontosan k ügyfél okoz balesetet:

P(X = k) =

(
100000

k

)
· 0, 0001k · 0, 9999100000−k =

=
100000 · 99999 · . . . (100001− k)

k!
· 0, 0001k · 0, 9999100000−k ≈

≈ 100000k · 0, 0001k

k!

(
1− 10

100000

)100000

≈ 10k

k!
e−10,

felhasználva, hogy limn→∞
(
1− x

n

)n
= e−x tetsz®leges x > 0-ra.
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A binomiális eloszlás közelítése

Binomiális eloszlás n = 100000 renddel és p = 0, 0001 paraméterrel (víz-

szintes tengely: k , oszlopok magassága: P(X = k)).

Feketével a 10
k

k! e
−10 függvény (ez lesz a Poisson(10)-eloszlás).



Poisson-eloszlás

A gólok számának hisztogramja n = 95 mérk®zésen, és különböz® paramé-

ter¶ Poisson-eloszlások



A Poisson-eloszlás alkalmazásai

ritkán bekövetkez® események száma adott id®szak alatt:
▶ lórúgás halálos áldozatainak száma a porosz hadseregben (ez volt az els®

statisztikai példa)
▶ a balesetek száma egy városban egy hét vagy egy hónap alatt;
▶ a földrengések száma egy év alatt

egy rendszerbe beérkez® igények száma egy adott id®szakban:
▶ egy üzletbe beérkez® vásárlók száma egy óra alatt
▶ egy weboldal letöltéseinek száma egy óra alatt

általában: véletlen id®közönként bekövetkez® események száma adott

id®szak alatt

Poisson-folyamat: a t id® alatt bekövetkez® események száma Poisson-

eloszlású ct paraméterrel.

Ekkor a t id® alatt bekövetkez® események számának várható értéke: ct,
azaz az intervallum hosszával arányos.
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Poisson-eloszlás: de�níció

ha n független kísérletb®l mindegyik p valószín¶séggel sikeres, ahol n
�nagy� és p �kicsi�: λ = np a sikeres kísérletek számának várható értéke;

annak valószín¶sége, hogy pontosan k kísérlet sikeres, λk

k! e
−λ-val köze-

líthet® (a számolás és az ábra alapján);

ez a gyakran használt Poisson-eloszlás ritkán bekövetkez® események

számának modellezésére.

De�níció

Legyen λ > 0. Az X valószín¶ségi változó λ paraméter¶ Poisson-

eloszlású, ha lehetséges értékei:

k = 0, 1, 2, . . . , és ekkor P(X = k) =
λk

k!
e−λ.

A λ paraméter¶ Poisson-eloszlás várható értéke és szórása:

E(X ) = λ; D(X ) =
√
λ.



Poisson-eloszlás: példa
Az X valószín¶ségi változó λ paraméter¶ Poisson-eloszlású, ha lehetséges

értékei:

k = 0, 1, 2, . . . , és ekkor P(X = k) =
λk

k!
e−λ.

A λ paraméter¶ Poisson-eloszlás várható értéke és szórása:

E(X ) = λ; D(X ) =
√
λ.

Példa. Tegyük fel, hogy egy városban az egy nap alatt bekövetkez® autó-

balesetek száma Poisson-eloszlású, és várható értéke 3, 61. Ekkor az egy

nap alatt bekövetkez® autóbalesetek számának szórása:

D(X ) =
√

3, 61 = 1, 9.

Annak valószín¶sége, hogy pontosan 5 baleset lesz:

P(X = 5) =
3, 615

5!
e−5 = 14%.



Binomális és Poisson-eloszlás az R-ben
ha X binomiális eloszlású n renddel és p paraméterrel, akkor

P(X = k) : dbinom(k, size = n, prob = p)

és

P(X ≤ k) : pbinom(k, size = n, prob = p).

Továbbá az

minta<-rbinom(r, size=n, prob=p)

eredményeképpen a �minta� vektorba r darab független adott binomiális

eloszlású valószín¶ségi változó kerül.

ha X Poisson-eloszlású λ paraméterrel, akkor

P(X = k) : dpois(k, lambda =λ)

és

P(X ≤ k) : ppois(k, lambda =λ).

Továbbá az

minta<-rpois(r, lambda=λ)
eredményeképpen a �minta� vektorba r darab független λ paraméter¶

eloszlású valószín¶ségi változó kerül.



Példa R-ben

> minta=rbinom(100, size=100000, prob=0.0001)

> hist(minta)

> dbinom(8, size=100000, prob=0.0001)

[1] 0.1126013

> minta=rpois(100, lambda=3.61)

> hist(minta)

> mean(minta)

[1] 3.91

> dpois(5, lambda=3.61)

[1] 0.1382139



Házi feladat október 10., hétf®, 10:15-ig
Egy osztályba 30 gyerek jár. Karácsony el®tt kihúzzák, hogy ki kinek ad majd

ajándékot (a nevek húzásánál minden választás véletlenszer¶, egyenletes,

minden addig nem húzott cédulát azonos valószín¶séggel húznak ki). Legyen

X az olyan párok száma, akik egymást húzták. Határozzuk meg X várható

értékét. (Részpontszámért: oldjuk meg a feladatot 6 gyerek esetén.)

Tekintsük az alábbi valószín¶ségi változókat, ahol 1 ≤ i < j ≤ 30:

Xi ,j =

{
1, ha az i . és a j .gyerek egymást húzta;

0, különben.

Ekkor egyrészt Xi ,j várható értéke

éppen annak valószín¶sége, hogy az i . és
a j . gyerek egymást húzta, azaz 1

30
· 1

29
.

Másrészt a várható érték additív tulajdonsága miatt

E(X ) = E
( ∑

1≤i<j≤30

Xi ,j

)
=

∑
1≤i<j≤30

E(Xi ,j) =
30 · 29

2
· 1

30
· 1

29
=

1

2
.
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Hipergeometriai eloszlás: példa

Egy sportcsapat N = 20 tagja közül M = 9 balkezes.

A pályán egyszerre n = 7 különböz® játszik.

Tegyük fel, hogy minden hétf®s összeállítás egyformán valószín¶.

Milyen eloszlású a pályán a balkezes játékosok száma, X?

A hétf®s összeállítások száma:
(
20

7

)
k balkezes játékos kiválasztása:

(
9

k

)
7− k jobbkezes játékos kiválasztása:

(
11

7−k

)
A jó lehet®ségek száma összesen:

(
9

k

)
·
(

11

7−k

)
P(X = k) =

(9k)·(
11
7−k)

(207 )

szorzás: bármely

balkezes válasz-

tás bármely jobb-

kezessel jó
osztás: minden

lehet®ség egyfor-

mán valószín¶
visszatevés nélküli mintavétel



Hipergeometriai eloszlás: példa
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Hipergeometriai eloszlás: példa

A kiválasztott balkezes játékosok számának eloszlása hipergeometriai elosz-

lás, N = 20, M = 9, n = 7

vízszintes: k , oszlopok magassága: P(X = k) =
(9k)·(

11
7−k)

(207 )
.



Hipergeometriai eloszlás

Legyenek N,M, n pozitív egészek úgy, hogy 1 ≤ n ≤ M ≤ N. Az X
valószín¶ségi változó hipergeometriai eloszlású, ha

P(X = k) =

(M
k

)(N−M
n−k

)(N
n

) (k = 0, 1, . . . , n).

visszatevés nélküli mintavételnél a húzott fekete golyók száma: N
golyó, ebb®l M fekete, n-szer húzunk visszatevés nélkül

lottósorsolásnál a találatok száma, X , hipergeometrikus eloszlású N =
90, M = 5, n = 5 paraméterekkel:

P(X = k) = P(k találat) =

(
5

k

)(
85

5−k

)(
90

5

) k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.



A hipergeometriai eloszlás várható értéke és szórása

Ha az X valószín¶ségi változó hipergeometriai eloszlású M,N, n paraméte-

rekkel, azaz

P(X = k) =

(M
k

)(N−M
n−k

)(N
n

) (k = 0, 1, . . . , n),

akkor

E(X ) =
M

N
n; D(X ) =

√
n
M

N

(
1− M

N

)
N − n

N − 1
.

Például, ha N = 20 játékos közül M = 9 balkezes, és n = 7-et választunk

visszatevés nélkül, akkor a balkezes játékosok számának, X -nek várható

értéke és szórása:

E(X ) =
9

20
· 7 = 3, 15; D(X ) =

√
7 · 9

20
·
(
1− 9

20

)
· 13
19

= 1, 09.



Meg�gyelések

Egy háztartásban él®k számának hisztogramja (forrás: KSH, 2011)

(n = 4105698 a háztartások száma)



Geometriai eloszlás

Egy közvéleménykutatásban mindenki a többiekt®l függetlenül 0, 2 valószí-

n¶séggel válaszol egy adott kérdésre. Jelölje Y , hogy hány embert kell meg-

kérdezni, míg találunk egy válaszadót.

P(Y = 1) = P(az els® ember válaszol) = 0, 2;

P(Y = 2) = P(az els® nem válaszol, a második igen) =

0, 8 · 0, 2;

P(Y = 3) = P(az els® kett® nem válaszol, a harmadik igen) = 0, 82 · 0, 2;

P(Y = k) = P(az els® k − 1 nem válaszol, a k . igen) = 0, 8k−1 · 0, 2.
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Példa: geometriai eloszlás

Az els® hatos eloszlása: geometriai eloszlás, p = 1/6, k = 10-ig



Geometriai eloszlás

független kísérleteket végzünk;

mindegyik p valószín¶séggel sikerül;

Y : hányadik kísérlet az els® sikeres.

De�níció

Az Y valószín¶ségi változó geometriai eloszlású p paraméterrel, ha lehet-

séges értékei:

1, 2, 3 . . .

és minden 1 ≤ k egészre

P(Y = k) = (1− p)k−1p.

(0 < p < 1.) Jelölés: Geo(p). Másik elnevezés: Pascal-eloszlás.

Mivel
∑∞

k=1
(1 − p)k−1p = 1, ez valóban valószín¶ségeloszlás (annak való-

szín¶sége, hogy sosem sikerül a kísérlet, 1).
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Geometriai eloszlás várható értéke és szórása

Állítás

Ha az X valószín¶ségi változó geometriai eloszlású p paraméterrel, azaz

P(X = k) = (1− p)k−1p (k = 1, 2, . . .),

akkor

E(X ) =
1

p
; D(X ) =

√
1− p

p2
.

Példa. Tegyük fel, hogy egy adott pártot mindenki a többiekt®l függetlenül

p = 0, 06 valószín¶séggel támogat. Jelölje X , hogy hány embert kell meg-

kérdezni, míg az els® olyan embert megtaláljuk, aki ezt a pártot támogatná.

Ekkor

E(X ) =
1

0, 06
= 16, 67; D(X ) =

√
0, 94

0, 062
= 16, 16.
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Nevezetes diszkrét eloszlások várható értéke és szórása

Ha X binomiális eloszlású n renddel és p paraméterrel:

E(X ) = np; D(X ) =
√
np(1− p).

Ha X hipergeometriai eloszlású N,M, n paraméterekkel:

E(X ) =
M

N
n; D(X ) =

√
n
M

N

(
1− M

N

)
N − n

N − 1
.

Ha X Poisson-eloszlású λ paraméterrel:

E(X ) = λ; D(X ) =
√
λ;

Ha X geometriai eloszlású p paraméterrel:

E(X ) =
1

p
; D(X ) =

√
1− p

p2
.



Függetlenség: példa
Mely valószín¶ségi változók tekinthet®k egymástól függetlennek, és melyek

között van kapcsolat? Zsó�a egy felmérés véletlenszer¶en választott részt-

vev®je.

csapadékmennyiség holnap Budapesten

napsütéses órák száma holnap Budaörsön

csapadékmennyiség holnap New Yorkban

Zsó�a havi jövedelme

Zsó�a életkora

Zsó�a autóinak száma

nagyobb jövedelem

esetén valószín¶bb,

hogy több autója van

nagyobb életkor esetén

valószín¶bb, hogy

nagyobb jövedelme

és több autója van

ha valahol esik, a

közelben is kevesebb

napsütés várható

távoli városok id®járása

függetlennek tekinthet®
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Függetlenség: példa

Emlékeztet®: az A és B események függetlenek, ha

P(A ∩ B) = P(A) · P(B).

Ha például X a csapadékmennyiség holnap Budapesten (mm-ben), és Y
New Yorkban, akkor például

A : X ≤ 5; B : Y ≤ 5

esetén ez a feltétel így írható:

P(X ≤ 5,Y ≤ 5) = P(X ≤ 5) · P(Y ≤ 5).

Azaz, feltételezve, hogy a két város id®járása egymástól független: annak

valószín¶sége, hogy mindkét helyen legfeljebb 5 mm csapadék lesz, a

két esemény valószín¶ségének szorzata.



Valószín¶ségi változók függetlensége

két valószín¶ségi változóra: az X ,Y : Ω → R valószín¶ségi változók

függetlenek, ha

P(X ≤ t1,Y ≤ t2) = P(X ≤ t1) · P(Y ≤ t2)

teljesül tetsz®leges t1, t2 ∈ R valós számokra.

véges sok valószín¶ségi változóra: X1, . . . ,Xn : Ω → R valószín¶ségi

változók függetlenek, ha

P(X1 ≤ t1,X2 ≤ t2, . . . ,Xn ≤ tn) =

= P(X1 ≤ t1) · P(X2 ≤ t2) . . .P(Xn ≤ tn)

teljesül tetsz®leges t1, t2, . . . , tn valós számokra.

megszámlálható sok valószín¶ségi változóra: az X1,X2,X3 . . . való-
szín¶ségi változók függetlenek, ha közülük bármely véges sokat kivá-

lasztva független valószín¶ségi változókat kapunk.



Függetlenség diszkrét esetben

Ha a valószín¶ségi változók diszkrétek, azaz lehetséges értékeik halmaza

véges vagy megszámlálhatóan végtelen, akkor a függetlenséget az alábbi

módon is ellen®rizhetjük.

Az X és Y diszkrét valószín¶ségi változók pontosan akkor függetlenek, ha

az X minden lehetséges xk értékére és

az Y minden lehetséges yl értékére teljesül, hogy

P(X = xk ,Y = yl) = P(X = xk) · P(Y = yl) (k, l = 1, 2, . . .).

Vagyis: annak valószín¶sége, hogy X értéke xk és Y értéke yl , ennek a

két eseménynek a valószín¶ségének a szorzata.



Valószín¶ségi változók függetlensége: példa
Kétszer dobunk egy szabályos dobókockával. Igaz-e, hogy az els® dobott

szám és a második dobott szám értéke egymástól független?

Tipp. a második dobásnál az els® dobás értéke �elfelejt®dik�, nincs kapcsolat

a két dobás között ⇒ a két dobott szám független.

Indoklás. Legyen X az els® dobás, Y a második. Legyen például xk =
3, yl = 5. Ekkor a feltétel teljesül:

1

36
= P(X = 3,Y = 5) = P(X = 3) · P(Y = 5) =

1

6
· 1
6
.

Hasonlóképpen tetsz®leges (xk , yl) lehetséges értékekre (azaz 1 és 6 közötti

egészekre) igaz, hogy

1

36
= P(X = xk ,Y = yl) = P(X = xk) · P(Y = yl) =

1

6
· 1
6
.

Ezért valóban a két dobás egymástól független.
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Valószín¶ségi változók függetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabályos dobókockával. Igaz-e, hogy a dobott számok

összege és szorzata független egymástól?

Tipp: minél nagyobb az összeg, annál valószín¶bb, hogy a szorzat értéke is

inkább nagy lesz ⇒ nem függetlenek.

Indoklás: legyen X az összeg, Y a szorzat. Ha például X = 2: ez csak

úgy lehet, hogy mindkét dobás 1-es, vagyis ekkor Y értéke biztosan 1. Ezért

ha például x1 = 2 és y2 = 2-t választunk, X = 2 és Y = 2 egyszerre nem

következhetnek be, és így:

0 = P(X = 2,Y = 2) ̸= P(X = 2) · P(Y = 2) =

= P(11) · P(12 vagy 21) =
1

36
· 1

18
> 0.

Vagyis az x1 = 2 és y2 = 2 párra nem teljesül az el®írt feltétel, az összeg

és szorzat nem függetlenek.
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A várható érték tulajdonságai
(összeg várható értéke) Ha X ,Y valószín¶ségi változók, és X ,Y ,X+Y
várható értéke létezik, akkor

E(X + Y ) = E(X ) + E(Y ).

(konstans kiemelése) Ha az X valószín¶ségi változó várható értéke lé-

tezik, és c tetsz®leges valós szám, akkor

E(c · X ) = c · E(X ).

(szorzat várható értéke független esetben) Ha az X és Y valószín¶ségi

változók függetlenek, és X ,Y ,X · Y várható értéke létezik, akkor

E(XY ) = E(X ) · E(Y ).

(függvény várható értéke) Ha g : R → R olyan függvény, hogy E(X )
létezik, és az X lehetséges értékei x1, x2, . . ., akkor

E
(
g(X )

)
=

∞∑
i=1

g(xi )P(X = xi ).



A várható érték tulajdonságai
(összeg várható értéke) Ha X ,Y valószín¶ségi változók, és X ,Y ,X+Y
várható értéke létezik, akkor

E(X + Y ) = E(X ) + E(Y ).

(konstans kiemelése) Ha az X valószín¶ségi változó várható értéke lé-

tezik, és c tetsz®leges valós szám, akkor

E(c · X ) = c · E(X ).

(szorzat várható értéke független esetben) Ha az X és Y valószín¶ségi

változók függetlenek, és X ,Y ,X · Y várható értéke létezik, akkor

E(XY ) = E(X ) · E(Y ).

(függvény várható értéke) Ha g : R → R olyan függvény, hogy E(X )
létezik, és az X lehetséges értékei x1, x2, . . ., akkor

E
(
g(X )

)
=

∞∑
i=1

g(xi )P(X = xi ).



A várható érték tulajdonságai
(összeg várható értéke) Ha X ,Y valószín¶ségi változók, és X ,Y ,X+Y
várható értéke létezik, akkor

E(X + Y ) = E(X ) + E(Y ).

(konstans kiemelése) Ha az X valószín¶ségi változó várható értéke lé-

tezik, és c tetsz®leges valós szám, akkor

E(c · X ) = c · E(X ).

(szorzat várható értéke független esetben) Ha az X és Y valószín¶ségi

változók függetlenek, és X ,Y ,X · Y várható értéke létezik, akkor

E(XY ) = E(X ) · E(Y ).

(függvény várható értéke) Ha g : R → R olyan függvény, hogy E(X )
létezik, és az X lehetséges értékei x1, x2, . . ., akkor

E
(
g(X )

)
=

∞∑
i=1

g(xi )P(X = xi ).



A szórásnégyzet tulajdonságai

(nemnegativitás) D2(X ) ≥ 0 és D(X ) ≥ 0 mindig teljesül

(szorzás és eltolás) ha a, b valós számok, X véges szórású valószín¶ségi

változó, akkor

D2(aX + b) = a2D2(X ) ⇒ D(aX + b) = |a|D(X ).

(összeg szórása független esetben) ha az X ,Y valószín¶ségi változók

függetlenek és szórásuk létezik, akkor

D2(X+Y ) = D2(X )+D2(Y ) ⇒ D(X+Y ) =
√
D2(X ) + D2(Y ).

van olyan valószín¶ségi változó, melynek várható értéke véges, de a

szórása nem létezik (például: P(X = k) = c/k3 megfelel® c-vel)
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A várható érték és szórás kiszámítása

Példa. Legyen X olyan valószín¶ségi változó, melynek várható értéke 4,

szórása 1, az Y valószín¶ségi változó várható értéke 6, szórása pedig 2.

Tegyük fel továbbá, hogy X és Y függetlenek. Ekkor

E(X + Y ) =

E(X ) + E(Y ) = 10;

E(X − Y ) = E(X )− E(Y ) = −2;

E(2X + 3Y ) = 2E(X ) + 3E(Y ) = 2 · 4+ 3 · 6 = 26;

E(2X − 3Y ) = 2E(X )− 3E(Y ) = 2 · 4− 3 · 6 = −10;

D(X + Y ) =
√
D2(X ) + D2(Y ) =

√
1+ 22 =

√
5;

D(X − Y ) =
√
D2(X ) + (−1)2D2(Y ) =

√
1+ 22 =

√
5;

D(2X + 3Y ) =
√

22D2(X ) + 32D2(Y ) =
√
4 · 1+ 9 · 4 =

√
40;

D(2X − 3Y ) =
√

22D2(X ) + (−3)2D2(Y ) =
√
4 · 1+ 9 · 4 =

√
40.
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Házi feladat október 17., hétf®, 10:15-ig

Jelölje X azt, hogy Zsó� hány koncertre megy nyáron, Y azt, hogy hány

koncertre megy ®sszel. Tegyük fel, hogy ezek a valószín¶ségi változók füg-

getlenek, Poisson-eloszlásúak, a várható értékük azonos, és D(X + Y ) = 2.

Mennyi a valószín¶sége, hogy Zsó� sem nyáron, sem ®sszel nem megy egyet-

len koncertre sem?


