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e Visszatevés nélkiil kihtznak n darabot (minden hizasnal minden, még
a dobozban lévs golyét azonos valészintiséggel valasztva).

o Tegyiik fel, hogy n < M és n < N — M. Annak valésziniisége, hogy
pontosan k darab fekete golyét haznak ki:

M N—M
(k)'(ls)n—k) (k=0,1,2,...,n).

Megjegyzés: a kihazott fekete golyék szama hipergeometrikus eloszlasi.

P(pontosan k fekete) =

Mivel az () lehetséges eset mindegyike egyforman valészini, a klasszikus
valésziniiségi mezd modelljét hasznaltuk.
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o Egy dobozban N goly6 van, koziiliik M fekete, a tobbi fehér.

e Visszatevéssel kihtznak n darabot, minden hizasnal a korabbiakat el-
felejtve mind az N goly6t azonos valdsziniiséggel valasztva.

@ Annak valdsziniisége, hogy az n hizas koziil pontosan k-nal jon fekete:
melyik feketéket haztunk (k hazas)
melyik k hazas fekete | melyik fehéreket hiztuk (n — k hiazas)

&~

A N n—
E}P’(pontosan k fekete) = (Z)w (k=0,1,2,..., n)}

Nn

Osszes lehet6ség



Visszatevéses mintavétel

o Egy dobozban N goly6 van, koziiliik M fekete, a tobbi fehér.

e Visszatevéssel kihtznak n darabot, minden hizasnal a korabbiakat el-
felejtve mind az N goly6t azonos valdsziniiséggel valasztva.
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melyik feketéket haztunk (k hazas)

melyik k hazas fekete | melyik fehéreket hiztuk (n — k hiazas)

&~

A N n—
[P(pontosan k fekete) = (Z)W (k=0,1,2,..., n)}

Osszes lehet6ség

Megjegyzés: a kihtuzott fekete golyék szama binomialis eloszlasa.



Mintavételek 6sszehasonlitasa

Mintavételek 6sszehasonlitasa

— hipergeometriai
binomidlis

valészintiségek
015 020 025
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.l .

7 8 9 10

Lehetséges értekek

Visszatevés nélkiili mintavétel (hipergeometriai eloszlas) és visszatevéses min-
tavétel (binomialis eloszlas) 6sszehasonlitasa N = 60, M = 40, n = 10 esetén
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A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6

eseménytér
Osszes lehetdség: Q
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A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd, ha

e az Q) eseménytér egy nem iires halmaz;
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A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (2, A,P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd, ha

e az Q) eseménytér egy nem iires halmaz;
o A CP(Q) az az események halmaza, azaz minden A € A-ra AC Q
gy, hogy

@ QcdA
@ ha A1, A, ... € A, akkor | U2, A, € A (azaz megszamlalhaté sok A-

beli elem uniéja is A-beli);
@ ha A€ A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.
e a valésziniiség egy P : A — [0, 1] fiiggvény, melyre
@ P(Q) =1, azaz a biztos esemény valdsziniisége 1;
@ ha A Ay, ...€ Aésminden 1 < i< j-re A;NA; =0, akkor

P( U An> _ 3 B(Ay)
n=1 n=1

azaz megszamlalhaté sok kizaré esemény unidjanak valdsziniisége a va-
[6szintiségek Gsszege.



Véges val6szinliségi mezd

Tegyiik fel, hogy véges sok lehetséges kimenetel van, vagyis Q = {w1,wo, ..., w,
tovabba A az € Osszes részhalmazabdl all.

Jeldlés: pj = P(wj) a j. kimenetel valészintisége. Ekkor az additivitas miatt
n
1:P(Q)=P1+P2+---+Pn=ZPj>
j=1

vagyis az elemi események val6sziniiségének Gsszege 1. Tovabba
i -r( U n)- ¥ o
Jiw;€A
ami azt jelenti, hogy

minden esemény valésziniisége a benne lévé elemi események valé-
szin(iségének Osszege.



Klasszikus valdszintiségi mezé

Legyen (R, .4, P) olyan val6sziniiségi mezs, melyre
o Q véges halmaz;
o A az (Q dsszes részhalmazabdl all;
e tovabba minden elemi esemény egyforman valészinii, azaz

1
P(wj) = p; =

- minden j =1,2,..., n-re.
n

Ekkor (€2, A, P)-t klasszikus val6sziniiségi mezdnek nevezziik. llyenkor
tetszéleges A € A eseményre

kK 1 1 1
PA=—=—-+—-+4+...+—
n n n n

ahol k az A elemeinek szdma, n pedig az Gsszes elemi esemény (lehetdség)
szama.



Klasszikus valdszintiségi mezé

Legyen (R, .4, P) olyan val6sziniiségi mezs, melyre
o Q véges halmaz;
o A az (Q dsszes részhalmazabdl all;
e tovabba minden elemi esemény egyforman valészinii, azaz

1 ) .
P(wj) = pj = . minden j =1,2,..., n-re.

Ekkor (€2, A, P)-t klasszikus val6sziniiségi mezdnek nevezziik. llyenkor
tetszéleges A € A eseményre

kK 1 1 1
PA=—=—-+—-+4+...+—
n n n

n

ahol k az A elemeinek szdma, n pedig az Gsszes elemi esemény (lehetdség)
szama.

visszatevéses és visszatevés nélkiili mintavétel, mindkét esetben az
elemi események egyforman valészintiek voltak
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A dobdkockak, emberek, targyak stb. mindig kiilonb6z6ek.
e esemeénytér: lehetséges dobassorozatok. Ezek szama:
6 - 6 = 36; mindkét dobas hatféle lehet.

@ A dobassorozatok egyforman valészinlek: mindegyiknek 1/36 a vald-
sziniisége.
@ A kedvez8 dobassorozatok szama: 6.
11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehat P(az osszeg 7) = 6/36 = 1/6.



Leszamlalasok és jeldlések

. (n nl n(n—1)...(n—k+1)
n! = n-(n—1)-(n—2)-...2-1; <k> ki(n — k)! o k(k—1)...2-1

@ n targyat nl-féleképpen lehet sorrendbe tenni.

@ n targy koziil k darabot visszatevés nélkill n(n —1)...(n — k + 1)-
feleképpen lehet hizni, ha figyelembe vessziik a sorrendet: az elsé n-féle,
a masodik n — 1-féle lehet (akarmi volt az els§), a harmadik n — 2-féle
lehet (akarmi volt az elsé kettd), és igy tovabb

@ n targy koziil egy k darabbdl allé csoportot (Z)—féleképpen lehet kiva-
lasztani (itt a kivalasztas sorrendje nem szamit)

@ ha n egymas utani kisérlet mindegyikénél k lehetdség van, akkor az
Osszes lehet8ség szama a sorrendet is figyelembe véve

n-n-...-n:nk.

Példaul egy kockadobas hatféle lehet, ketté 36-féle, harom 6 - 6 - 6-féle,
n kockadobas 6"-féle.



Tulajdonsagok

0)=(") @)= ()= () ="
(,'(,) —0, ha N>n.

(x + y)? = x% + 2xy + y? altalanositasa a binomialis tétel:
n
(X+y)n:Xn+an—1y+<2>Xn 2}/2"' _|_<k> k n— k+ +an _‘_yn'

Kovetkezmény x = y = 1-re:

()0 () ()



Multinomialis/polinomialis tétel

o (x+y)? =x%+2xy + y?
o (x+y+2)?2=x2+y?+ 22+ 2xy+2xz + 2yz
o (x+y)P=x3+3x%y +3xy2 +y3



Multinomialis/polinomialis tétel

o (x+y)P=x2+2y+y
o (x+y+2)?2=x2+y?+ 22+ 2xy+2xz + 2yz
o (x+y)P=x3+3x%y +3xy2 +y3
@ altalanosan:
n! ; : :
n_ Mk
(oot 4)" = D gy
ahol &sszegziink az dsszes olyan (i, 2, ..., ik) pozitiv egészekbdl all6

sorozatra, melyre iy +io + ...+ ix = n.
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Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd)

ﬁzooo 6 \
/730000 auté O\

_|_

25000

12000 lakas
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Unié valdsziniisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd) +P(lakas)

ﬁzooo 6
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Unié valdsziniisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd) +P(lakas) —P(mindkettd)

12000 embert kétszer szamoltunk, ezt le kell vonni
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Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd) +P(lakas) —P(mindkettd)
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000,/72000

ﬁzooo 6

30000 auté
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Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd) +P(lakas) —P(mindkettd)
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000,/72000
= 43000,/72000 = 59%.
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Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
(P(aUB) = P(aut6) +P(lakas) —P(mindketts))
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000,/72000
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Unié valdsziniisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
(P(aUB) = P(A) +P(lakés) —P(mindketts))
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000,/72000
unié = 43000/72000 = 59%.
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Unié valdsziniisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
(P(aUB) = P(A) +P(B) —P(mindkett6) |
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000,/72000
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Unié valdsziniisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
(P(aUB) = P(A) +P(B) —P(ANB) |
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000,/72000
unié = 43000/72000 = 59%.
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Unié valdsziniisége: példa

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
(P(aUB) = P(A) +P(B) —P(ANB) |
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000,/72000

— 43000,/72000 = 59%.
/72000 5 N\

30000 auté
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Szitaformula harom eseményre

f Q ——\ bsszes lehet8ség halmaza

»1 J

Az uni6 (legalabb az egyik bekdvetkezik) valésziniisége:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)
-P(ANB)—P(ANC)-P(BN C)+
+P(An BN C).




Szitaformula

Szitaformula két eseményre. Annak val6sziniisége, hogy A és B koziil
legalabb az egyik bekdvetkezik:

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).

Szitaformula harom eseményre. Annak valé6szintisége, hogy A, B és C
koziil legalabb az egyik bekovetkezik:

P(AUBUC) =P(A) +P(B) + P(C) —P(AN B)—
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Szitaformula

Szitaformula két eseményre. Annak val6sziniisége, hogy A és B koziil
legalabb az egyik bekdvetkezik:

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).

Szitaformula harom eseményre. Annak valé6szintisége, hogy A, B és C
koziil legalabb az egyik bekovetkezik:

P(AUBUC) =P(A) +P(B) + P(C) —P(AN B)—
—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

Szitaformula altalanosan: az Aj, ..., A, események unidjanak (vagyis annak,
hogy legalabb az egyik bekdvetkezik) a valésziniisége:

(UA) P(A1) + P(A) + ...+ P(A,) — P(A N Ay) — P(A; N As)—

—...—P(An_lﬂAn)-‘rP(AlﬂAgﬂ/b)"i‘



Szitaformula

Annak valdsziniisége, hogy az A1, Ay, ..., A, események koziil legalabb az
egyik bekovetkezik:

(UA) P(A1) + P(A) + ...+ B(A,) — P(A; N Az) — P(Ay N As)—
—P(Ap—1 NA,) +P(A1 N AN A3) +
Vagyis:
P( U A,') = ZP(A,‘) - Z P(A,'l N A;2)+
i=1 i=1 1<ii<i<n

+ ) P(A, NA,NAL)-

1<ii<ir<iz<n

A (-1D)™P(A N NA))

= (—1)k+1 Z IP)(A;1 ﬁA;2 n... ﬂA,‘k).

1<in<ir<...<ik<n



Szitaformula: példa

Egy kisfio Kinder-figurakat gy(jt. Tizféle Kinder-figura van, a tojasokban a
tobbitél flggetlenil mindegyik azonos valdsziniiséggel talalhaté. Mennyi a
valésziniisége, hogy 20 Kinder-tojas felbontasa utan mind a tiz figurabdl lesz

legalabb egy példanya?
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tobbitél flggetlenil mindegyik azonos valdsziniiséggel talalhaté. Mennyi a
valésziniisége, hogy 20 Kinder-tojas felbontasa utan mind a tiz figurabdl lesz
legalabb egy példanya?

Legyen A; az az esemény, hogy az i. figura nincs meg a kisfinak (i =
1,...,10). Ekkor annak a valésziniisége, hogy mind a 10 figurabdl van neki
legalabb egy:
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Legyen A; az az esemény, hogy az i. figura nincs meg a kisfinak (i =
1,...,10). Ekkor annak a valésziniisége, hogy mind a 10 figurabdl van neki
|ega|ébb egy: 1 — P(Al Uu...u AlO)-



Szitaformula: példa

Egy kisfio Kinder-figurakat gy(jt. Tizféle Kinder-figura van, a tojasokban a
tobbitél flggetlenil mindegyik azonos valdsziniiséggel talalhaté. Mennyi a
valésziniisége, hogy 20 Kinder-tojas felbontasa utan mind a tiz figurabdl lesz
legalabb egy példanya?

Legyen A; az az esemény, hogy az i. figura nincs meg a kisfinak (i =
1,...,10). Ekkor annak a valésziniisége, hogy mind a 10 figurabdl van neki
|ega|ébb egy: 1 — P(Al Uu...u AlO)-
Kezdjiik el felirni a szitaformulat. Az elsé tag:

920

hiszen A; azt jelenti, hogy a j. figura nem fordulhat el6, a tobbi 9 kéziil
barmelyik barmelyik tojasban lehet (mint a visszatevéses mintavételnél).



Szitaformula: példa
Hasonléképpen a kdvetkezd tag, amit le kell vonnunk:

10 8%
P(A1 N As) + P(AL N As) + ... + B(Ag M Arg) = <2> s

hiszen a tagok szama megegyezik az 1,2,...,10 kozill kivalaszthaté parok
szamaval, A;N A; pedig azt jelenti, hogy az i. és j. figura nem fordulhat el,
igy mindegyik tojasban 8-féle figura lehet.



Szitaformula: példa

Hasonléképpen a kdvetkezd tag, amit le kell vonnunk:

10 8%
P(A1 N As) + P(AL N As) + ... + B(Ag M Arg) = <2> s

hiszen a tagok szama megegyezik az 1,2,...,10 kozill kivalaszthaté parok
szamaval, A;N A; pedig azt jelenti, hogy az i. és j. figura nem fordulhat el,
igy mindegyik tojasban 8-féle figura lehet.

Osszességében:

920 10\ 8% 10\ 7%
P(Alu...UAlo):lo —< > +< ) o=

1020 2 ) 1020 3) 1020
10
10\ (10 — k)20
=3 (-1 < k)( 1020) = 78,53%.



Szitaformula: példa

Hasonléképpen a kdvetkezd tag, amit le kell vonnunk:

10 8%
P(A1 N As) + P(AL N As) + ... + B(Ag M Arg) = <2> s

hiszen a tagok szama megegyezik az 1,2,...,10 kozill kivalaszthaté parok
szamaval, A;N A; pedig azt jelenti, hogy az i. és j. figura nem fordulhat el,
igy mindegyik tojasban 8-féle figura lehet.

Osszességében:
920 10\ 8% 10 7%
P(ALU...UAp) =10 — — D e — =
(ArU..- U o) =10 155 <2> 1020+<3) 1020

10
10\ (10 — k)20
— Z(—1)k+1 ( B ) (10— k)= 1020) = 78,53%.
k=1

Ez tehat annak val6sziniisége, hogy valamelyik fajta figura hianyzik, és igy a
keresett valészindiség: 100 — 78,53 = 21,47%.



Fliggetlenség

Mely események tekinthetSk egymastdl fiiggetlennek, és melyek kézott van
kapcsolat? Péter egy felmérés véletlenszeriien valasztott résztvevdje.

[Péternek van sajat autéja}

[holnap Budapesten lesz csapadék]

[Péter jovedelme tébb az étlagosnél}

[holnap Budadrsén nem lesz csapadék]

[Péter jovedelme tobb az atlagos kétszeresénél]

[holnap New Yorkban lesz csapadék]




Fliggetlenség

Mely események tekinthetSk egymastdl fiiggetlennek, és melyek kézott van
kapcsolat? Péter egy felmérés véletlenszeriien valasztott résztvevdje.

[Péternek van sajat autéja}

u nagyobb jovedelem :

u u

H esetén nagyobb H [holnap Budapesten lesz csapadék]

= =

: valésziniiséggel van autdja : : ha valahol nincs

= u

H [Péter jovedelme tébb az étlagosnél} | csapadek, a kbzelben is
=

: : kisebb valésziniiséggel van

az alsébél

[holnap Budadrsén nem lesz csapadék}
kovetkezik a felsd

[Péter jovedelme tobb az atlagos kétszeresénél]

tavoli varosok id8jarasa S
[holnap New Yorkban lesz csapadek]

fliggetlennek tekinthetd




Események fliggetlensége: példa
Tegyiik fel, hogy egy varosban

@ Osszesen 100000 ember él;
@ 15000 embernek van sajat autéja (A esemény):

15000
= =0,15.
(4) 100000 0,15

@ 25000-nek tobb a jovedelme az atlagosnal (B esemény):

25000
P(B) = ——— =0, 25.
(B) 100000 ’
@ 10000 ember van, akinek tébb a jovedelme az atlagosnal és sajat
autdval rendelkezik:

10000
PANB) = To0000 ~ 1

, vagyis az, hogy egy véletlenszer(ien vélasztott lakos
jovedelme tobb az atlagosnal, és sajat autéval rendelkezik?



Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk &ssze az autéval rendelkez6k aranyat



Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk 6ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-
ban,

Az autdval rendel-
kez&k aranya a
teljes lakossagban:
P(A) = 11050000000 =0,15




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk 6ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Ha fiiggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel- Az autéval rendelkezék

kez6k aranya a aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: nagyobb jovedelmiek

_ 15000 __ n_osps. 10000
P(A) = 100000 — 0, 15 kOZOtt. 55000 — 0.4




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk 6ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Ha fiiggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel-

Az autéval rendelkezék
kez&k aranya a

] aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: nagyobb jovedelmiek
P(A) = {5 = 0,15 kozott: 33000 = 0,4




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk 6ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Ha fiiggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel-

Az autéval rendelkezék
kez&k aranya a

] aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: nagyobb jovedelmiek
P(A) = {5 = 0,15 kozott: 33000 = 0,4

Az autéval rendelkez8k aranya tobb az atlagosnal nagyobb
jovedelmiiek kozott = a két esemény nem fiiggetlen.




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk &ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-

Az autéval rendelkezék
kez6k ardnya a

aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: 7 nagyobb jovedelmiiek
P(A) = {o00% = 0,15 kozétt: 32005 = 0,4

25000

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz



Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk &ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-
kez6k ardnya a

teljes lakossagban:

P(A) = {250 = 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
7£ nagyobb jovedelmiiek

w_ene. 10000
kOZOtt. 55000 — 0,4

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz

(-2 - J




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk &ssze az autéval rendelkez6k aranyat a teljes lakossag-

ban, illetve az atlagosnal nagyobb jovedelmiiek kdz6tt. Sajat auté (A):
10000, nagy jovedelem (B): 25000,

mindketts (AN B): 10000, dsszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-
kez6k ardnya a

teljes lakossagban:

P(A) = {250 = 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
7£ nagyobb jovedelmiiek

w_ene. 10000
kOZOtt. 55000 — 0,4

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz

[ P(A) = FA0B) o

oL P(A)P(B) = P(AN B). J




Események fliggetlensége

Az A, B € A események fiiggetlenek, ha
P(ANB) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valdsziniisége a valdsziniiségek szorzata.



Események fliggetlensége

Az A, B € A események , ha
P(ANB) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valdsziniisége a valdsziniiségek szorzata.

Tobb eseménynél tetsz8leges részhalmazra teljesiilnie kell ennek a tulajdon-
sagnak.

Az Aj, Az, ... € A események , ha tetszbleges k > 1és1 <
h < ip<...<I < nszamokra

IP(A,‘l NA,N...N A,'k) = ]P(A,‘l )P(A,‘z) - ]P’(A,'k).



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az aldbbi két esemény: az
els6 dobas hatos; a masodik dobas hatos?



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az aldbbi két esemény: az
els6 dobas hatos; a masodik dobas hatos?

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
b1 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az elsé dobas hatos; B: a masodik dobas hatos; A N B: mindkét dobas
hatos



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az aldbbi két esemény: az
els6 dobas hatos; a masodik dobas hatos?

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
b1 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az elsé dobas hatos; B: a masodik dobas hatos; A N B: mindkét dobas
hatos

| =
|

% _ P(AN B) = P(A) - B(B) —

Az A és B események fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 107



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 107

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 b5 b6
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; C: az 6sszeg 10; AN C: az els6 dobas hatos, a
masodik négyes



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 107

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 b5 b6
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; C: az 6sszeg 10; AN C: az els6 dobas hatos, a
masodik négyes

5 =FANO #F(A) B = ¢ -

Az A és C események nem fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 77



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 77

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; D: az dsszeg 7; AND: az els6 dobas hatos, a
masodik egyes



Fliggetlenség: példa

Keét szabalyos dobokockaval dobunk. Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az
els6 dobas hatos; az 6sszeg 77

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; D: az dsszeg 7; AND: az els6 dobas hatos, a
masodik egyes

% _ P(AN D) = P(A) - P(D) =

| =
| =

Az A és D események



Valészinliségi valtozok

események (egy kisérlet eredményéhez igen vagy nem tartozik):

@ A: holnap lesz csapadék Budapesten
@ B: egy véletlenszer(ien valasztott magyar ember Budapesten lakik

o C: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember 500000 forintnal tobbet
keres

valészin(iségi valtozok (egy kisérlet eredményéhez egy szam tartozik):

@ X: a holnap Budapesten lehullé csapadék mennyisége mm-ben

@ Y: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyité-
szama

@ Z: egy véletlenszerlien valasztott magyar ember brutté havi keresete
forintban



Val6szintségi valtozok: jelolések és definicio

e X: a holnap lehullé csapadék mennyisége mm-ben — P(X < 5), azaz
mennyi annak val6szinilisége, hogy holnap legfeljebb 5 mm csapadék
esik;

@ Y: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyité-
szama — P(Y = 2092), azaz mennyi annak val6sziniisége, hogy a ki-
valasztott ember Budakeszin lakik, iranyitészama pontosan 2092

@ Z: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember brutté havi keresete
forintban — P(Z < 500000), azaz mennyi annak val6sziniisége, hogy a
kivalasztott ember legfeljebb brutté 500000 forintot keres havonta

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valbsziniiségi valtozd, ha tetszdleges t valds
szamra teljesiil, hogy

{weQ: X(w) <t} eA,

azaz tetszbleges t valés szamra a P(X < t) val6sziniség értelmes.




Valészinliségi valtozé: példa
Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a filk szama. Ekkor az &sszes
lehetGség halmaza €2, és X : Q — R fiiggvény az alabbi médon:

Q = {FFF,FFL,FLF FLL LFF, LFL LLF, LLL};
X(LLL)y=0;  X(LLF)=X(LFL)=X(FLL)=1;
X(FFL) = X(FLF) = X(LFF)=2;  X(FFF) =3.

Az X valésziniiségi valtozo lehetséges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz

A lehetséges értékekhez tartozé valdsziniiségek, feltéve, hogy a gyerekek
egymastol fiiggetleniil 1/2 valdsziniiséggel fiak:

P(X =0)=1/8, P(X —1)=3/8,
P(X =2)=3/8, P(X=3)=1/8.



Diszkrét valészin(iségi valtozd és eloszlasa: definicidk
Definicié

Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozd, ha tetszéleges t valés
szamra

{weQ: X(w) <t} e A,

azaz tetszbleges t valds szamra a P(X < t) valdsziniiség értelmes.

llyenkor a P(X = t) valdszinliség is tetszéleges t-re értelmes.

Az X : Q — R valdsziniiségi valtozé diszkrét, ha ha lehetséges értékeinek
halmaza véges vagy megszamlalhatéan végtelen.



Diszkrét valészin(iségi valtozd és eloszlasa: definicidk
Definicié

Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozd, ha tetszéleges t valés
szamra

{weQ: X(w)<t}eA,

azaz tetszbleges t valds szamra a P(X < t) valdsziniiség értelmes.

llyenkor a P(X = t) valdszinliség is tetszéleges t-re értelmes.

Az X : Q — R valdsziniiségi valtozé diszkrét, ha ha lehetséges értékeinek
halmaza véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

Legyenek az X diszkrét valdsziniiségi valtozo lehetséges értékei:
{X1,X2,...}7 és pk:P(X:Xk) (k:1,2,...).
Ekkor az (x1, p1), (x2, p2), . .. sorozat az X valdsziniiségi véltozé eloszlasa.

llyenkor

o
pk > 0 minden k-ra, és Zpk =1,
Jo—1



Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasa

Valakinek harom gyereke sziiletik, X a fidk szama, fel-
tessziik, hogy mind a 23 = 8 lehet6ség egyforman valészinii. Ekkor X lehet-
séges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz — X diszkrét.

Ahogy lattuk:

Mindezek alapjan X eloszlasa az alabbi sorozat:

(0,1/8),  (1,3/8),  (2,3/8),  (3,1/8).

Egyszer dobunk szabalyos dobékockaval, jeldlje Y
a dobott szamot. Ekkor Y diszkrét, és az eloszlasa:

(1,1/6), (2,1/6), (3,1/6), (4,1/6), (5,1/6), (6,1/6).



Példa: a fitk szamanak eloszlasa

0 1 2 3

Lehetséges értékek

Valészintségek
000 005 010 045 020 025 020 035

A fiok szamanak eloszlasa: a lehetséges értékek:
{0,1,2,3}
és a hozzajuk tartozé valdsziniiségek:

1/8, 3/8, 3/8, 1/8.

=] 5



Valdszinlségi valtozé eloszlasa
Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valbsziniiségi valtozé, ha tetszéleges t valds

szamra
{we: X(w)<t}eA,

vagyis tetszéleges t valds szamra a P(X < t) valdsziniség értelmes.

Nem feltétleniil diszkrét X : Q — R valdsziniiségi valtozé eloszlasa: Qx

mérték, melyre
Qx(B) = P(X € B),

ahol B C R megfelel6 feltételeket teljesité halmaz (Borel-halmaz).
Példaul: B = [a, b] intervallum esetén

Qx([a, b]) =P(X € [a,b]) =P(a < X < b).
Vagy B = (—o0, t] félegyenes esetén

Rx((—o0,t]) =P(X € (-0, t]) = P(X < t).



Hazi feladat oktéber 3., hétfs, 10:15-ig

Egy elképzelt faluban 50 haztartas van, mindegyikben négyen laknak. Egy
kozvéleménykutatashoz kivalasztanak tiz embert, minden tizfés csoportot
azonos valdsziniiséggel valasztva. Mennyi a valdsziniisége, hogy a kdzvéle-

ménykutatids résztvevsi kozott lesz legalabb egy teljes haztartas, azaz van
olyan haztartas, aminek minden tagjat kivalasztottak?



