Normalis eloszlas

Normalis eloszlasok siriiségfiiggvényei
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Kiilonbz8 varhaté értékl (m) és szérasa (o) normalis eloszlasok siirliség-
fliggvényei



A O fliggvény

Standard normalis eloszlas
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A o fiiggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~
N(0,1), akkor

P(Z <t) = () = / o) dx = / CL g

—00 —00 T




Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas
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P(Z < -1)=d-1)=15,9% P(1<Z<2)=
=0(2)- (1) =

=13,6%

A o fliggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~
N(0,1), akkor
b b 1 )
P(a< Z < b) = d(b) — d(a) = / o(x) dx = / Te*X /2 dx.
a a ™



Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas
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A o fliggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~
N(0, 1), akkor
— e/ dx.
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F-eloszlas

Legyenek m, n pozitiv egészek, Xi,..., Xm, Y1, Ya2,..., Y, pedig figgetlen
standard normalis eloszlast valészintiségi valtozék. Ekkor az
Con(XEH X+ .+ X32)
m(Y2+YZ+...+Y3)

valdszinliségi valtozé eloszlasat m, n szabadsagi foki F-eloszlasnak nevez-
ziik.



Az F-eloszlas siirliségfiiggvénye

F-eloszlasok siirliségfiiggvényei
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Kiilonbdz6 szabadsagi foka F-eloszlasok siiriségfiiggvényei




y2-eloszlas

Legyenek Xi, Xz, ..., Xq fiiggetlen standard normalis eloszlast valdsziniiségi

valtozék. Az
Y=XT+X5+...+X;

valdsziniiségi valtozé eloszlasat q szabadsagi fokt y2-eloszlasnak nevezziik.
Ennek siiriiségfiiggvénye:

t9/2-1 /2 )
F(t) = { 22 (a2) © 2o t=z0
0, t<O0.



A y?-eloszlas siirtiségfiiggvénye

y -eloszlasok sirliségfuggveényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi fokt y2-eloszlasok siirtiségfiiggvényei



Gamma-eloszlas

Gamma-fiiggvény. Ha a > 0 pozitiv szam, legyen
oo
M(a) :/ t*te tdt.
0

Parcialis integralassal belathaté, hogy I'(a) = (a—1)['(a—1) minden a > 1-
re, és igy ['(n) = (n— 1)!, ha n pozitiv egész.

Legyenek a és A\ pozitiv szdmok. Az X valdsziniiségi valtozé gamma-
eloszlash a renddel és \ paraméterrel, ha siirliségfiiggvénye

)\axafl ZAx .
f(x):{ @ ¢ x=20

0, x < 0.



A gamma-eloszlas siirliségfiiggvénye

Gamma-eloszlasok siriliségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi foki gamma-eloszlasok siirtiségfiiggvényei



A gamma-eloszlas tulajdonsagai
Az X valésziniiségi valtozé6 gamma-eloszlasia a renddel és \ paraméterrel,

ha siirliségfiiggvénye

Axa~1 _ax .
fx) =4 @ & x=20
0, x < 0.

o Kapcsolat az exponencialis eloszlassal: ha a = 1, akkor a siiriiség-
fiiggvény Ae ™%, ha x > 0, és az exponencialis eloszlast kapjuk vissza.

o Exponencialis eloszlasok Gsszege: ha X1, Xo, ..., X, fiiggetlen \ pa-
raméterii exponencialis eloszlasi valdsziniiségi valtozék, akkor X1+ X5+
...+ X, gamma-eloszlast a = n renddel és )\ paraméterrel.

o Kapcsolat a y?-eloszlassal: ha a = g/2 és A = 1/2, akkor a g
szabadsagi fok( y?-eloszlast kapjuk vissza.

o Varhato érték és széras:

D(X) = Vf



Beta-eloszlas

Legyenek a, b > 1 szdmok. Az X valésziniségi valtozé beta-eloszlasi a és
b paraméterekkel, ha siiriségfliggvénye

M(at+b) _a— - .
) = farde i1 - X)L, teo,1];
0, x < 0 vagy x > 1.

Ha Xi, Xa,..., X, fuggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu va-
l6szintiségi valtozok, és X} jeldli ebben a mintaban a k. legnagyobb szamot,
akkor X eloszlasa beta-eloszlds a = k és b = n — k + 1 paraméterekkel.

Az a =1 és b =1 valasztassal az egyenletes eloszlast kapjuk vissza.



A beta-eloszlas siiriiségfiiggvénye

Beta-eloszlasok siiriiségfiiggvényei
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szabadsagi fok( beta-eloszlasok siiriiségfiiggvényei




Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

gyakorisagok

000 002 004 008 008 010 012 014

értekek

Szaz fiiggetlen normalis eloszlasi valésziniiségi valtozé hisztogramja és a
siirliségfiiggvény (m = 10,0 = 3,X = 9,88,s;; = 2,58) _ ,

= = z 9ac



Normalis eloszlasok atlaga

Ezer normalis eloszlas atlaga

gyakorisagok

I T T T 1
9.8 99 10.0 10.1 10.2

értékek

Szazelem(i minta az alabbi eloszlasbél: n = 1000 fliiggetlen normalis eloszlasa
(m =10, 0 = 3) valésziniiségi valtozo atlaga és az N(10, 3/1/1000) normalis
eloszlas siiriiségfiiggvénye (x = 9,99, s* = 0,084,0//n= 0,095) -




Normalis eloszlasok atlaga

Legyenek X, Y fiiggetlenek, normilis eloszldstak: X ~ N(myp,02),Y ~
N(my,o3). Ekkor a kdvetkezék igazak:

o X 4+ b eloszlasa normalis, my + b varhaté értékkel és o szérassal;
@ aX eloszlasa normalis amy varhato értékkel és |alo szérassal;

o X + Y eloszldsa normalis, m; + my varhaté értékkel és 1/0’% + ag sz6-

rassal.

Emlékeztets: E(X 4+ Y) = E(X) +E(Y), és ha X és Y fiiggetlenek, akkor
D?(X +Y) = D(X) + D3(Y).



Normalis eloszlasok atlaga

Legyenek X, Y fiiggetlenek, normilis eloszldstak: X ~ N(myp,02),Y ~
N(my,o3). Ekkor a kdvetkezék igazak:

o X 4+ b eloszlasa normalis, my + b varhaté értékkel és o szérassal;

@ aX eloszlasa normalis amy varhato értékkel és |alo szérassal;

o X + Y eloszldsa normalis, m; + my varhaté értékkel és 1/0’% + ag sz6-

rassal.

Emlékeztets: E(X 4+ Y) = E(X) +E(Y), és ha X és Y fiiggetlenek, akkor
D?(X +Y) = D(X) + D3(Y).

Ebbél kovetkezik: ha Xi,..., X, flggetlen normalis eloszlasiak m varhaté
értékkel és o szérassal, akkor

X4+ X, 2
1++~N<m,">
n n



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas

gyakorisagok
015
|

010
|

értékek

Szaz fluggetlen A = 1/3 paraméterii exponencalis eloszlasi valdsziniiségi
valtozé hisztogramja és a siiriiségfiiggvény, azaz e~1/3/3 (E(X) = D(X) =
3,% = 3,03,s" = 2,89) T




Exponencialis eloszlasok atlaga

Ezer exponencidlis eloszlas atlaga

gyakorisagok

I T T T T 1
27 28 29 3.0 31 32

értékek

Szazelem(i minta az aladbbi eloszlasbél: n = 1000 fuggetlen exponencialis
eloszlast (A = 1/3) valészintiségi valtozé atlaga, és az N(3,3/4/1000) nor-
malis eloszlas siiriiségfiiggvénye (x = 2,98, s* = 0,098,0//n = 0,095) -~



Két kockadobas Gsszege

Dobott szamok dsszege

(=]
i
2 3 4 5 6 i 8 9 10 11 12

0.15
]

Valészinlségek

0.05
I

0.00

Lehetséges értékek

Keét szabalyos kockadobas Gsszegének eloszlasa



Kockadobasok atlaga

Ezer kockadobas atlaga

gyakorisagok

I T T T T T 1
3.35 3.40 345 3.50 3.55 3.60 365

értékek

Szazelem( minta az alabbi eloszlasbdl: n = 1000 fiiggetlen szabalyos koc-
kadobas atlaga, és az N(3,5, D(X1)/v/1000) normalis eloszlas siiriiségfligg-
vénye (X = 3,501, s* = 0,098, 0/y/n = 0,051) - -

= z 9ac



Exponencialis eloszlas a kitevben

Exponencialis eloszlas a kitevében

gyakorisagok

01

00
L

értekek

X1 X2 X000 hisztogramja, ahol Xj-k fiiggetlenek, 2 paraméterti ex-
ponencialis eloszlastak (E(eXt) = 2, D(eX1) = 00, X = 1,99, s¥ = 2, 33)



Exponencialis eloszlas a kitevben

Ezer exponencidlis eloszlas atlaga
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értékek
Szazelemii minta az alabbi eloszlasbdl: eX1, X2 ... eXw000 3tlaga, ahol X;-k

fiiggetlenek, 2 paraméterii exponencialis eloszlasuak. Itt €Xi varhaté eértéke
véges, de szérasa végtelen.



Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa
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mintaelemszam

A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett minta atlaga n = 500-ig



A nagy szamok torvényei
Tétel (A nagy szamok gyenge térvénye)

Legyenek X1, Xz, . .. olyan valésziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azo-
nos eloszlasiak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < oco. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o0),

azaz X, — E(X1) sztochasztikusan.




A nagy szamok torvényei
Tétel (A nagy szamok gyenge térvénye)

Legyenek X1, Xz, . .. olyan valésziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azo-
nos eloszlasiak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < oco. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o0),
azaz X, — E(X1) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy szamok erGs torvénye)

Legyenek X1, Xy, ... valdsziniiségi valtozok, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasaak. Tegyiik fel még, hogy m = E(X1) < oo. Ekkor

:X1+Xz+...+Xn_>
n

yn E(Xl) =m
teljesiil 1 valosziniiséggel n — oo esetén.

A masodik esetben gyengébb feltevésbsl erésebb allitas kovetkezik.



Centralis hatareloszlastétel

Tétel (Centralis hatareloszlastétel)
Legyenek Xi,Xo,... fliggetlen azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozok,

melyekre E(X1) = m és D(X1) = 0 < oo, azaz szérasuk véges. Ekkor
tetszéleges t valés szamra

X1+ X .+ X,—n-
P(1+2+ * ”mg§—wagw (n = o0),
oy/n

ahol Z standard normalis eloszlasi, azaz

Mzgﬂzwﬂ:/; ;fm<—f>w

Ezt agy is fogalmazhatjuk, hogy
Xi1+Xo0+ ...+ Xy —n-
1+t X+ .+ X, nm—>N(O,1)
ov/n

teljesiil n — oo esetén eloszlasban. Azonos eloszlasia: P(X; < t) = P(
t) minden /,j péarra és t val6s szamra

X; <



Centralis hatareloszlastétel

Legyenek X1, Xy, ... fiiggetlen azonos eloszlast valésziniiségi valtozok, me-
lyekre E(X1) = m és D(X1) = 0 < oo. Ekkor

Xi+Xo+...+X,—n- 1 (b
lim IP’<a < 1tXt.. nem < b) = / e /2 dx.
n—00 O’\/ﬁ V2T Ja

A hatarértéket ®(b) — ®(a) = P(a < Y < b) alakban is irhatjuk, ahol
Y ~ N(0,1).




Centralis hatareloszlastétel

Legyenek X1, Xy, ... fiiggetlen azonos eloszlast valésziniiségi valtozok, me-
lyekre E(X1) = m és D(X1) = 0 < oo. Ekkor

Xi+Xo+...+X,—n- 1 (b
lim IP’<a < 1tXt.. nem < b) = / e /2 dx.
n—00 O’\/ﬁ V2T Ja

A hatarértéket ®(b) — ®(a) = P(a < Y < b) alakban is irhatjuk, ahol
Y ~ N(0,1).

Igy is atfogalmazhaté a tétel allitasa:
P(nm+ aoy/n < Xy + X + ... + X, < nm + bo\/n) — ®(b) — d(a).

Ez azt jelenti, hogy az X, 4tlag eloszlasa kézel van egy m varhaté értékii,
o /+/n szérast normalis eloszlashoz.



Centralis hatareloszlastétel

Legyenek Xy, X, ... fiiggetlen azonos eloszlast valészin(iségi valtozék, me-
lyekre E(X1) =m és D(X;) = 0 < o0, azaz szérasuk véges. Ekkor

lim P

n—o0

— . b
<a§X1+X2+...+Xn n m<b>: 1 /exz/zdx:
U\/E V21 Ja
— ®(b) — d(a) =P(a< Z < b),

ahol Z ~ N(0,1) standard normalis eloszlasi. Tovabb alakitva:



Centralis hatareloszlastétel
Legyenek Xy, X, ... fiiggetlen azonos eloszlast valészin(iségi valtozék, me-
lyekre E(X1) =m és D(X;) = 0 < o0, azaz szérasuk véges. Ekkor

J— . b
<a§X1+X2+"'+X” n m<b>:1/ o3 /2 gy —
U\/E V27 Ja
=®(b) — P(a) =P(a < Z < b),

lim P

n—o0

ahol Z ~ N(0,1) standard normalis eloszlasi. Tovabb alakitva:

P(nm+aocy/n < Xy +Xo + ...+ X, < nm+ boy/n) — P(a < Z < b).

Ha n-nel osztunk, hogy az atlag jelenjen meg:

X1 +Xo+...+X
P(mtal <22F02T % b7 ) Lpa<z<b).
Vvn n Vvn
Vagyis az .kozel van” egy m varhatd értékdi, %= szérasi

NG
normalis eloszlashoz.



Centralis hatéreloszlastétel: példa

Legyenek Xi, X, ... fiiggetlen, 2 varhaté értéki, exponencialis eloszlasa va-
|6szintiségi valtozék. Mi a limesze a P(X; + ...+ X, — 2n < 24/n) mennyi-
ségnek n — oo esetén?



Centralis hatéreloszlastétel: példa

Legyenek Xi, X, ... fiiggetlen, 2 varhaté értéki, exponencialis eloszlasa va-
|6szintiségi valtozék. Mi a limesze a P(X; + ...+ X, — 2n < 24/n) mennyi-
ségnek n — oo esetén?

Mivel a valésziniiségi valtozok fiiggetlenek, azonos eloszlasiak és véges
szorashak, teljesiilnek a centralis hatareloszlastétel feltételei. Ezért

Xi4 ot Xy—2
P(x1+...+xn—2n<2ﬁ)zp< Lt 2\7 ”<1>ﬁ¢(1),
n

ha n — oo, hiszen m = 2 a varhaté érték, és mivel az eloszlas exponencialis,
a varhaté érték egyenld a szérassal, igy o = 2 a szoras.



Konvergenciafajtak

Definicié
A Zy, 2o, ..., valésziniiségi valtozokbdl 41l6 sorozat eloszlasban konvergal

az Z valdsziniségi valtozéhoz, ha minden olyan t szamra, melyre Z elosz-
lasfiiggvénye folytonos t-ben, teljesiil, hogy

P(Z,<t)=>P(Z<t) (n — o0).




Konvergenciafajtak

Definici6

A Zy, 2o, ..., valésziniiségi valtozokbdl 41l6 sorozat eloszlasban konvergal
az Z valdsziniségi valtozéhoz, ha minden olyan t szamra, melyre Z elosz-
lasfiiggvénye folytonos t-ben, teljesiil, hogy

P(Z,<t)=>P(Z<t) (n — o0).

Ha Z, — Z teljesiil 1 valdsziniiséggel, akkor Z, — Z sztochasztikusan és
eloszlasban is.

Lehetséges, hogy Z, — Z eloszlasban, de Z, nem tart Z-hez sztochasztiku-
san (és ezért 1 valdsziniiséggel sem).




A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valésziniiséggel sza-
vaz egy adott partra. Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételez-
ve, hogy mindenki a tébbiektd| fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy
annak val6szin(isége, hogy a partra szavazok aranya legfeljebb 0, 01-gyel tér
el p-t6l, tetsz6leges p esetén legalabb 95% legyen?



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valésziniiséggel sza-
vaz egy adott partra. Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételez-
ve, hogy mindenki a tébbiektd| fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy
annak val6szin(isége, hogy a partra szavazok aranya legfeljebb 0, 01-gyel tér
el p-t6l, tetsz6leges p esetén legalabb 95% legyen?

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogaték szdma a megkérdezettek kdzott
Kell:
X
P{|— —p| <0,01) >0,95
n

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re.



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tamogatdk szama a megkérdezettek kozott,
Kell:
X
P P <0,01)>0,95

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re, ahol X = Zle X, az X;-k fiiggetlenek, és

PXj=1)=1-P(X;=0)=p;  E(X)=p  D(Xj)=Vp(l-p)

" Xi—n
(o) (i
n np(1 — p)

~ 2¢<0’01ﬁ > —1

p(1—p)

0,01y/n >
p(L - p)



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot

Kell
X 1
P(‘n —p‘ < o,o1> zzcb(o’oﬁ) ~1>0,95

vp(l—p)

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re. Vagyis mivel p(1 — p) < 1/4:

1
¢<W> > 0,975;
p(1—p)

0,01/n

> ®71(0,975) = qnorm(0, 975) = 1, 96;
p(1—p)

1 .
0,012

> p(l—p)-1,96-

1,962 - = 9607.

I\/
il

0,012



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valésziniiséggel sza-
vaz egy adott partra. Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételez-
ve, hogy mindenki a tébbiekts| fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy
annak valészin(isége, hogy a partra szavazok aranya legfeljebb 0,01-gyel tér
el p-t8l, tetszdleges p esetén legalabb 95% legyen?

o Csebisev-egyenlétlenséggel: n > 50000 biztosan elég
e centralis hatareloszlastétellel kdzelitve: n > 9607 elég



A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valésziniiséggel sza-
vaz egy adott partra. Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételez-
ve, hogy mindenki a tébbiekts| fliggetleniil valaszol és igazat mond), hogy
annak valészin(isége, hogy a partra szavazok aranya legfeljebb 0,01-gyel tér
el p-t8l, tetszdleges p esetén legalabb 95% legyen?

o Csebisev-egyenlétlenséggel: n > 50000 biztosan elég

o centralis hatareloszlastétellel kdzelitve: n > 9607 elég

@ valgjaban: n = 9607, p = 1/2 esetén 0,94987 adédik a 0,95 helyett
@ valgjaban n > 9650 kell (pontos szamolassal)



Hazi feladat december 5., hétfg, 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszertien kivalasztott ember j6vedelme (ezer fo-
rintban szamolva) 250 varhat6 értékii és 50 szérasu normalis eloszlasa vals-
szinliségi valtozé. Fiiggetleniil kivalasztva 200 embert, mennyi a valdszini-
sége, hogy az atlagos jovedelmiik tobb 240 ezer forintnal?



Kétdimenziés egyenletes eloszlas

(X, Y) egyiittes siiriiségfiiggvénye, ahol X és Y fliggetlenek és a [0,1] in-
tervallumon egyenletes eloszlastak



Kétdimenziés egyenletes eloszlas

Fiiggetlen egyenletes eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai figgetlenek és a [0,1]

intervallumon egyenletes eloszlastiak (az egyiittes siirliségfiiggvény az el6z8
abran lathato).



Kétdimenziés normalis eloszlas

0.2

Két fliggetlen standard normalis eloszlas egyiittes siirliségfiiggvénye Azaz:

(X, Z) egyiittes siirliségfliiggvénye, ahol X, Z figgetlenek, N(0,1) eloszlasi-
ak



Kétdimenziés normalis eloszlas

Fiiggetlen standard normalis eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai fiiggetlen standard no-

malis eloszlasuak. Ahol nagyobb az egyiittes siiriiségfiiggvény (el6z6 abra),
oda tdbb pont esik.



Egyiittes eloszlas: példa

Kétszer dobunk szabalyos kockaval. Legyen X az els6 dobas, Y pedig a
dobott szamok kéziil a nagyobb. Ekkor az (X, Y) val6sziniiségi vektorvaltozé
egyiittes eloszlasa:

XY 1 2 3 4 5 6 Gsszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36  1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36 1/6
4 o 0 0 1/9 1/36 1/36  1/6
5 0 0 0 0 5/36 1/36 1/6
6 o 0 0 0 0 1/6 1/6

Osszesen 1/36 1/12 5/36 7/36 1/4 11/36 1

A peremeloszlasok:
X:(1,1/6),(2,1/6),(3,1/6),...,(6,1/6)
Y: (1,1/36),(2,1/12),...,(6,11/36)



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (X1, Xa,..., X,) val6sziniiségi vektorvaltozé egyiittes
siiriiségfiiggvénye f. Hogyan kaphat6é meg példaul az elsé peremeloszlas,

o

azaz X siiriiségfiiggvénye?



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (X1, Xa,..., X,) val6sziniiségi vektorvaltozé egyiittes
siiriiségfiiggvénye f. Hogyan kaphat6é meg példaul az elsé peremeloszlas,

o

azaz X siiriiségfiiggvénye?

s

Az X; valésziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye (melyet f;-vel jeldliink), azaz
a j. peremsiiriségfliggvény igy kaphaté meg f-bél:

ﬂ(t) = / ) f(sl, ceey Sj—1, b, 541, ,S,,)d51 ce d.Sj_1d5j+1 ...ds,.
Rr=

Specialisan n = 2-re:

fi(x) :/oo f(x,y)dy; f(y) :/OO f(x,y)dx.

—00 —00



Feltételes eloszlas

Legyen X diszkrét valésziniiségi valtozd, lehetséges értékei xq, xo, . . ., a hoz-
zajuk tartozé valészintiségek: P(X = xx) = pk. Legyen A pozitiv valé-
szinliségli esemény. Ekkor az X-nek az A eseményre vonatkozé feltételes

eloszlasa:
P({X = xx} N A)

P(A)

qk = P(X = Xk‘A) =

Ekkor

i kij {X—Xk}ﬁA)_L

azaz a (qy) sorozat is valésziniiségeloszlas.

Masrészt az {X = xx}, k = 1,2,... események teljes eseményrendszert
alkotnak.



Feltételes eloszlas

Legyen X diszkrét valésziniiségi valtozd, lehetséges értékei xq, xo, . . ., a hoz-
zajuk tartozé valészintiségek: P(X = xx) = pk. Legyen A pozitiv valé-
szinliségli esemény. Ekkor az X-nek az A eseményre vonatkozé feltételes

eloszlasa:
P({X = xx} N A)

Ekkor

=y X HINA
k=1 k=1 P(A)
azaz a (qx) sorozat is valésziniiségeloszlas.

Masrészt az {X = xx}, k = 1,2,... események teljes eseményrendszert
alkotnak.

Feltételes varhaté érték:

E(X|A) =) k-qu =Y k-P(X = x]A).



Egyiittes eloszlas: példa

Kétszer dobunk szabalyos kockaval. Legyen X az els6 dobas, Y pedig a
dobott szamok koziil a nagyobb. Ekkor az (X, Y') valészintiségi vektorvaltozé

egylittes eloszlasa:

XY 1 2 3 4 5 6 Osszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36  1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36  1/6
4 0 0 0 1/9 1/36 1/36 1/6
5 0 0 0 0 5/36 1/36  1/6
6 0 0 0 0 0 1/6 1/6
Osszesen 1/36 1/12 5/36 7/36 1/4 11/36 1
Legyen A = {Y = 3} a feltétel.
Ekkor X feltételes eloszlasa:
1/36 1 1/12 3
=P(X=1Y=3)="Lt— === q; — - _ =



Egyiittes eloszlas: példa

Kétszer dobunk szabalyos kockaval. Legyen X az els6 dobas, Y pedig a
dobott szamok koziil a nagyobb. Ekkor az (X, Y') valészintiségi vektorvaltozé
egylittes eloszlasa:

XY 1 2 3 4 5 6 Gsszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36  1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36 1/6
4 o 0 0 1/9 1/36 1/36  1/6
5 0 0 0 0 5/36 1/36 1/6
6 o 0 0 0 0 1/6 1/6

Osszesen 1/36 1/12 5/36 7/36 1/4 11/36 1

Legyen A = {Y = 3} a feltétel. Ekkor X feltételes varhaté értéke:

> 1 1 3 12
E(X|Y:3):ZIP’(X:I<]Y:3)-/<:g~1+g-2+g‘3:€:2,4.
k=1



Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Tegyiik fel, hogy az (X, Y) val6sziniiségi vektorvaltozé egyiittes siiriiség-
figgvénye

Fx,y) = x+y, ha0<x<1lés0<y<I;
)= 0 kiilonben.

Szamitsuk ki X és Y korrelaciés egyiitthatgjat:

cov(X,Y)  E(XY)—E(X)E(Y)
D(X)D(Y) D(X)D(Y)

R(X,Y) =



Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

F(x,y) = x+y, had0<x<1lé0<y<1,
Y= 0 kiillonben.

Allitas

Legyen az (X, Y') valosziniiségi vektorvaltozo egyiittes siiriiségfiiggvénye f.

Ekkor o roo
E(g(X,Y)) = / / 2(x,y)f(x, y) dy dx.




Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

F(x,y) = x+y, had0<x<1lé0<y<1,
Y= 0 kiillonben.

Allitas

Legyen az (X, Y') valosziniiségi vektorvaltozo egyiittes siiriiségfiiggvénye f.

Ekkor o roo
E(g(X,Y)) = / / 2(x,y)f(x, y) dy dx.

00 00 1 1
E(XY):/ / xy - f(x,y) dy dX:/0 /0 xy(x + y)dydx =
1 1 1 1 1.2 1
:/ / X2ydydx—|-/ / Xy2dde:/ de+/ de:E+,
0o Jo 0o Jo 0 2 0o 3 6

felhasznalva, hogy fol xkdx =[x/ (k+ 1)L o = 1/(k + 1).

x=0 T



Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa
Az (X,Y) egyiittes siirliségfiiggvénye:

F(x,y) = x+y, had0<x<1lé0<y<lI,
Y= 0 kilénben.

Az X valésziniiségi valtozo siiriiségfiiggvénye:

') 1 1
fl(X):/ f(X,y)dyz/ X+ydy =x+3,
—00 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildnben. Ezért



Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa
Az (X,Y) egyiittes siirliségfiiggvénye:

F(x,y) = x+y, had0<x<1lé0<y<lI,
Y= 0 kilénben.

Az X valésziniiségi valtozo siiriiségfiiggvénye:

') 1 1
fl(X):/ f(X,y)dyz/ X+ydy =x+3,
—00 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildnben. Ezért

E(X):/ Xfl(X)dX:/0 x-(x—|—2>dx:/0 X2+§dX:



Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Az X valésziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye:

o0 1 1
ﬂ(X)Z/ f(X,y)dyz/ X+ydy = x+ 3,
0

—00

ha 0 < x <1, és 0 kiildnben. Ezért

o] 1 1
1 1 1 7



Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa
Az X valésziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye:
oo 1 1
ﬂ(X)Z/ f(X,y)dyz/ x+ydy =x+ o,
—00 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildnben. Ezért

o] 1 1
1 1 1 7

50) = [~ tga= [ (xe] o= [orTan=tilo
—_OOX1XX—OX X2X—0X2X—46—

A szimmetria miatt hasonléképpen:

7

B(Y) =15 E(Y)=

S
12



Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

) x+y, ha0<x<1lés0<y<I;
X,y) =
y 0 kiilonben.

E(XY) = %; E(X) =E(Y) = -’ E(X?) =E(Y?) = —

Az X és Y korrelaciés egyiitthatéja:

cov(X,Y)  E(XY)-E(X)E(Y) _
D(X)D(Y) D(X)D(Y) -

1/3 — (7/12)2 1/3 — (7/12)? _ o0
\/5/12 —(7/12)2 - \/5/12 — (7/12)? T 5/12— (7/12)2 ’

R(X,Y) =

Nagyon gyenge negativ korrelacié van a két valészinliségi valtozd kozott.



