Valészinliségszamitas el6adas, 9. hét, 2021. november 12.

Suruségfiiggvény, egyenletes eloszlas

1. A stirtségfiggvény

Azt méar lattuk (példaul az egyenletes eloszlds, exponencidlis eloszlds, Pareto-eloszlds esetében), hogy
véletlen mennyiségek modellezésénél nem csak diszkrét (véges vagy megszdmlalhatéan sok értéket felvevd)
valésziniiségi valtozokat érdemes hasznalni, hanem olyanokat is, melyek értékkészlete egy intervallum
vagy példaul a pozitiv szamok halmaza. Emlékeztet6il, az X valdszinliségi valtozo eloszlasfliggvényét
igy definaltuk:

F(t)=P(X <t),

ha t € R tetszbleges valds szam. Ebbol kovetkezik, hogy
Pla < X <b) =F(b) — F(a)
is teljesiil tetszoleges a < b valds szamokra.

Az eloszlasfiiggvény azonban nem mindig a ,legkényelmesebb” leirdsa a valdszintiségi valtozé visel-
kedésének. Ezért gyakran haszndljuk inkdbb a stirtiségfiiggvényt (olyankor, amikor van egyaltaldn sfirtiség-
fiiggvény), melynek 6 jellemzdje, hogy annak valdszintiségét, hogy X egy adott [a, b] intervallumba esik, a
strliségfliggvény alatti tertiletnek az a és b kozé eso része, azaz a slirtiségfiggvény a-tol b-ig vett integralja
adja meg.

Ezt lathatjuk az abrén. Ha X stiriségfiiggvénye f (ami most az dbrdn lathaté fliggvény), akkor példaul
annak valdszintisége, hogy X értéke —3 és —1 kozé esik:
-1
P(-3<X <-1)= / f(z)dx = 54,5%.
-3
Hasonloképpen, annak valészintisége, hogy X értéke 1 és 3 kozé esik:

3
Pl < X <3) = / F@)dz = 17.1%.
1

Lathatjuk, hogy bar a két intervallum egyforman hosszi, az els6 esetben a slirtiségfiiggvény nagyobb
értékel miatt a slirtiségfiiggvény alatti tertilet és igy a valdsziniiség is nagyobb lesz. Vagyis minél nagyob-
bak egy intervallumban a stirtiségfiiggvény értékei, anndl nagyobb valdszintiséggel esik oda a megfigyelés.
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1. dbra. Példa stiriiségfiiggvényre és hozza tartozo ezer elemii minta hisztogramja

Az (1] abran ugyanezt a siiriségfliggvényt hasznélva sorsoltunk 1000 elemd mintat, vagyis tekintettiink
ezer, egymastdl fiiggetlen valdszintliségi véltozot tgy, hogy mindegyiknek ugyanaz az dbran szerepld
fiiggvény a stirliségfiiggvénye. Azt 1atjuk, hogy a hisztogram nagyrészt koveti a stirliségfliggvény alakjat:
ahol nagyobb a stirliségfiiggvény értéke, oda nagyobb valdszinliséggel esnek a megfigyelések, igy a hisz-
togramon magasabb oszlopokat latunk.



1.1. Definicié. Az X : Q — R wvaldsziniségi viltozo sturtségfiiggvénye az f : R — R fliggvény, ha

t
P(X <t)= / f(x)dx
teljestil minden t € R szdmra.

Az integrélra dgy gondolhatunk, mint az f fiiggvény alatt ¢t-t6l balra 1év6 teriiletre.
valészintiségi valtozonak van stliriiségfiiggvénye, példaul a diszkréteknek nincs.

A siirtiségfliggvény nem egyértelmii, néhany pontban meg lehet valtoztatni, s6t megszamldlhatd sok
pontban is meg lehet valtoztatni, s6t vannak olyan halmazok, amik nagyobbak, mint megszamlalhatéan
végtelen, de még ott is meg lehet véaltoztatni.

1.2. Definicié. Ha az X wvaldsziniségi vdltozonak van stirtiségfiiggvénye, akkor abszolit folytonos
valdszinidségi vdltozonak nevezzik.

1.1. Allitas. Ha eqy valosziniiségi vdltozo abszolut folytonos, akkor az eloszldsfligguvénye folytonos.

Ez forditva nem igaz.

1.1. A siiriiségfiiggvény tulajdonsagai

1.2. Allitas. Ha az X valdszintdségi vdltozo striségfiggvénye f, akkor tetszéleges a < b szdmokra

b
IP’(a<X<b)=]P’(a§X§b):/ F(@)da.

1.3. Allitas. Legyen X abszolit folytonos valésziniiségi valtozo, melynek F az eloszldsfigguénye.

(a) Ha | az X siirdségfiggvénye, akkor minden t € R szdmra

t
Fit)=P(X <t)= / f(z) de.
— 00
(b) Az f(t) = F'(t) fuggvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhatd) az X siirdségfiggvénye.
Ha az f: R — R filigguény stiriiségfiggvény, akkor

(i) f(z) > 0 teljesil ,majdnem minden” x € R-re (példiul véges vagy megszdmldlhatd sok kivétel
lehetséges).

(it) [7 f(@)de =1, azaz im0 f_TT f(x)dr = 1.

Forditva: ha f teljesiti ezt a két tulajdonsdgot, akkor van olyan valdsziniiségi vdltozé, aminek f a
stirtiségfigguénye.

1.2. Példa

Legyen az X valdszin{iségi véltozé slrtiségfiggvénye f(x) = 2|z|, ha —1 < z < 0, és 0 kiilonben. Mennyi
X eloszlasfliggvényének értéke a —1/2 helyen?

Felhasznélva az eloszlasfiiggvény és a siiriiségfiiggvény definicidjat (az allitds (a) részét), illetve
hogy < —1 esetén f(x) =0, azt kapjuk, hogy

—1/2 —1/2 ~1/2
F(—1/2):]P’(X§—1/2):/ f(x)dac:/ f(x)dac:/_ 2|x| dx =

— 00

—1/2 _ 1 3
_ 9 dr — — 2x771/2:_ Z_1)=2
/1 T : :



siirliségfiggvény

P(X < -0.5)

3/4
‘\‘0 OIB O‘G —0‘.4 OIZ 0‘0
X lehetséges értékei: xq,xo, ... X stirtuségfiiggvénye: f.
E(X) =332, z; - P(X = ;) E(X)=["_z- f(z)dz
E(X?) = Z;il x? P(X = x;) E(X?) = ffooo 2?2 f(z)dx

D(X) = \/[E((X - E(X))?) = /E(X?) — B(X)?

E(X*) = Z;’il xf P(X = xy) E(XF) = ffooo ¥ f(x) do
E(9(X)) = 272, 9(z;) - P(X = z5) E(9(X)) = [=5, 9(2) f(z) dz

2. Varhaté érték és szoras abszolut folytonos esetben

Mennyi lehet az[Il dbran lathaté eloszlas varhaté értéke és szérasa?

A varhaté értéket olyan formédban nem tudjuk definidlni abszolut folytonos eloszlasokra, mint diszkrét
esetben, hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

2.1. Definicid. Legyen X abszolut folytonos valosziniiségi vdltozo, melynek striségfigguénye f. Ekkor
X varhaté értéke:

B = [ o @,

— 00

ha ez az integrdl létezik és véges.

2.2. Definicid. Tegyiik fel, hogy az X wvaldsziniségi vdltozé abszolut folytonos, siriségfiggvénye f, és
E(X?) létezik, azaz az ffooo 22 f(x) dx integrdl véges. Ekkor X szérasnégyzete:

D*(X) =E((X - E(X))*) = E(X?) - E(X)?,

szorasa pedig

D(X) = w[z((x ~ E(X))2) = VE(X?) - E(X)2.

Lathatjuk, hogy a szords definicidja megegyezik a diszkrét esetben hasznélttal.

2.1. Momentumok

Az X valésziniiségi valtozdk k. momentuma a k. hatvanydnak varhaté értéke, ha ez létezik:
E(X%).

Ennek a tobbek kézott a statisztikaban van jelentGsége, az eloszlasok ismeretlen paramétereinek becslésekor.



2.1. Allitas. Ha X abszolit folytonos valdszintséqgi vdltozd, f a stiriségfigguénye, és E(g(X)) létezik,
akkor

E(g(X)) = / " @) f () da.

— 00
FEzért a k. momentum kiszamitdsa:

E(X") = /OO 2F f(x) da.

— 00

2.2. Kovetkezmény. A szorasnégyzetet a kovetkez6képpen szamithatjuk ki abszolit folytonos X valdsziniiségi
vdltozo esetén:

D*(X) =E(X?) - [IE(X)]2 = /Oo 22 f(x)dx — {/Oo T- f(a;)dxr.

— 00 — 00
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Példa. Legyen az X val6szin(iségi véltozé slrliségfiggvénye f(x) = 2|z, ha —1 < z < 0, és 0 kiilonben.
Mennyi az 1/X valészinliségi valtoz6 varhaté értéke?

Mivel X stirfiségfiiggvénye azonosan 0, ha > 0, ezért X < 0 és 1/X < 0 biztosan teljesiil. fgy
E(1/X) < 0 teljesiilni fog.

Pontosabban, mivel

E(g(X)) = / o(2) /() dz,

— 00

a g(z) = 1/x fiiggvénnyel:

]E(l/X):/OO ;~f(x)dx—/0 2|x|dx—/0(—2) de = —2.

— -1 X -1

Példa. Tegyiik fel, hogy a holnap hullé csapadék mennyiségének stirtiségfiiggvénye az alabbi:

0,2, ha0 <z <1;
f(x)=1¢0,4, hal <z <3;
0 ha x < 0 vagy x > 2.

Jeldlje a csapadékmennyiséget X. A csapadékmennyiség varhaté értéke:

oo 1 3
E(X):/ m~f(w)dx:/0 x~072dx+/1 x-0,4dx =

— 00

12 0?2 32 12
=0,2- [ =——-= 0,4-({=—-—)=1.7.
2(z-g)roa(5-g)n



A csapadékmennyiség négyzetének varhaté értéke:

] 1 3
E(XQ>=(/ x21ﬂ$)¢fzhé xz-Qde+:A 2. 0.4de =

— 00

13 03 33 13
=02 ——— 0,4- ——— ] =3,53.
2 (g-5) e (5-5)-s

Ez alapjan a csapadékmennyiség szdrasa:

D(X) = \/IE(XZ) — (B(X))*=1/3,53—1,72 = 0,8,

3. Egyenletes eloszlas

A kordbban latott hirom eloszlds, az egyenletes, exponencidlis— és Pareto-eloszlas valdjaban abszolut
folytonos eloszlasok. Eddig az eloszlasfiiggvény segitségével definaltuk Oket, de a stliriiségfiiggvényiiket
is meghatarozhatjuk, abbdl pedig a varhaté értékiiket, szérasukat is. Egyelére az egyenletes eloszlast
nézziik meg részletesebben.

3.1. Egyenletes eloszlas

e Csomagot varunk, amit a futdr véletlen Y idépontban hoz ki.

e Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszldst a [8,12] intervallumon (6rdban mérve).

e Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a valdsziniisége, hogy 11
ora el6tt megérkezik?

Legyen X a futér érkezésének idpontja. Igy fogunk tudni szdmolni:

P(X < 11X > 10) = 20X SP&}: f){) >10}) _ ;;i _ %
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2. dbra. A [8,12] intervallumon egyenletes eloszlds eloszldsfiiggvénye

Ahogy az [[-3] 4llitasban lattuk, a silirliségfiiggvény, ha létezik, az eloszldsfiiggvény derivéltjaként 4ll eld.
Igy kaphatjuk meg a mar ismert eloszlasfliggvénybodl a stirtiségfliggvényt.

3.1. Definicié. Az X wvaldsziniségi vdltozd egyenletes eloszlasu az [a, b] intervallumon, ha eloszldsfigguénye:

0, ha t < a;
Ft)=P(X <t) =< =2 haa<t<b
1,  hat>b



Egyenletes eloszlas
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3. dbra. A [8,12] intervallumon egyenletes eloszlds sfirliségfiiggvénye és 500 darab fiiggetlen, [8,12]
intervallumon egyenletes eloszldsu valdszinliségi valtozobdl allé minta hisztogramja

3.1. Allit4s. Legyen X egyenletes eloszlast az [a,b] intervallumon. Ekkor X siriségfiigguénye:

1 < r<b
f(ac):{ba’ ha a <z < b

0, ktilonben.

Tovdabba

(i) Haoa < c¢<d<b, akkor

d d
1 d—c
Plc< X <d) = dx = dx =
exX<a= [ f@ydr= [ i =i
(ii) Az X waldsziniségi viltozé varhaté értéke és szérasa:
a+b b—a
E(X) = ; D(X) = .
(=4 (x) ==

A bizonyitas elétt érdemes megnézni, hogy mi a kapcsolat ebben az esetben a diszkrét varhaté érték és
a stirtiségfliggvényes definicié kozott.

Legyen X tovdbbra is egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, X* pedig X-nek egy kerekitett véltozata,
kerekitsiik példaul szazadokra.

Ekkor, ha a < z < b a szdzadnak egy tobbszorose (vagyis két tizedesjegye van), akkor

40,005 — (z —0,005) 0,01

P(X* =z) =Pz — 0,005 < X < z+0,005) = b a b—a

Ezért X* varhaté értéke a diszkrét eset definicidja szerint:

0,01 1 1
EX* = . ? = — . .
()= > =« b—a 100 > @ b—a

alz<b a<z<b

Ha 100 helyett n-t {runk (vagyis 1/n tobbszoroseire kerekitiink), majd n-nel végtelenhez tartunk, akkor
éppen az integral jelenik meg, az integralkozelité osszegek hatarértékeként:

Eppen ez az integral lesz majd a varhatoé érték.



Altaldnosan azt mondhatjuk (akkor is, ha az intervallum végpontjai nem rogzitettek, vagyis a lehetséges
értékek halmaza nem korldtos), hogy a kerekitett valdsziniliségi véltozé nagyjabol f(z)/n valdsziniiséggel

veszi fel az x értéket, és igy a
: f(z)
dm o Y e mE

—n<z<n
integralkozelité Osszeg jelenik meg, aminek a limesze ffooo x - f(z)dx, vagyis a vérhaté érték. Itt gy
gondolkodhatunk, hogy a —n-nél kisebb értékeket —n-re, az n-nél nagyobbakat n-re kerekitjiik, ezen
beliil hasznaljuk az 1/n-es 1épéskozt, és {gy tartunk n-nel végtelenhez.
Bizonyitds. Konnyen ldthatd, hogy a megadott f(x) fiiggvényt —oo-tdl t-ig integrdlva éppen F(t) =
P(X < t)-t kapjuk, ez lesz tehdt a silirliségfuiggvény.
(i) Itt az allitds a bizonyitdst is tartalmazza, a siiriségfiiggvény egyik tulajdonsigéit (az allitds)
hasznaljuk, majd a konstans integréljat (amihez valéjdban csak a téglalap alatti teriiletre van sziikség).
(ii) A varhaté értéket a definicié alapjdn szdmithatjuk ki:

> b 27t 2 2
1 1 [s 1 v —a2 a+b
5 = [ et = [ pan= o) =gt TRt et

— 00 s=a

. .. 7’ . o, 7 .. 7 2 7,
hiszen az x fliggvény primitiv fiiggvénye Z-, és b* — a? = (b — a)(b + a).
(iii) A szérdst szintén definicié alapjan szdmoljuk, elészor a négyzet varhat6 értékét kiszdmitva:

o b 1 1 [s*]°
B = [ ps= [0t =g M
o0 a - - s=a

1 b —a®  a®+ab+ b2

“b—a 3 3
hiszen az z2 fiiggvény primitiv fiiggvénye %3, és b3 — a® = (b—a)(a® + ab + b?).

Ebbdl a szérasnégyzet:

D*(X) = E(X?) - E(X)* =

a? + ab+ b2 B (a+b)2

3 2
:a2+ab+b2_a2—|—2ab+b2:a2—2ab+b2:(b—a)2 N D(X):b_a.
3 4 12 12 V12

|
Vagyis a varhato érték az intervallum kozepe, a szoras pedig egyenesen aranyos az intervallum hosszéval.

Csomagot varunk, a futar 8 és 12 ora kozott érkezik. Feltessziik, hogy érkezésének idépontja
egyenletes eloszldsi a [8,12] intervallumon. Ekkor az eléz6 llitas alapjan az aldbbiak igazak (a = 8,b =
12).

e Annak valdszintisége, hogy 10 és 11 éra koézott érkezik: (11 —10)/(12 —8) = 1/4.
e Annak valdszintisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik: 1/16 = 0,0625.

o Erkezési idépontjénak vérhaté értéke: (8 + 12)/2 = 10 éra.

o Erkezési idépontjanak szérdsa: (12 —8)/v/12 = 2/v/3 = 1,154.

Hazi feladat november 19., péntek, 12:15-ig Az X val6szinliségi valtozé stiriségfliggvénye az alabbi
médon adhaté meg, ahol ¢ megfeleld valds szam:

0; hax <0;

1; hao<z<I;
fl@)=4q"] _

c; hal<ax<2;

0; kiilonben.

a) Mennyi ¢ értéke?

b) Mennyi a valdszintisége, hogy 0,5 < X < 1,57
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