Valészinliségszamitas el6adas, 5. hét, 2021. oktéber 8.

Nevezetes diszkrét eloszlasok, fiiggetlenség, a varhato6 érték és szoras
tulajdonsagai

1. Nevezetes diszkrét eloszlasok

A binomidlis eloszlason kiviil més eloszldscsaladok is gyakran eléfordulnak valés helyzetek matematikai
modellezésénél.

1.1. Poisson-eloszlas
Emlékeztetsil:

1.1. Definicié (Binomidlis eloszlds). Az X waldsziniségi vdltozd binomidlis eloszldsu n renddel és

p paraméterrel, ha lehetséges értékei:
0,1,2,...,n,

és minden 0 < k < n egészre

(n > 1 egész, 0 <p < 1.) Jelslés: Bin(n,p).

Ez jott el példaul a visszatevéses mintavételnél is, ha N golyé van, M fekete, n-szer huizunk, akkor
a huzott fekete golydk szdma binomidlis eloszldsi n renddel és p = M/N paraméterrel. Altaldban: n
fiiggetlen kisérletet végziink, mindegyik p valészintiséggel sikeriil, X a sikeres kisérletek szama lehet.

Nézzilink egy olyan esetet, amikor a kisérletek szama jéval nagyobb, mint a sikeres kisérletek szamanak
varhato értéke, azaz ritkdnak mondhatdk a sikeres kisérletek.

Tegyiik fel, hogy egy biztosité n = 100000 ligyfelének mindegyike egy év alatt egymastdl fiiggetleniil
p = 0,0001 val6szintiséggel okoz balesetet. A balesetet okozé ligyfelek szamdnak (ezt jeloljik X-szel)
varhato értéke:

E(X) = np = 100000 - 0,0001 = 10.

Ilyenkor annak valdszintiségét, hogy pontosan k iigyfél okoz balesetet, felirhatjuk pontosan, de ez
alapjan egy kozelito szamitast is végezhetiink, ha k értéke nem tulsdgosan nagy, mondjuk k = 15:
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felhaszndalva, hogy lim,, s (1 — %)n = e~ 7 tetszbleges x > O-ra.

Az [1] 4bran ldthatjuk, hogy valéban jé a kozelités: az oszlopok az n = 100000 rendii és p = 0,0001
paraméter(i binomialis eloszlast dbrazoljak (vizszintes tengely: k, oszlopok magassiga: P(X = k)).
Feketével a %e*w fliggvény lathat6. Ez utébbi is egy eloszlds, a gyakran haszndlt Poisson-eloszlés.

1.2. Definicié. Legyen A > 0. Az X waldsziniiségi vdltozé \ paraméterii Poisson-eloszlasi, ha
lehetséges értékei:
)\k
k=0,1,2,..., és ekkor P(X = k) = ﬁe_)‘.

1.1. Allitds. A A paraméteri; Poisson-eloszlds varhaté értéke és szorasa:

E(X)=X  D(X)=VA



Bin(100000, 0.0001) eloszlas

& | = binomidlis
o =—— Poisson(10)
=]

S

ValoszinUségek
004 006 008
| |

002
1

0.00
L

0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12 13 14 15

Lehetséges értékek

1. dbra. A binomidlis eloszlds kozelitése Poisson-eloszldssal
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2. abra. A gélok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6z6 paraméterii Poisson-eloszlasok

A ] 4brdn pedig az lathatd, hogy valdés adatokra is jol illeszthetd a Poisson-eloszlds, ha a megfelels
paramétert valasztjuk. Itt az adatok atlaga
e ritkan bekodvetkez6 események szama adott idészak alatt:

— lérugds haldlos dldozatainak szdma a porosz hadseregben (ez volt az egyik elsd statisztikai
példa a XIX. szdzad masodik felében)

— a balesetek szama egy varosban egy hét vagy egy honap alatt;

— a foldrengések szama egy év alatt
e egy rendszerbe beérkez6 igények szama egy adott idészakban:

— egy luzletbe beérkez6 véasarldk szama egy ora alatt

— egy weboldal letoltéseinek szama egy 6ra alatt

e altalaban: véletlen id6kozonként bekovetkezo események szama adott idészak alatt

Poisson-folyamat: a t id6 alatt bekovetkez6 események szama Poisson-eloszldsi ct paraméterrel.

Ekkor a t id6 alatt bekovetkezd események szamanak varhatéd értéke: ct, azaz az intervallum hosszaval
aranyos.

1.2. Hipergeometriai eloszlas

A visszatevés nélkiili mintavételben a hizott fekete golydk szdmat hipergeometriai eloszlassal irhatjuk le.
Nézziink el6szor egy példat.



Egy sportcsapat N = 20 tagja kozil M = 9 balkezes.
A pélyan egyszerre n = 7 kiilonb6z6 jatszik.
Tegyiik fel, hogy minden hétfos Osszeallitas egyforman valdszinii.

Milyen eloszlast a palyan a balkezes jatékosok szama, X7
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3. dbra. A kivalasztott balkezes jatékosok szaménak eloszldsa hipergeometriai eloszlas, N = 20, M =

(z)'(;—lk).

9,n = 7 vizszintes: k, oszlopok magassiga: P(X = k) = )
7

1.3. Definicié (Hipergeometriai eloszlas). Legyenek N, M, n pozitiv egészek gy, hogy1 <n < M <
N. Az X wvaldsziniségi vdltozé hipergeometriai eloszlasu, ha

M\ (N—M
(o) G
N
()

e visszatevés nélkiili mintavételnél a huzott fekete golydk szama: N golyd, ebbél M fekete, n-szer

hizunk visszatevés nélkiil

P(X = k) = (k=0,1,...,n).

e lottdésorsolasndl a taldlatok szama, X, hipergeometrikus eloszlasi N = 90, M = 5, n = 5 pa-
raméterekkel:
5\ ( 85
() (20)

90
(5)
1.2. Allités. Ha az X valoszinidségi vdltozo hipergeometriai eloszlasu M, N,n paraméterekkel, azaz
M\ (N—M

() Cw)

()

P(X = k) = P(k taldlat) = k=0,1,2,3,4,5.

P(X =k) = (k=0,1,...,n),

akkor




Korabbi példa folytatasa. Ha N = 20 jatékos koziil M = 9 balkezes, és n = 7-et valasztunk visszatevés
nélkiil, akkor a balkezes jatékosok szamanak, X-nek varhaté értéke és szorasa:

9 9 9\ 13
E(X) = o 7=3,15; D(X)_\/7.2_O.<1_%>.1_9_1709.

1.3. Geometriai eloszlas

Egy kozvéleménykutatdsban mindenki a tobbiektdl fiiggetleniil 0,2 valdszintiséggel valaszol egy adott
kérdésre. Jelolje Y, hogy hany embert kell megkérdezni, mig taldlunk egy vélaszadodt.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;

P(Y = 2) = P(az els6 nem vélaszol, a mésodik igen) = 0,8 - 0, 2;

P(Y = 3) = P(az els6 kettd nem vélaszol, a harmadik igen) = 0,82 -0, 2;
P(Y = k) = P(az elsé k — 1 nem valaszol, a k. igen) = 0,851 .0, 2.

Elso hatos

i 2 3 4 5 8 7 8 9 10

Lehetséges értékek

015
|

0.10
1

Valdszinlségek

0.05
1

0.00

4. dbra. Az els§ hatos eloszldsa: geometriai eloszlds, p = 1/6, k = 10-ig
A geometriai eloszlast tehat az aldbbi helyzetben hasznalhatjuk:
o fliggetlen kisérleteket végziink;

e mindegyik p valészintiséggel sikertil;

e Y: hanyadik kisérlet az elso sikeres.
1.4. Definicié. AzY waldsziniiségi vdltozé geometriai eloszlast p paraméterrel, ha lehetséges értékei:
1,2,3...

és minden 1 < k egészre
P(Y =k)=(1-p)"'p.

(0 < p<1.) Jelolés: Geo(p). Masik elnevezés: Pascal-eloszlds.

Mivel Y72, (1 — p)*~lp = 1, ez valéban valészintiségeloszlas. Ebbdl az is kovetkezik, hogy annak
valdsziniisége, hogy sosem sikeriil a kisérlet, 0 (de ez nem a lehetetlen esemény).

1.3. Allités. Ha az X valdszinidségi vdltozo geometriai eloszldsu p paraméterrel, azaz
PX=k=>1-p*p (k=12,..),

akkor




. Tegyiik fel, hogy egy adott partot mindenki a tobbiektél fiiggetleniil p = 0,06 valésziniiséggel
tamogat. Jeldlje X, hogy hany embert kell megkérdezni, mig az els6 olyan embert megtaldljuk, aki ezt a
partot tdmogatna. Ekkor

1.4. Nevezetes diszkrét eloszlasok: Gsszefoglalas

X : Q — R diszkrét valészintiségi valtozo eloszlasa: a lehetséges értékei és a hozzajuk tartozé valésziniiségek.

e binomidlis eloszlds: n fliggetlen kisérlet, mindegyik p valészintiséggel sikeriil, X: hany sikertilt.
P(X =k)= (Z)pk(l —p)"~* ahol k=0,1,2...,n. Ekkor

E(X)=np;  D(X)=/np(l1-p).
Példaul: visszatevéses mintavételnél a huzott fekete golydk szama, ahol n a huzasok szdma, p a
fekete golydk ardnya.
e Poisson-eloszlas: az X valdszintiségi valtozd Poisson-eloszlasu A paraméterrel, ha

)\k Y

P(X = k) = Tye

(k=0,1,2...).

Ekkor
E(X)=2A  D(X)=VXx

e hipergeometriai eloszlds: visszatevés nélkiili mintavételnél a hizott fekete golydk szama; P(X =
M) (N*M

k)= % Ekkor

M M M\N —n
E(X) = T D(X):\/N(1—N)N_1.

e geometriai eloszlds: minden kisérlet p valdsziniiséggel sikeriil; Y: hdnyadik az elsd sikeres. P(Y =
k) = (1 —p)*~1p, ahol k =1,2,.... Ekkor

2. Valoszintiiségi valtozok fiiggetlensége

Két valoszintiségi valtozd kozott sokféle kapcsolat képzelhet6 el. Ezt valamilyen értelemben mérni is
tudjuk majd, de eldszor azt fogalmazzuk meg, hogy mit értiink azon, amikor ,,nincs kapcsolat” a kettd
kozott, azaz fiiggetlen a két valdszinliségi valtoz6. Ehhez az eseményekre megfogalmazott fliggetlenség
fogalmat tudjuk majd kiinduldsként hasznalni.

Emlékeztet6iil: az A és B események fliggetlenek, ha

P(ANB) =P(A) - P(B).

Ha példdul X a csapadékmennyiség holnap Budapesten (mm-ben), és Y New Yorkban, akkor példdul
A X <5 B:Y <3
esetén ez a feltétel igy irhaté:
P(X <5V <3)=P(X <5) P(Y <3).

Azaz, feltételezve, hogy a két varos idéjardsa egymastdl fiiggetlen: annak valdszinlisége, hogy mindkét
helyen legfeljebb 5 mm csapadék lesz, a két esemény valészintliségének szorzata.
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5. dbra. Példak fiiggetlennek tekinthetd (nem Osszekotott) és nem fiiggetlen (Gsszekotott) valdszintiségi
valtozdkra

2.1. Definici6é (Valésziniiségi valtozdk fiiggetlensége). Valdsziniiségi vdltozdk figgetlenségét az aldbbi
mddon definidlhatjuk.

e két valdsziniiségi valtozéra: az X,Y : Q — R valdsziniségi valtozok fliggetlenek, ha
P(X <t1,Y <ty) =P(X <t1) - P(Y < t)
teljestil tetszéleges t1,to € R valds szamokra.

e véges sok valdszintliségi valtozéra: Xq,..., X, : Q — R waldszinidségi vdltozok fuggetlenek,
ha
P(X1 <t1, Xy <to,...,Xpn <tn) =P(X; <t1) -P(Xay <t)...P(X, <tn)

teljesul tetszoleges t1,ta, ..., t, valds szamokra.

e megszamlidlhato sok valészintliségi valtozora: az X1, Xo, X3 ... valdszinidségi vdltozok fligget-
lenek, ha kozilik barmely véges sokat kivdlasztva fiiggetlen valdszindségi valtozékat kapunk.

2.1. Fuggetlenség diszkrét esetben

Ha a valdszintiségi valtozok diszkrétek, azaz lehetséges értékeik halmaza véges vagy megszamlilhatdéan
végtelen, akkor a fiiggetlenséget az alabbi médon is ellendrizhetjiik.

Az X és Y diszkrét valdszinliségi valtozok pontosan akkor fiiggetlenek, ha

az X minden lehetséges z; értékére és

az Y minden lehetséges y; értékére teljesiil, hogy

P(szk,yzyl):P(szk)-P(Y:yl) (k‘,l=1,2,...).

Vagyis: annak valoszinlisége, hogy X értéke zj és Y értéke y;, ennek a két eseménynek a valészintliségének
a szorzata.

Kétszer dobunk egy szabdlyos dobdkockaval. Igaz-e, hogy az els6 dobott szam és a masodik
dobott szam értéke egymastdl fiiggetlen?

. a masodik dobésnal az els6 dobéas értéke ,elfelejtoédik”, nincs kapcsolat a két dobas kozott = a
két dobott szam

. Legyen X az els6 dobés, Y a mésodik. Legyen példaul z;, = 3,y; = 5. Ekkor a feltétel teljesiil:

1

55 =PX=3Y=5=P(X=3)FY=5=

S| =
| =



Hasonl6képpen tetszoleges (zy,y;) lehetséges értékekre (azaz 1 és 6 kozotti egészekre) igaz, hogy

1 11
— =P(X =ap,Y =) =P(X =) - P(Y =¢;) = = - —.
36 ( Ty Y1) ( zy) - P( Y1) 6 6
Ezért valéban a két dobas egymastdl fiiggetlen.
Kétszer dobunk egy szabdalyos dobdkockaval. Igaz-e, hogy a dobott szdmok Osszege és szorzata
fliggetlen egymastdl?

Tipp: minél nagyobb az 0sszeg, anndl valésziniibb, hogy a szorzat értéke is inkdbb nagy lesz = nem
fliggetlenek.

Indoklas: legyen X az Osszeg, Y a szorzat. Ha példaul X = 2: ez csak gy lehet, hogy mindkét dobés
1-es, vagyis ekkor Y értéke biztosan 1. Ezért ha példaul x1 = 2 és yo = 2-t valasztunk, X =2ésY =2
egyszerre nem kovetkezhetnek be, és igy:

0=P(X=2Y=2) £P(X =2)-P(Y =2) =

1 1
=P(11) - P(12 vagy 21) =

Vagyis az x1 = 2 és y» = 2 péarra nem teljesiil az el6irt feltétel, az O0sszeg és szorzat nem fiiggetlenek.

2.2. A varhato érték és a szoras tulajdonsagai

2.3. A varhaté érték tulajdonsagai
A véarhaté érték az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik.
o (0sszeg varhato értéke) Ha X, Y valdszintiségi valtozok, és X, Y, X +Y vdrhato értéke 1étezik, akkor
E(X +Y) = E(X) +E(Y).

e (konstans kiemelése) Ha az X valdszintliségi valtozé véarhatd értéke létezik, és ¢ tetszdleges valds
szam, akkor

E(c- X) =c-E(X).

e (szorzat varhaté értéke fliggetlen esetben) Ha az X és Y valdszin(iségi véltozdk fliggetlenek, és
XY, X - Y véarhato értéke 1étezik, akkor

E(XY) = E(X)-E(Y).

o (fiiggvény vérhaté értéke) Ha g : R — R olyan fiiggvény, hogy E(X) létezik, akkor
E(9(X)) = g(z:)P(X = z;),
i=1
ahol az X lehetséges értékei x1, o, .. ..

Ebbdl két allitasnak a bizonyitasat is megnézziik.

2.1. Allitas. Ha X,Y valdsziniiségi valtozok, és X, Y, X +Y wvdrhato értéke létezik, akkor
E(X+Y)=E(X)+E(Y).

Bizonyitds. Legyenek X lehetséges értékei x1,xs,..., az Y lehetséges értékei y1,ys2,.... Ekkor az X +Y

lehetséges értékei xy + y,, alakuak, és

E(X +Y) =) (2k + ym)P(X = 24, Y = ypy) =

k,m
=3 BP(X =2, Y =ymn) + > ymP(X =23,V = yp) =
k,m

k,m

=> nP(X =) + Y ymP(Y = ym) = E(X) +E(Y),
k m



ahol azt haszndltuk, hogy az {X = zx,Y = y,,} események kizaréak, uniéjuk {X = zy}, és hasonléképpen
a masik taghan az Y esetén. O

Kovetkezmény: E(X1 + Xo+ ...+ X)) = E(X1) +E(X2) + ... + E(X,).
2.2. Allitas. Ha X,Y fliiggetlen wvaldszintségi vdltozok, és X,Y wvdarhato értéke létezik, akkor
E(XY) =E(X)E(Y).

Bizonyitds. Legyenek X lehetséges értékei x1,xs, ..., az Y lehetséges értékei y1,ys,.... Ekkor az X +Y
lehetséges értékei xy + vy, alakuak, és

Zxk ym *xkvyzym):

”Zxkym X = 2) - B(Y = y)

_ (;mm =) (%jymm ~ ) ) =B(X) - E(V),

ahol a (x) lépésben haszndltuk a fliggetlenségnek a diszkrét valészintiségi valtozokra vonatkozé alakjat.

]

2.4. A szérasnégyzet tulajdonsagai
A szérasnégyzet az alabbi tulajdonsdgokkal rendelkezik.
e (nemnegativitds) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil
e (szorzds és eltolas) ha a,b valds szdmok, X véges szérdsu valdsziniliségi valtozo, akkor
D?(aX +b) =a?D*(X) = D(aX +0b) = |a|D(X).

o (Osszeg szérdsa fiiggetlen esetben) ha az XY valdszinliségi véltozdk fiiggetlenek és szérdsuk
létezik, akkor

D*(X+Y)=D*X)+D*(Y) = DX+Y)=+D2X)+ D2(Y).

e van olyan valdsziniiségi valtoz6, melynek varhaté értéke véges, de a szérdsa nem létezik (példaul:
P(X = k) = ¢/k® megfelel$ c-vel)

Legyen X olyan valdszintiségi valtozé, melynek varhaté értéke 4, szordsa 1, az Y valdszintiségi
valtoz6 varhaté értéke 6, szorasa pedig 2. Tegyiik fel tovabbd, hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

e E(X+Y)=EX)+EY)=

e E(X -Y)=EX)-EY)=—
(
(

2X —3Y) =2E(X) —3E(Y)=2-4—3-6 = —10;

e D(X+Y)=+/D2X)+ DY) = V1 +22 = /5;

(X —Y) = /D2(X) + (-1)2D*(Y) = V1 + 22 = V/5;

o D(2X +3Y) =/22D2(X) +32D2(Y) = 4 -1 + 9- 4 = /40,
(

o D(2X —3Y) = /22D%(X) + (=3)2D2(Y) = V4-1+9-4 = V/40.



2.5. A binomidlis eloszlas varhato értéke és szdrasa

2.3. Allitas. Ha az X walosziniiségi vdltozo binomidlis eloszlasu n renddel és p paraméterrel, azaz

P(X = k) = (Z)pk(l —p)"F (k=0,1,...,n),

akkor

E(X) = np; D(X) = y/np(1 - p).

Egy kérddiv egy kérdésére n = 1000 megkérdezett koziil mindenki a tobbiektdl fiiggetleniil
p = 0,65 valdsziniiséggel valaszol. Ekkor a vilaszaddk szdménak (melyet jeloljink X-szel) a varhaté
értéke:
E(X) = np = 1000 - 0,65 = 650,

mig a szorasa:

D(X) = v/np(1 — p) = /1000 - 0,65 - 0,35 = 15,08.
Bizonyitds. Legyen X binomidlis eloszlasu n renddel és p paraméterrel. Azaz: n fiiggetlen kisérletet
végzink, mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil, X a sikeresek szdma. Vezessiik be az alabbi indikatorokat
j=1,2,...,n esetén:
¥ {1 ha a j. kisérlet sikeres;
7710 ha a j. kisérlet nem sikeres.

Ekkor X éppen az indikdtorok Gsszege (az egyesek szdma):

X=Xi+Xo+...+X, =) X,
j=1

Mivel barmely j-re
ezért
EX)=EX1+Xo+...+X,) =E(X1)+E(X2)+...+E(X,)=p+p+... +p=np.
A szérés kiszamitasdhoz: X; = XJZ, hiszen 0% = 0 és 1% = 1, és mdr lattuk, hogy E(X;) = p. Ezért
D*(X;) = E(X}) - E(X;)* = E(X;) — E(X;)? = p —p* = p(1 - p),

Mivel az X; indikdtorok fiiggetlenek, és az Osszegiik X:

D(X)=vD¥X, +Xo+ ...+ X,,) = V/D2(X,) + D2(X2) + ... + D%(X,,) =
=Pl —p)+p(1—p)+ ... +p(1 —p) = /np(1 - p).

O

A hipergeometrikus eloszlds varhaté értékére vonatkozd Osszefliggés szintén indikatorokkal igazolhatd.

Hazi feladat oktéober 15., péntek, 12:15-ig Tegyiik fel, hogy egy biztosité tigyfelei altal okozott
balesetek szama tavasszal Poisson-eloszlasi 250 varhaté értékkel, nyaron Poisson-eloszlasu 300 varhaté
értékkel, és a ketto egymastdl fiiggetlen. Legyen X a nyéron, illetve tavasszal okozott balesetek szamanak
kiilonbsége (negativ is lehet). Hatdrozzuk meg X szérdsdt.
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