Normalis eloszlas Ezer normdlis eloszlas atlaga
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1. dbra. Normalis eloszldsy, illetve ezer normalis eloszlasi (m = 10,0 = 3) valészintiségi véltozd dtlagdbdl
all6 minta hisztogramja

Valészinliségszamitas eléadas, 11. hét, 2021. november 26.

Centralis hatareloszlas-tétel és alkalmazasai

1. Az atlag viselkedése

A statisztikaban és a valésziniiségszamitds alkalmazasaiban kulcsfontossédgu az atlag viselkedésének megértése.
Azt mar tudjuk, hogy megfelels feltételek mellett az atlag a varhaté értékhez konvergal, megfelel§
értelemben. Azonban az alkalmazdsokhoz gyakran ennél pontosabban is meg kell érteni az atlag vi-
selkedését, vagyis azt is kell tudnunk, hogy az atlagnak a varhaté értéktol valo eltérése hogyan viselkedik.
FEl6szor nézziink néhdny példat. Az alabbi dbrakon a bal oldalon kiilénb6z6 eloszldsti mintak hisztogramja
lathatd, a jobb oldalon pedig az Gsszesen 100000 megfigyelést ezresével csoportositottuk, minden ezres
csoportban kiszamitottuk az dtlagot, és az igy kapott szdz megfigyelésbil készitettiink hisztogramot.

Az elsé esetben a mintat a sajét siirtiségfiiggvényével (N(10,3?), a masodik esetben pedig a 10 varhaté
értékii és 3/+4/1000 szérdsi normélis eloszlds slirliségfliggvényével hasonlitottuk dssze, annak megfelelGen,

hogy a kordbban tanultak alapjan, ha X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi, véges szorasi valdsziniliségi
valtozok, akkor
Xi+Xo+...+ X, Xi+Xo+...+ X, D(X
]E( 1+ X0+ ...+ >:IE(X1); D( 1+ Xo 4.+ >: (X1) (1)
n n Vn

Vagyis, ha a példaban n = 1000 darab normadlis eloszlasi valdsziniiségi valtozot atlagolunk, melyeknek
10 a varhatd értéke és 3 a szdrdsa, akkor az atlag varhaté értéke 10, szérdsa 3/4/1000. Ellenérzésképpen:
a jobb oldali hisztogramon szereplé minta dtlaga: = 9,99, korrigdlt tapasztalati szérasa: s), = 0,084,

mig o //n = 3/v/1000 = 0, 095.

Korrigalt tapasztalati szoras:

n 1 & -2
* = 2)
sy S) %)
J=1
ahol X = % 2?21 X; a minta atlaga. Az R-ben az sd paranccsal kapjuk vissza.

Ez 6sszhangban van az alabbi, korabban latott allitdsnak az atlagra vonatkozd kovetkezményével:

1.1. Allitas. Legyenek X,Y fiiggetlenek, normdlis eloszldsiak: X ~ N(my,0%),Y ~ N(mg,02), ahol a
normdlis eloszlds mdsodik paramétere a szordsnégyzetet jeloli. Ekkor a kovetkezok igazak:

o X + b eloszlisa normdlis, mq + b vdrhato értékkel és o szordssal;

e aX eloszldsa normdlis amy vdrhatd értékkel és |alo szérdssal;



Exponenciélis eloszlas Ezer exponenciélis eloszlas atlaga
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2. dbra. A = 1/3 paraméterli exponencidlis eloszldsi minta, illetve 1000 exponencidlis eloszldsi

valdszintiségi valtozo6 atlagaként el6allé megfigyelések hisztogramja

Ezer kockadobas atlaga
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3. dbra. Szazeleml minta az aldbbi eloszlasbdl: n = 1000 fiiggetlen szabalyos kockadobas atlaga, és az
N(3,5,D(X1)/+/1000) normalis eloszlds stirfiségfiiggvénye (T = 3,501, s’ = 0,098, 0/y/n = 0,051)

o X +Y eloszldsa normdlis, m1 + mo vdrhatd értékkel és \/o? + o3 szdrdssal.

Emlékeztets: E(X +Y) = E(X)+E(Y), és ha X és Y fiiggetlenek, akkor D?(X +Y) = D*(X) + D?(Y).
Ebbdl kovetkezik az egyenlet alapjan: ha Xi,...,X, fliggetlen normalis eloszldsiak m véarhaté

értékkel és o szérassal, akkor
Xi+...+ X, ~N<m,a—2>,
n n

ahol a normélis eloszlas méasodik paramétere a szérasnégyzetet jeloli.

A 2. dbra hasonléképpen késziilt, csak éppen most nem normalis, hanem exponencidlis eloszlasbdl indul-
tunk ki. Egy megfigyelés paramétere A = 1/3 (a sfirtiségfiiggvény: e **I(z > 0) = %6_1/3’”]1(3: > 0),
igy a varhato érték és a szdrds is 3. Ezer mintaelemet atlagolva a varhatd érték 3 marad, a szoras az
€l6z6h6z hasonléan 3/4/1000 lesz (ellenérzés: T = 2,98, s = 0,098). A hisztogramon a bal oldalon az
exponencialis eloszlds slirliségfliggvénye, a jobb oldalon a 3 varhaté értéki és 3/4/1000 szérasu normaélis
eloszlas stirliségfiiggvénye 1lathaté még, elég jé illeszkedést figyelhetiink meg. A 3. dbran 1000 kockadobés
atlagat sorsoltuk ki 100-szor, ennek hisztogramja lathato, ez is a normalis eloszlas sirliségfiiggvényére
illeszkedik.

A 4. dbrén exponencialis eloszldsi mintat sorsolunk, azonban nem az X1, ..., X1900, hanem az e
megfigyeléseket tekintjik. Az exponencidlis eloszlds eloszlds paramétere 2 volt. Itt is a bal oldalon
magéanak a mintanak, a jobb oldalon ezres csoportok atlaganak hisztogramja lathato.

X X X
1erz, ., e~1000



Exponencialis eloszlas a kitevében Ezer exponencidlis eloszlas atlaga
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4. dbra. Az X, illetve 1000 darab eXi &dtlagdnak hisztogramja, ahol X exponencidlis eloszldsi 2 pa-
raméterrel.

Az atlag véltozédsa
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5. dbra. A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsbdl vett minta atlaga n = 500-ig

Szamitsuk ki az eX* virhaté értékét:

E(eX) = / e’ f(x)dx = / e’ 2e % dy = 2/ e Pdr =2[—e "3, = 2.
0 0

— 00

A széras akkor véges, ha (eX1)? varhato értéke véges. Azonban ha ezt szeretnénk kiszamitani:

o0

E((e*)?) = E(*¥) = /

— 00

e* f(z) dx = / e . 27 dy = 2/ ldzx,
0 0

ami nem értelmes, nem véges az integral. Ezért az eX! szérdsa nem értelmezhetd, nem véges:
D*(e™) = E((e™)?) —E(e™)*.

Itt az elsé tag nem véges, a masodik 22 = 4.

2. Eloszlasbeli konvergencia és centralis hatareloszlas-tétel

Emlékeztetdil:



2.1. Tétel (A nagy szdmok gyenge térvénye). Legyenek X1, Xo, ... olyan valdszindiségi vdltozdk, me-
lyek fiiggetlenek és azonos eloszldsiak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)]>¢)—=0 (n — 00),

azaz X, — E(X1) sztochasztikusan.

2.2. Tétel (A nagy szadmok erds torvénye). Legyenek X1, Xo, ... valdszinidségi vdltozdk, melyek figget-
lenek és azonos eloszldsuak. Tegyik fel még, hogy m = E(X1) < co. Ekkor

X1+ Xo 4. .+ X,
= —
n

teljesil 1 valdszinidséggel n — oo esetén.

A masodik esetben gyengébb feltevésbdl erdsebb allitas kovetkezik.

A fenti abrakbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy ha a tagok szérdsa véges, és fiiggetlenek, azonos
eloszlasiak, akkor az atlaguk normaélis eloszlashoz hasonléan viselkedik. Ennek az az ,,oka”, amit lattunk
is, hogy a normalis eloszlas dtlagolds utan normalis eloszlasi marad, az atlagot részekre bontva pedig
azt lathatjuk, hogy a hatarértékben megjelend eloszldsnak pontosan ilyennek kell lennie. Az dtlag és az
Osszeg kozott csak egy konstans szorzo a kiilonbség, igy ha az atlag nagyjabdl normalis eloszlasi, akkor
ez az Osszegre is igaz. Ezt fogalmazza meg pontosan az alabbi allitas.

EmlékeztetSiil: X; és X; azonos eloszlastak, ha P(X; < t) = P(X; < t) minden 4,j parra és ¢t valos
szamra. Ilyenkor a varhaté értékiik és a szérasuk is megegyezik. Ha van striuségfiiggvénytik, és azonos
eloszlastuak, akkor a siiriiségfiiggvények is megegyeznek.

2.3. Tétel (Centralis hatireloszlastétel). Legyenck X1, X, ... fliggetlen azonos eloszlasi valdsziniségi
vdltozdk, melyekre E(X1) = m és D(X1) = 0 < o0, azaz szérasuk véges. Fkkor tetszbleges t valds
szamra

<X1 +Xo4+...+X,,—n-
P

ovn
ahol Z standard normdlis eloszldsi, azaz

P(Z < t) = B(t) _/t 1exp(—x;>dz.

oo V2T

mgt)aIP’(th) (n — o0),

Az alabbi definicié segit ennek az altalanos megfogalmazasaban.

2.1. Definicié. A 7y, Zs, ... valdsziniségi vdltozokbdl dllé sorozat eloszlasban konvergél a Z valdszinidségi
vdltozohoz, ha minden olyan t szdmra, melyre Z eloszldsfigguénye folytonos t-ben, teljesiil, hogy

P(Z, <t) = P(Z <t) (n — o0).

Ez gyengébb, mint akar a sztochasztikus, akar az 1 valdszinliségli konvergencia: ezekbol kovetkezik az
eloszlasbeli konvergencia, de forditva nem allithatjuk ezt.

Maésképpen:
1 valészinliségii = sztochasztikus = eloszlasbeli

Forditva egyik irdny sem igaz.

Megjegyzés. Példa arra, hogy gyengén konvergal, de sem sztochasztikusan, sem 1 valészintiséggel: 77, Z, . ..
mindegyik egyméastol fiiggetlen standard normalis eloszlasi. Vagy szabdlyos kockadobésok sorozata. Ek-
kor P(Z,, < t) minden n-re ugyanaz, a sorozat konvergal egy ugyanolyan kockadobdshoz eloszlasban. De
példaul sztochasztikusan nem konvergal:

P(|Z, — Z| > 0,5

nem tart nulldhoz, hiszen barmi is Z, a lehetséges értékek koziil legalabb hdrom messzebb van téle, mint
0,5, a valdsziniiség legaldbb 1/2. Az 1 valdsziniiségli konvergencia sem igaz, ilyesmi sorozat: 2,5,2,3,4, ...
nulla valdszintiséggel konvergens, nulla valészintiséggel all egy id6 utan csupa azonos szambdl.



Megjegyzés. Példa sztochasztikusan konvergens, de nem 1 valdszinliséggel konvergens sorozatra.

Legyen X egy, a [0,1] intervallumbdl fiiggetleniil, egyenletes eloszlds szerint sorsolt szdm. Legyen 7;
annak indikdtora, hogy X € [0,1/2], azaz 1, ha X < 1/2, és 0 kiilonben. Legyen Z5 annak indikdtora,
hogy X € [1/2,1]. Utdna Z3 annak indikédtora, hogy X € [0,1/4], majd Z, annak, hogy X € [1/4,1/2],
Z5 annak, X € [1/2,3/4], és Zg annak, hogy X € [3/4,1]. A kovetkez6 8 darab Z-t ugyanigy készitjik,
csak akkor 8 részre osztjuk az intervallumot, 1/8,1/4,3/8,...,7/8 osztépontokkal. Ezt folytatjuk a 2
hatvanyaival.

A kapott sorozat sztochasztikusan konvergal az azonosan 0-hoz. Ugyanis ha Z,, egy z, hosszu intervallum
indikétora (ezt pontosan meg is lehetne hatdrozni), akkor tetszéleges € > 0-ra

P(|Z,| >¢)<P(Z,=1)=2, =0,

hiszen a sorozatot ugy készitettiik, hogy az intervallumok hosszai nulldhoz tartsanak.

Az egy valdsziniiségii konvergencia azonban nem teljesiil. A Z-k értékei 0-k vagy 1-ek, egy ilyen sorozat
akkor konvergél csak, ha egy id6 utan végig vagy 0, vagy 1. Ez most nem igaz, mert akarmi is X értéke,
az minden 2-hatvényhoz tartozé blokkbdl egy (esetleg két) intervallumba beleesik, a tébbibe viszont nem,
igy minden blokkban eléfordul 0 és 1 is. Ebbol adédik, hogy az 1 valésziniiségli konvergencia nem teljesiil.

Térjiink vissza a centrélis hatareloszlastételhez. Az allitdst a definicié alapjan ugy is fogalmazhatjuk,

hogy

ov/n

teljesiil n — oo esetén eloszlasban. Masképpen

— N(0,1)

ovn

ahol Y ~ N(0, 1), és ® a standard normaélis eloszlds eloszldsfliggvénye.

n— oo

) L
lim P(a < <bl=— [ e Pdz=3(0b)—®(a)=Pa<Y <),
(s )< [ o -0 a v <o

fgy is atfogalmazhato a tétel allitasa:

P(nm +aoyn < X1 + Xo + ... + X, < nm + boy/n) — ®(b) — ®(a).

Ha n-nel osztunk, hogy az atlag jelenjen meg:

X1+ X o+ X
Plmtal <22 F 2t F 0 iy 7 ) SPa<z<b).
Vagyis az ,kozel van” egy m varhaté értéki, \% szorasu normalis eloszlashoz. Ezt

figyelhettiik meg az dbrakon is, a véges szorasu esetekben.

Legyenek X1, X5, ... fliggetlen, 2 varhaté értékii, exponencidlis eloszlasu valésziniiségi valtozok.
Mi a limesze a P(X7 + ...+ X,, — 2n < 24/n) mennyiségnek n — oo esetén?

Mivel a valdszintiségi valtozdk fiiggetlenek, azonos eloszlasiak és véges szérasuak, teljesiilnek a
centrélis hatareloszlastétel feltételei. Ezért

X1—|—+Xn—2n
P(X;+...+ X, —2n<2yn) =P 1) = &(1),
(X1 +...+ n < 2y/n) ( NG < >—> (1)

ha n — oo, hiszen m = 2 a varhato érték, és mivel az eloszlds exponencidlis, a varhaté érték egyenl6 a
szorassal, igy 0 = 2 a szdrés.

3. A centralis hatareloszlastétel alkalmazasa

A centrélis hatareloszlas-tétel egyik kdvetkezménye, hogy a normaélis eloszlasra vonatkozé hipotézisvizsga-
lati eljardsok (z, ¢, F-préba) akkor is alkalmazhatdk, ha a minta eloszldsa nem normadlis eloszldst, hanem
mds, véges szOrdsu eloszlds, a mintaelemszam pedig kell6képpen nagy (ugyanakkor maguk az eljardsok
til nagy mintaelemszam esetén nem feltétleniil adnak helyes végeredményt). Ugyanis ezek az eljardsok az



atlagot és a korrigalt tapasztalati szérast hasznaljak, és ez utobbi is atlagként irhato fel, igy viselkedik,
mintha normalis eloszldsi lenne a minta.

. Tegytik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valdszintiséggel szavaz egy adott partra.
Legaldbb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy mindenki a tobbiektél fiiggetleniil vélaszol
és igazat mond), hogy annak valésziniisége, hogy a partra szavazék ardnya legfeljebb 0,01-gyel tér el
p-t6l, tetszbleges p esetén legaldbb 95% legyen?

n megkérdezett, mindenki p valdsziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kozott, ez binomidlis eloszldsi.
Kell:
X
Pl|——-p| <0,01)>0,95
n

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re.

A binomidlis eloszlas kozelitése A standard normélis eloszlas eloszlasfiggvénye, a @ figgvény
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6. abra. A binomidlis eloszlas kozelitése a normélis eloszlassal, és a @ fiiggvény
Itt tehdt X =37 | X, az X-k fiiggetlenek, és
PX;=1)=1-P(X; =0)=p; EX;)=p;  D(X;)=+vp(1-p)

A kérdéses valdszintiséget igy kozelithetjiik:

IP’(‘X —p go,m) P(‘an §0,01\/ﬁ) -
n Vn

j1 X —np 0,01 0,01
:P(‘ZJI ’ 0Ly >z2<1>(’ v )—1,
ugyanis a centralis hatareloszlds-tétel alapjan

np(l —p) p(1—p) p(1—p)
Z;'L:1 Xj—np < t>

np(l —p)

és ugyan most ¢ helyén egy n-t6l fiiggd érték szerepel, még erésebb tételek (Berry—Esséen-tétel) segitségével
az {gy elkovetett hiba is megbecsiilhetd lenne, ha np(1 — p) > 10, akkor ez nem egy rossz kozelités. A
O(—t) =1 — O(t) azonossdg a standard normalis eloszlds szimmetridjabdl kovetkezik.

lim ]P’<t§

n—oo

Ez tehdt, a kozelitést elfogadva, elégséges feltétel, felhaszndlva, hogy ® szigorian monoton névekvé (hi-
szen a standard normadlis eloszlds eloszlasfliggvénye), ezért az inverzét alkalmazva megmarad az egyenlStlen-
ség (a szigori monoton novekedés miatt injektiv is, azaz kiilonbo6z8 értékekhez kiilonbozét rendel):

2¢<W) —1>0,95;

p(1—p)
1
q><0’0\/ﬁ> > 0,975;
p(1—p)
0,01
Olyn > ®71(0,975) = qnorm(0, 975) = 1, 96;
p(1—p)
1
> —p)- 2. )
n>p(l—p)-1,96 0.012



A legfeljebb 1%-o0s hiba valosziniisége
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7. abra. n = 9607 megkérdezett esetén annak valdszinilisége, hogy 0,01-nél kevesebbet tévediink, p
fliggvényében

A feltételt minden n-re teljesiteniink kell. Mivel p(1 — p) < 1/4 (azaz a feltétel p = 1/2 esetén a
legerdsebb), az elég, hogy:

1
-1,96% - = 9607.

> =
"= 0,012

>~

A példat kordbban a Csebisev-egyenl6tlenséggel is megoldottuk, ezzel és a pontos értékkel is Gsszeha-
sonlithatjuk az eredményt:

e Csebisev-egyenlétlenséggel: n > 50000 biztosan elég

e centralis hatareloszlastétellel kozelitve: n > 9607 elég

e valéjdban: n = 9607,p = 1/2 esetén 0, 94987 ad6dik a 0,95 helyett

e val6jdban n > 9650 kell (pontos szdmoldssal)

A kapott képletbdl azt is lathatjuk, hogy

e ha 0,01 helyett ¢ a megengedett tévedés, akkor a sziikséges mintaelemszam 1/c2-tel aranyos, azaz
kétszer akkora pontossidghoz négyszer akkora minta kell;

e ha 0,95 helyett 1 — a valészinfiséggel kell e-ndl kevesebbet tévedniink, akkor ®~1(0,975)? szerepel
a becslésben, erre kevésbé érzékeny a sziikséges mintaelemszam;

e ha p-rél van valamilyen elézetes informéciénk, akkor p(1—p)-re jobb fels§ becslés, ennek megfelelden
kisebb n is adhato;

e ugyanakkor a fenti kovetkeztetések csak akkor érvényesek, ha np nem tulsdgosan kicsi, itt az np(1—
p) > 10 feltételt szoktdk megfogalmazni, enélkiil a normélis eloszldssal valé kozelités elromolhat.
Ebbdl az is kovetkezik, hogy a kis gyakorisagokat nehéz pontosan megbecsiilni, f6leg, ha a hibat
relativ, és nem additiv értelemben értjiik.

Fontos, hogy a fenti szdmolds csak ”idedlis koriilmények” kozott érvényes: mindenki vélaszolt, igazat
mondott, a valaszok fliggetlenek voltak. Minden mas esetben ez inkdbb egy alsé becslésnek tekintheto.

Hazi feladat december 3., péntek, 12:15-ig Sorsoljunk 100000 elem(i mintat valamilyen [a, b] interval-
lumon egyenletes eloszldsbdl (itt [a, b] tetszdlegesen vélaszthatd. A mintdt osszuk szét ezres csoportokra,
mindegyiknek szamitsuk ki az dtlagdt, és tekintsiik ezt a szdz megfigyelést.

a) Készitsiink hisztogramot a kapott mintabol.



b) A hisztogramon vélasszunk ki egy oszlopot, a hatdrai legyenek ¢ és d. A centrilis hatdreloszlastétel
alapjan hogyan kozelitheté annak val6sziniisége, hogy az 1000 egyenletes eloszlas dtlaga c és d kozé esik?
Ez mennyire egyezik meg a hisztogramrol leolvashaté értékkel?
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