Valészinliségszamitas eléadas, 10. hét, 2021. november 19.

Nevezetes abszolut folytonos eloszlasok

Ahogy korabban lattuk, a striségfiiggvény tetszéleges olyan fiiggvény lehet, mely nemnegativ, és az in-
tegrdlja 1 (pontosabban, ha egy fliggvény ilyen tulajdonsdgi, akkor van olyan valdsziniiségi valtozo,
aminek ez a slirliségfiiggvénye). Vannak azonban olyan sfirliségfiiggvények, melyek a statisztikdban
vagy matematikai modellezésben fontosabb szerepet jatszanak, gyakran eléjonnek. FEzeket érdemes
kiilon megismerni. Altaldban jellemz6 lesz, hogy nem is egy-egy konkrét siiriiségfiiggvényrol, hanem
strlségfiiggvények egy csaladjardl van szd, ahol a pontos fiiggvény egy vagy két paraméter megadasa
utan kaphato meg.

1. Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas sokszor hasznalhaté véletlen idétartamok modellezésére, példdul

e egy miuvelet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgaldsa egy boltban, vagy egy szamitds elvégzése
egy szamitégépen

e egy ember reakcidideje

két esemény bekovetkezése kozott eltelt id6, példaul egy tizletben két tigyfél érkezése kozotti idd

e jarvanyterjedés modellezésénél: a fertézés atadasdnak vagy a gyogyuldsnak az ideje

radioaktiv részecske bomlasi ideje

Ahogyan kordbban lattuk, ez az eloszlas orokifju tulajdonsagu, azaz akkor jo modellezésre, ha az, hogy ¢
ideje varunk az esemény bekovetkezésére, nem valtoztat a még hatralévo varakozasi id6 eloszlasan.
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1. dbra. A = 1 paraméterii exponencidlis eloszlds strtiségfiiggvénye és 500 darab fiiggetlen, 1 paraméterii
exponencidlis eloszlasu valésziniiségi valtozobdl allé minta hisztogramja

1.1. Definicié. Legyen A > 0 walds szam. Az X wvaldszintdségi vdltozé exponencidlis eloszlasi A
paraméterrel, ha eloszldsfiigguénye:

1—e*, hat>0;

0 kilonben.

F(t):IP’(XSt):/_t f(x)dx:{

1.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy az X wvalosziniiségi vdltozd exponencidlis eloszldsi A > 0 paraméterrel.
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2. dbra. Kiilonbdzé paramétert (A = 1

Exponencialis eloszlasok siirliségfiiggvényei
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3. dbra. Kiilonboz6 paraméterii ()\ = %, 1, illetve 4) exponencidlis eloszlasok stlriségfiiggvényei és a

vérhaté értékeik: E(X) = + =2, 1 illetve 1

(i) X sdriiségfigguénye:

Xe ™ ha x> 0;
) = {0, Kiilénben.

(ii) X vdrhaté értéke: E(X) = ¥, szérdsa: D(X) =

>

(iii) Ordkifja tulajdonsag. Legyenek s,t pozitiv szimok. Ekkor

P(X >s+tX >s5)=P(X >1t).

Bizonyitds. (i) Kordbban lattuk, hogy adott eloszlasfliggvény esetén a silirliségfiiggvény, ha létezik (nem
mindig létezik), derivdldssal kaphat6. A definiciéban megadott fiiggvény derivéltja éppen f lesz. Mivel
viszont nem mindig létezik a stirtiségfiiggvény, ellendrizni kell, hogy ez valéban stirtiségfiiggvény:

[ fz)dz = /0 Ae M dy = [—e M) = —e7M — (=1) = F(t),

ha t > 0, és 0 kiilonben.



(ii) A véarhaté értékhez az aldbbi integralt kell kiszdmitani, amit parcidlis integraldssal tehetiink meg:

o0 o0 oo —Ax ] 1
E(X) :/ xf(z) da:z/o e N dr = [—a:e‘”]fzo—k/o e M dy = {— e}\ } =3

— 0o =0
A szérés hasonloképpen szamithato ki a definiciobdl.
(iii) Ezt mér kordbban bizonyitottuk. O

Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevé kiszolgdldsdnak ideje (percben szamolva) 3 varhaté
értékili exponencialis eloszlast valdszinliségi valtozo.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgdlni? Mennyi a valdszinlisége, hogy
a vevo kiszolgaldsa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig tart?

Legyen X a kiszolgalas ideje. Exponencidlis eloszlas esetén
E(X)=1/X, ésmost E(X)=3=\A=1/3.
Ezért az eloszlasfiiggvény alapjan

P(X>5)=1-P(X<5)=1-F05)=1-(1—e )= =¢73=18,9%.

Hasonléképpen

PR<X <4)=PX <4)-P(X<2)=FA4) —F2)=1-e¥3) —(1—e2B3) =23 _ 3 = 25%.

Kiszolgalasi idé

8 A=1/3
& 4 E(X)=1/1=3
% &
g <
3 o
5 =©
S| P2<X<4)
- P(X >5)=18,9%
S 25%

4. dbra. Annak valészintlisége, hogy a kiszolgdlas legalabb 5 percig tart, illetve hogy legaldbb 2, de
legaldbb 4 percig, ha a kiszolgalasi idé 3 varhatd értékli exponencidlis eloszlasi valoszintiségi valtozd

2. Pareto-eloszlas

Biztositasmatematikdban, vagy példaul a jovedelmek eloszldsdnak modellezésére hasznaljak gyakran az
alabbi eloszlést.

2.1. Definicié (Pareto-eloszlas). Az X waldszindségi vdltozo (elsd tipusi) Pareto-eloszlasi o > 0 és
¢ > 0 paraméterekkel, ha eloszldsfiiggvénye

0; hat < ¢
1—(§)a; hat>c.

Fit)=P(X <t) = {



2.1. Allitas. Ha X Pareto-eloszldsi a > 0 és ¢ > 0 paraméterekkel, akkor siriségfigguénye

0; hat <c;
f(t) = { o

W7 hat > c.

Itt a stiriségfliggvényt derivalassal kapjuk, és ellendrizhetd, hogy ez valéban stiriiségfiiggvény lesz.
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5. abra. Kiilonbozé paraméterti Pareto-eloszlasok eloszlas— és stirtiségfiiggvényei

Az X valészinfiségi valtozd k. momentuma:

o0 (o)

E(Xk):/ xk-f(x)dx:/ o ldr <o k-a-1<-1ak<a.
— 00 C

Tehat a Pareto-eloszlasnak csak a-nal kisebb k-ra véges a k. momentuma. Példaul k£ = 2-vel azt kapjuk,

hogy a szoras pontosan akkor véges, ha a > 2.

Példaul ha a = 1, 5, akkor a varhaté érték létezik és véges, de szoras nem létezik. Ilyenkor a stirtiségfiiggvény,
példdul ¢ = 1-re: 1,507 2°I(x > 1). Ennek tehat a varhaté értéke véges, a szérasa végtelen. Ha-
sonloképpen olyan Pareto-eloszlasokat is talalhatunk, melyeknek a k. momentuma létezik, de a k + 1.
nem.

Ez az oka annak, hogy, mivel a Pareto-eloszlas ,nagy valdsziniiséggel vesz fel nagy értékeket” is, példaul
tlizkar vagy arvizkar nagysaganak modellezésére hasznaljak.

3. Normalis eloszlas

A normalis eloszlas, melynek siirliségfiiggvénye az e fliggvénybol szarmaztathato, gyakran el6fordul
példaul kiilonféle mérési eredmények (a mérési hibak kovetkeztében), illetve él8lények bioldgiai jellemzdi
gyakran normadlis eloszldst kovetnek (példaul: testmagassig). Ahogy kés6bb latni fogjuk, ez tipikusan
akkor fordul elo, ha a vizsgalt mennyiség sok, egymastdl fliggetlen, 0sszead6dd hatas eredményeképpen
all el6. A normalis eloszlas a statisztikdban is kulcsfontossdgi, ezt hasznaljuk a z-prébaban, kozvetve
pedig a t-probaban is, méas eljardsokban is.

3.1. Definicié. Legyen m wvalds, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y wvaldsziniiségi valtozo
normailis eloszlastd m vdrhatd értékkel és o? szdrdsnégyzettel, ha stirtiségfiiggvénye

(x —m)

o) = \/%'Uexp<— 2022> (z € R).

Jeldlése: Y ~ N(m,a?).

Ellenérizhetd, hogy f valéban stirliségfliggvény, azaz nemnegativ és 1 az integralja.
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6. dbra. Kiilonb6z6 vérhaté értékli (m) és szdérdsi (o) normadlis eloszldsok stirtiségfiiggvényei

Testmagassag hisztogramja

n: 96
atlag 174,3
szoras: 11,5

gyakorisag

140 160 180 200
7. dbra. Testmagassdg hisztogramja n = 96 elemii mintdbdl (valés adatokbdl), és az m = X =
174,3 véarhat6 értékii és o = 11,5 szérasi normadlis eloszlds slirliségfiiggvénye (pirossal): f(z) =

m exp(—(z — 174,3)%/(2 - 11,5?))

3.1. Allitas (A normalis eloszlas varhaté értéke és szérasa). HaY ~ N(m,02), akkor E(Y) =m, D(Y) = 0.

Nem bizonyitjuk, de a varhato értéket a szimmetria alapjan, a szérast parcidlis integralds segitségével
lehetne levezetni a definiciébol.

3.2. Definicié. Standard normalis eloszlds: az m = 0 vdrhatd értékd és o = 1 szérdsi normdlis
eloszlds. Eloszlasfiiggvénye: ®, siriségfigguénye @, ahol

00)= [ o o) =——en(-Z).

Miésképpen, ha Z ~ N(0,1), azaz Z standard normélis eloszldsi, akkor

Pz == [ et [ e

A ® fliggvény a standard normélis eloszlés eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0, 1), akkor

b b /2
p(r)de = / e /% dx.
( a \%

2w

Pla<2 <) =o0) - b - |

a
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8. dbra. Normadlis eloszlds (m = 1,0 = 1) stirliségfiiggvénye és 500 darab fiiggetlen, N(1,1) eloszlasu
valészintiségi valtozobdl allé minta hisztogramja

Standard normdlis eloszlas Standard normalis eloszlds

P(Z < -1)=0(-1)=15,9% P(1<Z<2)=
=0@)- (1) =

=13,6%

slrlségfuggvény
2
strlségfuggvény

9. dbra. A standard normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye

Tovabba

Pla<X <b)=Pla<X<b)=P(X <b)—P(X <a)=

:/ab\/% exp<— %Q)dx: ®(b) — d(a).

Madas mormalis eloszldsok esetén ezeket a valosziniiségeket a @ fiigguényre vezethetjik vissza.

3.1. A normalis eloszlas tulajdonsagai

2

Tegyiik fel, hogy Y normélis eloszlasi m vérhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel, azaz Y ~ N(m,o?).

Ekkor tetszOleges a < b valés szamokra

o - o o

IE”(Y<b):]P’(Y§b):p(Y—m< b—m) :q)(b_m)

P(Y >a)=P(Y >a) = _¢)<a—m>
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10. abra. A standard normalis eloszlds eloszlasfiiggvénye és annak inverze

P(|Y — m| < b) :2@(2) —1

Linearis transzformacié. Legyen Y normélis eloszlasi valdszintiségi valtozé m varhaté értékkel és o

szoréassal, és a, b valés szamok. Ekkor az aY + b valészinliségi valtozd normaélis eloszlast am + b varhaté

értékkel és a?0? szérdsnégyzettel, azaz

Y ~ N(m,d?) = aY + b~ N(am +b,a’c?).

Fiiggetlen 6sszeg. Ha Y7,Y; fiiggetlen, normalis eloszlast valdszinliségi valtozok, akkor Y; + Y5
is normalis eloszlast, varhat6 értéke my + mao, szérdsnégyzete o? + 02, ahol Y1 ~ N(mq,0%) és Yo ~
]V('ITLQ7 0’%)

Ha Y és Z fiiggetlenek, normalis eloszlastak, Y ~ N(2,3%) és Z ~ N(1,4?), akkor
Y +Z~N(3,5%); Y—-Z~N(,5%); Y +3Z~N(557).
Legyenek Y1,Ys,...,Y, fuggetlen normalis eloszlasa valésziniiségi valtozdk, melyek varhaté értéke
m, szérasuk o. Ekkor az 0sszegiik és az atlaguk is normalis eloszlasi, és
Y, + Yo+ ... +Y, ~ N(nm,no?);

Yi+Yo+...4+Y, < 0—2)
~N{m,— |.
n n

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassdga 176 cm varhatd értékli és 7 szérasu valdsziniiségi
valtozé. Ekkor

e 100 ember testmagassdganak dtlaga szintén normélis eloszldsd, 176 varhaté értékkel és 7/4/100 =
0,7 szorassal;

e 10000 ember testmagassdgdnak dtlaga normadlis eloszldsd, 176 varhato értékkel és 7/4/10000 = 0,07
szérassal.

Tegyiik fel, hogy a holnap varhaté kézéphémérséklet, Y valdszinliségi valtozoé normalis eloszlasu
m = 4 véarhato6 értékkel és 0 = 3 szérassal. Mennyi a valdszintisége, hogy a holnapi kézéphémérséklet
értéke legfeljebb 7 fok?

g

P(Y <7) :@(7_m> :@(7;4> = 3(1) = 84,1%.

Az R-ben ugyanezt a pnorm(7, mean=4, sd=3) paranccsal érhetjiik el. A ® fiiggvény az R-ben a pnorm.



Mennyi a valésziniisége, hogy a kézéphémérséklet 1 és 7 fok kozé esik?

P(1<Y§7):]P’(Y§7)_]}D(YS1):¢<7—m)_q)(l—m>

g g

_ (7;4) - @(1;4) —o(1) - &(-1) =
— 20(1) — 1 = 68,2%,

mert

O(—z)=1—- ()
minden valés z-re érvényes a strliségfliggvény 0-ra vald szimmetridja miatt.

Kvantilisek. Emlékeztetdiil: egy (folytonos) eloszlds z-kvantilise az a t szdm, melyre P(X < t) = z,
vagyis az a szam, melynél a valdsziniiségi valtozd értéke pontosan z valdsziniiséggel kisebb.

A fentiek alapjan a normadlis eloszlasnal ezt is kiszamithatjuk, és ennek van a statisztikdban gyakran
fontos szerepe. Ha tehat X ~ N(m,o?), akkor

P(th)_<1><t0m> s I 1) s =00 (2) 4

Specialisan a standard normaélis eloszldsnal m = 0, o = 1, a kvantilis ®~1(2) lesz, ami nem mas, mint a
z megbizhatdsigi szintli, vagyis 1 — z szignifikanciaszint{i egyoldali z-préba kritikus értéke.

Kiszdmitds az R-ben: qnorm(0.9, mean=4, sd=3) a 90%-os kvantilis adott varhaté érték és szdras
esetén. Ennek értéke: 7,84.

A fenti példdban tehdt ez azt jelenti, hogy a kozéphOmérséklet értéke 90% valdszintiséggel lesz 7, 84 foknél
kisebb.

4. Tovabbi nevezetes abszolut folytonos eloszlasok

Az aldbbi eloszlasok tobbek kozott statisztikai alkalmazasokban fordulnak eld:

o t-eloszlas: t-préba, példaul két eloszlas varhat6 értékének Osszehasonlitasara

F-eloszlas: F-proba, példaul két eloszlas szorasanak Osszehasonlitasara

x2-eloszlas: x2-préba, példaul annak eldéntésére, hogy két tulajdonsig kozott van-e

e gamma-eloszas: nemnegativ valdsziniliségi valtozok modellezésére

beta-eloszlds: [0, 1]-értékii valsziniiségi véaltozék modellezésére

4.1. t-eloszlas

Legyenek X1, Xs,..., Xy és Y fiiggetlen standard normélis eloszlast valésziniiségi valtozok. Ekkor a
Y

7 =
VOE+ X3+ 4 XP)/f

valészintliségi valtozo6 eloszlasat f szabadsdgi foku t-eloszldsnak (vagy Student-eloszldsnak) nevezziik.
Az [ =1 szabadségi foku t-eloszlds, vagyis Y/ X eloszldsa a Cauchy-eloszlas. Ennek siirliségfiiggvénye:

1 1
J@) =2 e
A Cauchy-eloszldsnak sem varhaté értéke, sem szérdsa nem létezik: ffooo x - f(x) dr nem értelmezhetd,
mert fooo % dz integral nem véges. Hasonloképpen a tobbi t-eloszlasnak sem létezik a varhato értéke.
Ha f nagy, akkor az f szabadsdgi foku t-eloszlas kozel esik a standard normalis eloszldshoz, f > 30 esetén
a t-eloszlast gyakran a normadlis eloszldssal helyettesitik a szamolasokban.



t-eloszlasok siriiségfiiggvényei
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11. abra. Kiilonbozé szabadsagi foku t-eloszldsok siiriiségfiiggvényei. A pottyozott vonal a standard
normalis eloszlas striiségfiiggvényét jeloli, ez kozel van a t-eloszlas stirtiségfiiggvényéhez, ha f nagy.

4.2. F-eloszlas

Legyenek m,n pozitiv egészek, X1,..., X, Y1,Ys,...,Y, pedig fiiggetlen standard normalis eloszldsu
valészintiségi valtozok. Ekkor az

Cn(XF+ X3+ +X2)

C om(YP YR 4.+ Y2)

valészintiségi valtozo eloszlasat m, n szabadsagi foku F-eloszlasnak nevezziik.

F-eloszlasok siriiségfiiggvényei
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12. dbra. Kiilonbo6z6 szabadsagi foku F-eloszlasok siirtiségfiiggvényei

4.3. Y>-eloszlas

Legyenek X1, Xy, ..., X, fliggetlen standard normalis eloszlast valészintiségi valtozdk. Az
2 2 2
Y=X{+X5+...+ X,
valészintiségi valtozo eloszldsat g szabadsagi foku y?-eloszlasnak nevezziik. Ennek sfirtiségfiiggvénye:

t4/2-1 /2 .
£(t) = { 2T@ 72120
0, t < 0.
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04

sUrlségfuggvény, fix)
02
1

0.1

13. 4bra. Kiilonbozd szabadsagi foki x2-eloszldsok stirtiségfiiggvényei

4.4. Gamma-eloszlas

Gamma-fiiggvény. Ha a > 0 pozitiv szam, legyen

F(a):/ t*te~tdt.
0

Parcidlis integréalassal belathatd, hogy I'(a) = (a — 1)I'(a — 1) minden a > 1-re, és igy I'(n) = (n —1)!, ha
n pozitiv egész.

4.1. Definicié. Legyenek a és \ pozitiv szamok. Az X wvaldsziniiségi vdltozé gamma-eloszlasi a renddel
€s A\ paraméterrel, ha striségfiggvénye

P P v .
fa)={ T@ ¢ w20
0, x < 0.

Gamma-eloszlasok siirliségfiiggvényei
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14. abra. Kiilonb6z6 paraméteri gamma-eloszlasok siirtiségfiiggvényei

A gamma-eloszlas tulajdonsdgai:

e Kapcsolat az exponencidlis eloszlassal: ha a = 1, akkor a sfiriségfiiggvény Ae™**, ha = > 0,
és az exponencidlis eloszlast kapjuk vissza.

10



e Exponencidlis eloszlasok Osszege: ha X, Xo,..., X, fiiggetlen A\ paraméteri exponencislis
eloszlasi valészinliségi valtozok, akkor X; + Xo + ... 4+ X,, gamma-eloszlasi a = n renddel és A
paraméterrel.

e Kapcsolat a x2-eloszldssal: ha a = q/2 és A = 1/2, akkor a q szabadsdgi fokti y2-eloszlast kapjuk
vissza.

e Varhato érték és szoras:

4.5. Beta-eloszlas

4.2. Definicié. Legyenek a,b > 1 szdamok. Az X waldszintiségi vdltozd beta-eloszlast a és b pa-
raméterekkel, ha siriségfiggvénye

I'(a+b _ _
fla) = e - 2) Tt 2 e [0,1;
0, x <0 vagy x > 1.

Ha X1, X»,..., X, fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasti valdszintiségi valtozék, és X
jeloli ebben a mintdban a k. legkisebb szdmot, akkor X} eloszldsa beta-eloszlds a = k ésb=n—k +1
paraméterekkel.

Az a =1 és b =1 vélasztassal az egyenletes eloszlast kapjuk vissza.

Beta-eloszlasok striiségfiiggvényei
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15. abra. Kiilonb6z6 paramétert beta-eloszlasok stirtiségfliggvényei

Hazi feladat november 26., péntek, 12:05-ig Sorsoljunk (példdul R-ben) 100 darab fiiggetlen stan-

dard normalis eloszlasi valészintliségi valtozot, legyenek ezek X1, Xo, ..., X100, majd ezt ismételjik meg,

az eléz6t6l fiiggetleniil, ezek legyenek Y1, Ys, ..., Yigo. Készitsiink hisztogramot az X1 /Y1, Xo/Ya, ..., X100/ Y100
megfigyelésekbdl, gy, hogy a hisztogram alatti teriilet 1 legyen. Erre a hisztogramra tegyiik ra a Cauchy-
eloszlas striségfiggvényét, és nézziik meg, hogy mennyire j6 az illeszkedés, illetve mennyivel jobban
illeszkedik a gorbe a hisztogramra, ha 100 helyett 1000 sorsoldst végziink.

Az 1000 elem{i minta esetén szamitsuk ki az X;/Y7, Xo/Ya, ..., X1000/ Y1000 minta dtlagét és korrigalt
tapasztalati szérdsdt (sd) is.

A megoldashoz az R kéd is hozzatartozik, nem csak az abra és a végeredmények.

11



	Exponenciális eloszlás
	Pareto-eloszlás
	Normális eloszlás
	A normális eloszlás tulajdonságai

	További nevezetes abszolút folytonos eloszlások
	t-eloszlás
	F-eloszlás
	2-eloszlás
	Gamma-eloszlás
	Beta-eloszlás


