Valészinliségszamitas eléadas, 1. hét, 2021. szeptember 10.

Bevezetés, valdsziniliségi mezo6

1. Bevezetés

1.1.

1.2.

1.3.

A valészintliségszamitas kurzus céljai

a statisztika megalapozdasa: a véletlen mintavételbol szarmazo adatok elemzésére alkalmazott
médszerekhez sziikséges alapfogalmak megismerése (példdul: z-prébahoz sziikséges a normaélis el-
oszlds, diszkrét eloszldsok modellezéshez, illesztéshez a Poisson-eloszlés)

a valoszintiségszamitas alapjainak, szemléletének bemutatdsa: események, véletlen mennyiségek
(valésziniiségi valtozdk), varhaté érték, szords, korreldcié és a kapcsol6dé fogalmak

feladatmegoldasi készség fejlesztése (gyakorlaton)

Ajanlott irodalom
Denkinger: Valészintiségszamitas
Prékopa: Valészintliségelmélet
Ross: A first course in probability
Solt: Val6szinliségszamitds

Araté Miklos, Prokaj Vilmos és Zempléni Andras: Bevezetés a valdszinliségszamitasba és alkal-
mazdasaiba: példakkal, szimulaciokkal
http://elte.prompt.hu/sites/default/files/tananyagok/\valszam/zempleni.pdf

Bognérné, Mogyorddi, Prékopa, Rényi, Szasz: Valdszinliségszamitasi feladatgytijtemény

Fazekas: Valészintiségszamitas és statisztika jegyzet https://gyires.inf.unideb.hu/KMITT/b21/
valseg.pdf

A valészintliségszamitas és statisztika céljai
felmérésekbol, kisérletekbdl szarmazd adatok elemzése
ismeretlen mennyiségek becslése a mérések alapjan
hipotézisek ellenérzése vagy céfolata

véletlen folyamatok modellezése

miultbeli adatok alapjan a jovObeli folyamatok elOrejelzése

részben: nagyméretii adathalmazok feldolgozédsa, elemzése

Alkalmazasi teriiletek:

statisztika a tarsadalomtudomanyokban: felmérések értékelése, elemzése
statisztika a természettudomanyokban: mérések, kisérleti eredmények értelmezése

elorejelzés: tdrsadalmi, gazdasdgi, pénziigyi, természeti folyamatok (példdul: hogyan alakul a
népesség, a gdp, a tézsdeindex, milyen lesz az id6jaras)

biztositasmatematika (hogyan hatérozzuk meg a dijat, mennyit tartalékoljunk stb.)

mesterséges intelligencia, gépi tanulas bizonyos moédszerei


http://elte.prompt.hu/sites/default/files/tananyagok/\valszam/zempleni.pdf
https://gyires.inf.unideb.hu/KMITT/b21/valseg.pdf
https://gyires.inf.unideb.hu/KMITT/b21/valseg.pdf

1.4. A valésziniliségszamitasi modellek szerepe

A valészinliségszamitds a matematika egy teriilete, igy ,,szigord” logikai, matematikai (axiomatikus) meg-
alapozasa van. Ez viszonylag késoi, az els6 pontosan megfogalmazott leiras 1933-bdl, Kolmogorovtol
szarmazik.

A matematikai felépités azonban nem azt jelenti, hogy minden ,,hétkoznapi” kérdésre egyértelmii valaszt
kaphatunk. Ugyanis ugyanazt a kérdést tobbféle matematikai modellel is megfogalmazhatjuk,
és az események valészintiisége a modelltol fiigg. Nézziink erre két példat.

Mennyi a valdszintisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott magyar héaztartasban négyen
élnek?

Ehhez az alabbi adatokat hivhatjuk segitségiil.

Egy haztartasban élé6k szama
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1. dbra. Egy héztartdsban él6k szdmdanak hisztogramja (forrds: KSH népszamlalds, 2011, n = 4105698)

Az dbra szerint a négyfOs hdztartdsok relativ gyakorisdga 12%, igy ez alapjan azt mondhatjuk, hogy
a kérdésre a valasz 12% — akkor, ha a ,véletlenszerlien” azt jelenti, hogy minden hdztartdst azonos
valdszintiséggel valasztunk ki. Azonban a ,véletlenszertien” sok mést is jelenthet. Ha példaul kdzvélemény-
kutatast végziink, és vezetékes telefonon keresiink embereket, akkor sok haztartast nem is taldlunk meg,
masokat konnyebben, vagyis nem igaz, hogy minden haztartas azonos valészintiséggel keriil a felmérésiink-
be. Ha interneten prébdlkozunk, akkor megint csak sok haztartdst nem talalunk meg. Ha az, hogy
négyen élnek egy haztartdsban, nem fliggetlen attdl, hogy van-e vezetékes telefon vagy internet, akkor
pedig a négyfds hdztartdsok dltalunk kapott ardnya kiilonbozhet is az igazitdl (ezt nevezhetjiik mintavételi
torzitdsnak). Persze a mdédszerek kombindcigjaval és stilyozassal jé eredményt is elérhetiink, ami viszont a
valészintiségszamitasi modellek szempontjabdl fontos: a fenti kérdésre lehet, hogy egész mas a valasz, ha
a ,véletlenszeriilen” egyenletest valasztdst jelent, vagy ha mondjuk egy telefonos kozvéleménykutatas sze-
rinti véletlen valasztdst. Ezért méds matematikai modell tartozik ehhez a két kiillonb6z6 esethez, kiillonb6zé
modellekben pedig az események valdsziniisége is eltérd lesz.

Egy mésik hasonl6 példa: mennyi a valészintiisége, hogy holnap Budapesten lesz csapadék? Itt
mar a kérdésnek is nehezebb értelmet adni, de ha a mérési eredmények, meteorolégiai modellek, kordbbi
tapasztalatok segitségével felépitiink egy matematikai modellt a jelenlegi idéjardsi helyzetrdl, abban a
modellben mar lesz értelme a kérdésnek is. Csakhogy a valasz kiilonb6z6 modellekben kiilonb6z6, és nem
biztos, hogy van egyértelmii legjobb modell.

Mindezek alapjan a valds alkalmazasunkndl a célunk az lehet, hogy minél jobb valdszinliségi modellt il-
lessziink megfigyelt adatokra statisztikai médszerek segitségével segitségével (a ,,jobb” tobb szempontbdl
allhat Gssze: jol illeszkedik a megfigyelt adatokra, egyszeril, interpretalhat6, de méas szempontok is le-
hetségesek), és ebben a modellben szamitsuk ki a kérdéses valdszintiséget. Mind a modell illesztéséhez,
mind az azon beliili szamitasokhoz tehat el6szor azt kell megérteniink, hogy egy-egy adott valdsziniiségi
modell hogyan viselkedik — ebbe a keretbe illeszkedik majd a nevezetes valészintiségi valtozokkal, varhaté
értékkel, szordssal kapcsolatos szamitasok koziil majdnem mindegyik.



1.5. A valésziniliségszamitas torténetérol roviden

e osztozkodasi probléma, 1494: egy félbehagyott jatékban az aktualis allas alapjan hogyan osszak
el a tétet (megoldas: Pascal, 1656)

e Cardano konyve a kockajatékokrol, 1564 (amit 1663-ban adtak ki)
o életjaradék-szamitas, de Witt, Haley, 1671

e nagy szamok torvénye, Jacob Bernoulli, 1713

o XIX. szazad els6 fele: de Moivre, Bayes, Gauss, Poisson, Buffon

e XIX. szazad vége: Csebisev, Markov, Ljapunov

e axiomatikus felépités: Kolmogorov, 1933
XX. szazadi alkalmazasok és kezdetiik

e sztochasztikus folyamatok (Wiener, 1923)

e matematikai statisztika (Fisher, 1925)

o jatékelmélet (Neumann, 1928)

e informécidelmélet (Shannon, 1948)

e iddsorok

e pénziigyi folyamatok (Black—Scholes, 1973)

e hierarchikus tanulasi algoritmusok — mesterséges intelligencia

e nagyméretii adathalmazok elemzése

2. A Kolmogorov-féle valészintliségi mezo

Els§ célunk a valdszinliségszamitas altalanos matematikai modelljének felépitése — ennek segitségével
tudunk tehat majd adott modelleken beliil valészinliségeket szamolni, illetve valds helyzetekben a legjobb
modellt kivdlasztani. Az els6 kérdés az, hogy egyaltalan mit jelentsen a valdszinliség. Néhany példa olyan
eseményre, aminek a valészinfiségét szeretnénk értelmezni (ha sikeriilt megfelelé modellt valasztani):

[holnap Budapesten esik az eS(’)’J —> 15%

[egy véletleniil valasztott ember balkezes] —> 10%

[egy véletleniil valasztott felnott diplomés] —_—> 22%

(jriliusban csékken az inflacio) — 44%
—

2. dbra. Néhdny esemény és a valdszinliségiik (megfeleld feltételek mellett)

Ez alapjan arra gondolhatunk, hogy a valészintiség egy fiiggvény lesz, ami eseményekhez 0 és 1 kozotti
szdmokat rendel (a hatdrokat is beleértve, 0 és 1 is lehetséges). De mi lehet esemény? A mdsodik és a
harmadik példaban lathatjuk, hogy az esemény konnyen megfeleltetheté egy halmaznak: az, hogy egy
véletlenszertien valasztott ember balkezes, megfeleltethet6 a balkezes emberek halmazanak, az, hogy egy
véletleniil vélasztott felnétt diplomés, valamilyen médon megfelel a diplomés emberek halmazédnak. Ezt
mutatja a |3l dbra is, ami mar a Kolmogorov-féle valésziniiségi modellnek felel meg.
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3. dbra. Kolmogorov-féle valészintiségi mez6, ami azt reprezentalja, hogy egy véletlenszertien véalasztott
felnott ember mennyi valésziniiséggel diplomas, illetve balkezes

2.1. Eseménytér

A Kolmogorov-féle valdszinliségi mezé az alabbi mdédon épiil fel, megadva az Osszes lehetéség halmazét,
az eseményeket, amiknek a valdszintiségét ki szeretnénk szamolni, és magukat a valészintiségeket:

e eseménytér: az Osszes lehetéség halmaza,  (példdul a magyar felnéttek)

e clemi esemény: a kisérlet egy lehetséges kimenetele, Q egy eleme (példaul Hanna vagy Gébor)

e esemény: az eseménytér egy részhalmaza, A C
példdul: diplomésok (A) vagy a balkezesek (B)

e valdszintiség: eseményekhez [0, 1]-beli szdmokat rendeld fiiggvény (példaul: P(A) = 22%)
Tovabbi példak:

e eseménytér: magyar férfiak; esemény: 50 évesnél idésebbek
e két érmedobdsndl az eseménytér { FF, FI,IF, 11}, esemény: kiilonboz6t dobtunk, azaz {FI,[F}
e véletlen pont a [10, 12] intervallumbdl, esemény: a pont 11 és 11,5 kozé esik

e egy érmével addig dobunk, amig fejet nem kapunk, ekkor az eseménytér:
{F,IF,IIF,IIIF,..., minden dobds iris}

2.2. A valésziniiség alaptulajdonsagai

Az eseményekhez tehat hozzarendelhetjiik a valdszinliségeket, de nem tetszélegesen, ennek a fliggvénynek
bizonyos szabalyoknak meg kell felelnie. Miel6tt ezeket pontosan megfogalmaznank, nézziink néhany
példéat arra, hogy milyen tulajdonsagokat ,, varunk el” a valdszintiségtdl.

Ennek megfogalmazasdhoz néhany elnevezésre is sziikségiink lesz.

o A€ Aés B e Aesemények unidja, azaz AUB, az az esemény, hogy legalabb az egyik bekdvetkezik.
Vagyis AU B azokbdl az elemi eseményekbdl all, melyek A és B koziil legalabb az egyiknek elemei.

o Ac Aés B € Aesemények metszete, azaz AN B, az az esemény, hogy mindkét esemény bekévet-
kezik. Vagyis A N B azokbdl az elemi eseményekbdl &ll, melyek A és B koziil mindkettének az
egyiknek elemei.



e Ac Aés B e Akizaré események, ha AN B = (), azaz ,
nincs olyan elemi esemény, ami mindkettonek eleme.

e (-t, mint eseményt, biztos eseménynek nevezziik. Az iires halmaz, (), a lehetetlen esemény.
e Egy A € A esemény komplementere, azaz A = 2\ A az az esemény, hogy A nem kévetkezik be.

Elemei azok az elemi események, amelyeket A nem tartalmaz.

1) Egy esemény valdszintisége mindig 0 és 1 kozé esik:

(o<P@ay<1 |

A lehetetlen esemény valészintisége 0, a biztos esemény valdszintlisége 1, ezek tehat el is fordulhatnak.

2) Egy taldlkozdéra 6t embert hivtak. Mennyi a valdszintisége, hogy legaldbb négyen eljonnek? Ez sok
mindentdl fiigghet, de az aldbbi minden esetben érvényes, hiszen a megfelel6 eseteket két olyan részre
bontottuk, hogy minden lehetdség pontosan egy helyre keriilt:

[ mindenki eljon

egy ember
hidnyzik

P(legaldbb négyen vannak) =

) + |
= P(mindenki eljon) + P(egy ember hidnyzik)

Altaldban:
Ha az A és B események kizdrdak, azaz metszetiik {ires,

akkor annak valdsziniisége, hogy legaldbb az egyik bekovetkezik,

a valosziniiségiik Osszege:

‘ kizaréak: egyszerre ’ unié: legaldbb az
nem kovetkezhetnek be egyik bekovetkezik

A miésodik tulajdonsdgot nem csak akkor varjuk el, ha két, egymast kizaré eseményrol van szd, hanem
akkor is, ha tobbrél, akar végtelen sokrdl — amig a végtelen sok eseményt fel tudjuk sorolni, vagyis
megszamlalhaté sok eseményrol van szo.

Osszefoglalva a valészintiség az alabbi tulajdonsigokkal rendelkezik:
1. Egy esemény valdsziniisége mindig 0 és 1 kozé esik:
0<P(A)<1
bérmely A eseményre, és a biztos esemény valdszintisége 1.
2. Additivitas: ha Ap, As, ... események, és semelyik ketté nem kovetkezhet be egyszerre, azaz

ANA; =0 minden i, > 1-re,



akkor annak valdszintisége, hogy legalabb az egyik bekdvetkezik, a valdszintiségiik Gsszege:
P(Al UAQUAgU...) :]P(Al) +]P(A2) +]P(A3)+

Ugyanez maés jeloléssel:

#( ['j e émj).

2.3. A valésziniliségi mez6 definicidja

Mindezek alapjan a valészin{iségi modellt, a Kolmogorov-féle valészinliségi mezét az Q eseménytérbél (a
lehetséges kimenetelek Gsszességének halmazdbol), az események A halmazabdl és a P eseményekhez
valészintiségeket rendeld fiiggvénybol épithetjik fel, axidomaként pedig a fent megfogalmazott tulaj-
donsagokat hasznalhatjuk. fgy jutunk a Kolmogorov-féle valészintiségi mez6 formélis definiciéjahoz.

2.1. Definicié. Az (2, A,P) hirmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezd, ha

e az () eseménytér egy nem tres halmaz;

e ACP(Q) (ahol P() az Q dsszes részhalmazdnak a halmaza), az az események halmaza, azaz
minden A € A-ra A C Q gy, hogy

(i) Qe A;
(ii) ha A1, As, ... € A, akkorJ,~ | A, € A (azaz megszdmldlhatd sok A-beli elem unidja is A-beli);
(i11) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is A-beli).

e ¢ valészinliség egy P : A — [0,1] fiigguény, melyre

(i) P(Q) =1, azaz a biztos esemény valdszinisége 1;
(it) ha A1, As,... € A és minden 1 <i < j-re A;NA; =0, akkor

oo o0
P( A ] =D P4,
n=1 n=1
azaz megszamldalhato sok kizdrs esemény unidjanak valdsziniisége a valdsziniiségek dsszege.

Flnevezések:

e (): eseménytér vagy elemi események halmaza.

Q elemei (w € Q): elemi események.

e A: események halmaza (vagy események o-algebrdja).

A elemei (A € A): események.
e P: valészintiiség (probability).

o () esemény neve: biztos esemény.

(0 (iires halmaz) esemény neve: lehetetlen esemény.

Itt fontos, hogy az események halmaza ) részhalmazaibdl all, de az nem kell, hogy {2 minden
részhalmaza esemény legyen. A valdsziniliségét csak azoknak a részhalmazoknak tudjuk kiszdmitani,
amik események, A-ban benne vannak. Példdul lehet Q = {1,2,3,4,5,6}, és az események halmaza:

A={0,{1,3,5},{2,4,6},{1,2,3,4,5,6}}.

Tovabba
P(0) = 0; P({1,3,5}) =P({2,4,6}) = 1/2; P({1,2,3,4,5,6}) = 1.



Ez Kolmogorov-féle valdszinliségi mez6, minden kovetelményt teljesit. Annak felel meg, mintha egy
kockadobas utan valaki csak azt arulnd el nekiink, hogy paros vagy paratlan szamot dobott-e.

Példa: két szabdlyos kockadobas Gsszege

Tekintsiik az aldabbi kérdést, amihez majd elkészitjiik az ezt leir6 Kolmogorov-féle valésziniiségi mezot.
Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy a dobott szamok Gsszege 77

Ennek a kisérletnek 300 ismétlésénél lathatck az egyes lehetséges értékek relativ gyakorisaga (eléforduldsuk
ardnya) lathaté afd] abrén.

Két kockadobas sszege
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4. dbra. Két szabalyos kockadobds Osszegének hisztogramja 300 ismétlésbél

A dobdkockdk, emberek, targyak stb. mindig kiilonb6z6ek.
A feladatot a kovetkezdképpen oldhatjuk meg.

e eseménytér: lehetséges dobdssorozatok. Ezek szama:

6 - 6 = 36; mindkét dobds hatféle lehet.

e A dobéssorozatok egyforman valdszintiek: mindegyiknek 1/36 a valdsziniisége.
o A kedvez6 dobéssorozatok szdama: 6.

1 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehét P(az Gsszeg 7) = 6/36 = 1/6.
Ez alapjan a két kockadobashoz tartozé Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezé az alabbi lesz.

e clemi esemény: a kisérlet egy lehetséges kimenetele, egy dobéassorozat, példaul: 15 vagy 22

e eseménytér: az elemi események Osszessége, az €2 halmaz most az aldbbi 36 elem{ halmaz, amit
az dbran is lathattunk: Q = {11,12,13,...,16,21,...,26,...,61,...,66}.

e esemény: az eseménytér, azaz () részhalmazai
példdul: a dobott szdmok Osszege 7, azaz A = {16,25,34,43,52,61}
vagy: a dobott szdmok Gsszege legfeljebb 3, azaz B = {11,12,21}

A: az események halmaza, ez most 2 Gsszes részhalmaza

Az Osszes esesmény szdma: |A| = 236, hiszen mind a 36 dobdssorozatrdl egyméstdl fiiggetleniil
eldonthetjiik, hogy bevessziik-e a részhalmazba. Pontosabban: el6szor eldonthetjiik, hogy 11 be-
keriil-e, ez két lehetdség. Utdna eldonthetjiik, hogy 12 bekeriil-e, ez mar 4, barmelyik lehet&ség



barmelyikkel folytathaté. Hasonloképpen, eldontve, hogy 13 bekeriil-e, méar 8 lehetdségiink van.
Igy végigmehetiink a halmaz elemein, minden jabb elemnél megduplazodik a lehetdségek szdma,
igy jutunk el 236-hoz az Osszes elemen végigmenve.

e valdsziniiség: P: A — [0,1] az eseményekhez [0, 1]-beli szdmokat rendeld fiiggvény. Példdul

Al 6 1 Bl 3 1
JP) A = — = — = — ]P B = —= — = —,
W=la=%"6 P g-% 0

A két dobds Osszegével kapcsolatos valdszintliségeket az[bl dbrardl is leolvashatjuk.

Dobott szamok 6sszege
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5. abra. Az Osszeg lehetséges értékei és a valdszintliségek

Valakinek harom gyermeke sziiletik.

A gyerekek neme a kovetkezSképpen alakulhat (sziiletési sorrendben), ez lesz tehdt az eseménytér,
az elemi események halmaza:

Q={LLL,LLF,LFL,LFF,FLL, FLF,FFL, FFF}.

Ennek 8 eleme van, feltételezziik, hogy mind a nyolc lehet6ség egyformén valészinli. Azaz 8 egy-
formén valészinii elemi esemény van.

A, az események halmaza: az () Osszes részhalmaza. Ennek elemszéma: |A| = 28.

Példaul legyen A C € az az esemény, hogy a gyerekek kozott pontosan egy lany van: A =
{LFF,FLF, FFL.} Ennek valdsziniisége: P(A) = 3/8.

Legyen B az az esemény, hogy a kozépso gyerek fit:
B={LFL,LFF,FFL,FFF}.

Ennek valdsziniisége: P(B) = 1/2.

2.4. Kapcsolat a relativ gyakorisaggal

Legyen Q) az eseménytér, a lehetséges kimenetelek halmaza, és A C ) egy esemény, vagyis ennek egy
részhalmaza.

Az A esemény relativ gyakorisaga n kisérletbol:

A bekovetkezéseinek szama A bekovetkezéseinek szama

r(A — — . =
(4) az Osszes kisérlet szama n

A relativ gyakorisagra az alabbiak igazak:



¢ eseményekhez rendel nemnegativ szamokat, azaz A € A esetén r(A) > 0

e additiv: ha Ay, As, ... € A események, és barmely ketté metszete iires, akkor

’/‘(Al UAsUAzU.. ) = ’I“(Al) —|—T(A2) +7’(A3) + ...
e 7(Q2) =1, azaz a biztos esemény relativ gyakorisdga 1

Vagyis a relativ gyakorisag is teljesiti azokat a tulajdonsigokat, amiket a valészinliségre megfogalmaz-
tunk. Kés6bb latni fogjuk, hogy més kapcsolat is van a két mennyiség kozott, példaul, ha n nagy, és
a kisérletek egymdst nem befolydsoljak (fiiggetlenek), akkor a relativ gyakorisdg nagy valésziniiséggel
kozel van az A esemény valdszinliségéhez (ennek egy pontos megfogalmazdsaként kaphat6 a nagy szdmok
gyenge torvénye).

Hazi feladat szeptember 17., 12:00-ig Egy orszéban a felnéttek 20%-anak van sajat lakasa, 50%-dnak
sajat autdja, 15%-anak mind a kettd. Megkérdeziink

a) egy felndttet (mindenkit azonos valészintiséggel vélasztva);

b) két felnbttet gy, hogy az elsd védlasztast elfelejtjiik, tehdt akdr ugyanazt az embert is kérdezhetjik
kétszer (azaz visszatevéses mintavételt alkalmazunk).

Mindkét esetben adjuk meg az (€2, A, P) harmasbdl Q-t, A-t, azaz az események halmazat, és a b) esetben
szamitsuk ki annak valdsziniiségét, hogy a két megkérdezett kozil legalabb az egyiknek van sajat lakasa,
és mindkettdjliknek van sajit autdja.
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