Valészinliségszamitas el6adas, 8. hét, 2020. november 4.

Egyenlotlenségek, nagy szamok torvényei, konvolicio

1. Egyenlotlenségek
Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p valdszintliséggel szavaz egy adott partra — azonban
p-t

(feltételezve, hogy mindenki a t6bbiektdl fiiggetleniil
vélaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége, hogy a partra szavazdk ardnya legfeljebb 1%-kal
tér el p-tol, tetszbleges p esetén legalabb 95% legyen? Itt a hibat additivan értjik, tehdt ha p az
igazi valésziniiség, akkor a becslésiink p + 0,01 lehet, és ennek a valdszintisége kell, hogy legalabb 95%
legyen.

Ennek megértéséhez ezekre van sziikség:

e az arany atlagolds — milyen gyorsan csokken a szoras a mintaelemszam novelésével?

e ha a szodras kicsi, abbdl hogyan kévetkezik, hogy nagy valdszintiséggel csak keveset tévediink —
ebben segit a Markov— és a Csebisev-egyenlGtlenség.

Tébbek kozott az viselkedésének megértéséhez van sziikség az alabbi egyenlOtlenségekre.

1.1. Allitas (Markov-egyenl6tlenség). Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté értékii
valdszintségi vdltozo, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesul. Ekkor

1.2. Allitas (Csebisev-egyenl6tlenség). Legyen X véges szordsi valdsziniségi vdltozd, t > 0 pozitiv
szam. Ekkor

D*(x)

P(X —E(X)| 2 1) <

1.3. Kovetkezmény. Legyen X véges szorasa wvaldsziniségi vdltozo, t > 0 pozitiv szam. Ekkor

D2(X)

P(IX —E(X)| <) > 1-

1.1. A Csebisev-egyenlotlenség alkalmazasa

(feltételezve, hogy mindenki a tobbiektdl fliggetleniil
vélaszol és igazat mond), hogy annak valészin{isége, hogy a partra szavazdk ardnya legfeljebb 1%-kal
tér el p-tdl, tetszbleges p esetén legalabb 95% legyen?

n megkérdezett, minden véletlenszerlien valasztott megkérdezett p valdsziniiséggel tamogatja a partot

X: a partot tamogatok szama a megkérdezettek kozott
Kell: X
]P’(‘ —p‘ < 0,0l) >0,95
n

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re — hiszen p-t nem ismerjiik.

Mivel X binomialis eloszlédsu:

]E(X)i%pp; D<X)711 w1 —p) = L2,

n n n



Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazva az X/n valdsziniliségi valtozéra:

X D*(X)  p(1-p) 1
P(|Z —p|>0,01) < Z\n/) _ <

(n p‘— ’ )- 0,012 0,012-n — 4-0,012- 70’
(p+1-p)*

22

mivel p(1 —p) < = 1/4 a szdmtani-mértani kozepek kozotti egyenlStlenség szerint (a p(1 —p) =
p — p? fiiggvény egy konkédv parabola, ami az 1/2-re szimmetrikus). Az ltaldnos felsé becslésre azért van
sziikség, mert p-t nem ismerjiik, a feltételt viszont minden 0 < p < 1-re teljesiteniink kell.

A Csebisev-egyenl6tlenség szerint tehat

X 1
P(|= —p/>001)<—
(‘n p‘(), >4~O,012-n

A feltétel, aminek teljesiilnie kell:

X
P(’n —p' < 0,01) > 0,95,

azaz

X
P(’n —p' > 0,01) <0,05.

Tehat ha n teljesiti az aldbbi feltételt, akkor n embert biztosan elég megkérdezni,

1
<0,06 &

. — = 50000
4-0,012-n — ’

B —
"=7170,012-0,05

hiszen ekkor

p(|X ) >001 L <0,05
n PIER 00120 =0

Ha 0,01 helyett 0,005-6t frndnk (a felét), n > 200000 (négyszer annyi) adédna. Altaldban is, ezzel
a modszerrel azt kapjuk, hogy feleakkora megengedett (additiv) hibdhoz négyszer annyi, harmadak-
kordhoz kilencecszerannyi stb. megfigyelés kell. Kés6bb més maddszert is fogunk latni ennek a kérdésnek
a megvalaszolasdra, és tovabbi lehet6ségek is elképzelhetdk, de ez a jelenség a legtobb mddszernél meg-
figyelhet6. Ha a 95% helyett frnank példaul 99%-ot, akkor a 0,05 helyére keriilne 0,01, 6tszor annyi
megkérdezésre van sziikség — ez viszont a pontosabb szamitasoknal masképpen alakul majd.

Vegyiik észre, hogy a sziikséges mintaelemszam csokkenthetd, ha a p-rél van valamilyen el6zetes in-
formacionk. Ha példaul biztosan tudnank, hogy p < 0,1, akkor ennél jobb becslést is haszndlhatunk,
hiszen ilyenkor p(1 —p) < 0,1-0,9 = 0,09, és n = 18000 embert elég megkérdezni. De ha semmilyen
eldzetes informéciét nem hasznalunk p-rél, akkor p = 1/2 is eléfordulhat, akkor pedig 1/4 jelenik meg a
fels6 becslésben, és ezzel a modszerrel nem tudunk mast allitani, mint hogy n = 50000 elég.

1.2. A Markov-egyenl6tlenség bizonyitasa

Legyen X nemnegativ értékeket felvevd valdszintiségi valtozo, melynek varhatd értéke létezik, és legyen
t > 0 pozitiv szam. Tekintsiik az alabbi Y valdszintiségi valtozdt:

v — t, ha X >t
)0, haX<t.

Mindkét esetben Y értéke legfeljebb X értéke (hiszen X > 0):
Y <X = E(Y) <E(X).
Masrészt, mivel Y értéke Gsszesen kétféle lehet, a varhatd értékét kiszamitva:
E(Y)=0-P(Y =0)+t-P(Y =t) =t -P(X >1t) < E(X).

Az utolsé egyenlStlenség mindkét oldaldt a ¢ pozitiv szammal osztva a Markov-egyenlGtlenséget kapjuk.
O



1.3. A Csebisev-egyenl6tlenség bizonyitasa

Legyen Z = (X — E(X))2. Ez a val6sziniiségi valtozé nemnegativ, ezért alkalmazhaté a Markov-
egyenl6tlenség, a t? pozitiv szdmmal és a Z valdszintiségi valtozéval:
Makov B(Z) _ B((X —E(X))*) _ D*(X)

P(IX —E(X)| > 1) =P(X —E(X))* > #*) =P(Z>#*) < —3 = 2 5

a szorasnégyzet definiciéja alapjan. (Il

2. Az atlag viselkedése filiggetlen azonos eloszlasi esetben

A Csebisev-egyenlGtlenséget az atlag viselkedésének leirdsara is hasznalhatjuk.

A statisztikdban alapvet6 kérdés, hogy ha

e ugyanazt a mérést

e sokszor, egymastodl fliggetleniil megismételjiik,

majd a kapott eredményeket atlagoljuk,

akkor az atlag, mint valdszintiségi valtozé hogyan viselkedik

Vagyis: X1, Xo,..., X, fliggetlen, azonos eloszlasu valésziniiségi valtozok, akkor mit mondhatunk az

X1 +Xo+... + X,
n

atlagrdl: mennyi a varhaté értéke és mennyi a szérasa?

Azonos eloszlas: P(X; € A) = P(X; € A) tetszleges j-re és A C R ,megfelelé” halmazra, vagy: X; és
X eloszlasfiiggvénye megegyezik tetszéleges j-re.

azonos eloszlas = azonos varhaté érték, azonos széras

Poisson-eloszlés és az atlaga

— Poisson-eloszlas
atlag

al

1. dbra. Poisson-eloszlasok atlaga
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Az 1. dbran 1000 darab A = 5 paraméteri Poisson-eloszlasu valdszinliségi véltozd, illetve 100 darab,
tiz fliggetlen, A = 5 paraméterii Poisson-eloszlasi valdsziniiségi véltozo atlagaként el6allé megfigyelés
hisztogramja ldthat6. Az abra alapjan atlagolasnal a varhaté érték nem valtozik, ez mindkét
esetben 5, a széras csokken.



Sét: a 2. dbrdn két dobdkocka esetében tekintettiink 800 — 800 dobdést, és k fliggvényében dbrazoltuk az
els6 k dobds dtlagdt. Az egyik esetben a kockdn 1 — 6-ig lathatdk a szdmok (ezek atlaga, igy egy dobds
varhato értéke 3,5, a masik esetben 1-es helyett is hatos van, ilyenkor egy dobas varhaté értéke 4, 33.

— szabdlyos kocka
— 1-es helyett 6-0s
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2. abra. A dobésok dtlagdnak valtozdsa a dobédsok szaménak novelésével

2.1. Az atlag varhato értéke

2.1. Allit4s. Legyenek X1, ..., X, figgetlen azonos eloszldst valdsziniiségi valtozok, melyekre m = E(X7) <

oo. Ekkor
Xi+...+X,

n

E(X)zE( ):E(Xl):m.

Bizonyitds.

E(X1) + ...+ E(X,)

X +...+X,
n

S|

_ 1
IE(X):IE( ):n]E(X1+...+Xn):
Felhasznaltuk a varhato érték linearitasat, és hogy csak eloszlastol fiigg:
o E(cX) = cE(X), ha c € R;
e EY+2)=EY)+E(Z);

e ha Y és Z eloszldsa (azaz eloszlasfiiggvényiik) megegyezik, akkor E(Y) = E(2)

2.2. Az atlag szérasa

2.2. Allitas. Legyenek X1, ..., X, figgetlen azonos eloszldsi valdszintiségi vdltozdk, melyekre o = D(X1) <

0o. FEkkor X X DX
D(X):D( " n>: (X1) _ o
Bizonyitds.
o 2 2 2
D(X):D<X1+'~'+Xn>:D(X1+~'~+Xn):D(X1)+~~~+D(Xn): no? _ o
n n n n vn

Felhasznaltuk a széras alabbi tulajdonsagait:
e D(cX) = |c|D(X), ha c e R;
e D3(Y +Z)=D?*(Y)+ D?*(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;

e haY és Z eloszldsa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z)



3. A nagy szamok torvényei

A fenti dbra azt sugalljak, hogy a mintadtlag fiiggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtozdk esetén a
varhato értékhez konvergal. Kérdés, mit is jelent az, hogy valészintliségi valtozok sorozata konvergdl.

Valoszintiségi valtozdk sorozatanak (mint amilyen az atlagok sorozata) tobbféle értelemben defi-
nidlhatjuk a hatarértékét.

3.1. Definicié. A Zy, Zs, ..., valdsziniiségi vdaltozokbdl dllé sorozat sztochasztikusan konvergél az Z
valdszintségi vdltozohoz, ha minden € > 0-ra
P(|Z,—Z| >¢)—0

teljestil n — oo esetén.

3.2. Definicié. A Z, Z,,. .., valdsziniiségi vdltozokbdl dllé sorozat 1 valdszintliséggel konvergdl az Z
valdszinidségi vdltozohoz, ha

P(Z, > Z)=PweQ: Z,(w) > Z(w) n — oo esetén) = 1.

Megjegyzés. 1 valészintiséggel konvergdal a sorozat = sztochasztikusan is, de forditva nem feltétleniil:
van olyan sorozat, ami sztochasztikusan 0-hoz konvergal, de 1 valésziniiséggel nem konvergens.

3.1. A nagy szamok gyenge torvénye

3.1. Tétel (A nagy szdmok gyenge torvénye). Legyenek X1, Xo, ... olyan valdszinidségi vdltozdk, me-
lyek fiiggetlenek és azonos eloszldsiak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < oo. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X;)| >¢) =0 (n — 00),
azaz X, — E(X1) sztochasztikusan. Itt X, = (X1 + ...+ X,)/n az dtlagot jeldli.
Bizonyitds. Legyenek X1, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasu véges szorasu valoszinliségi valtozdk. Legyen
m = E(Xl) és o = D(Xl)
A korébbiak szerint

P 0‘2
n

E(X) = m; D*(X) =

Ebbél az is kovetkezik, hogy az X valésziniiségi valtozd szérasa véges, alkalmazhaté a Csebisev-egyenl6tlenség.

A Csebisev-egyenl6tlenség (1.2. 4llitds) szerint minden £ > O-ra

P(X, —E(X,)| >e)=P(|X —m|>¢) <

Tehat X — m = E(X;) sztochasztikusan. O
3.2. Tétel (A nagy szamok er6s torvénye). Legyenek Xy, Xo, ... valdszintdségi vdltozdk, melyek figget-
lenek és azonos eloszldsuak. Tegyik fel még, hogy m = E(X1) < co. Ekkor

Xi4+Xo+ ...+ X,
= —
n

X

]E(Xl) =m
teljestil 1 valosziniiséggel n — oo esetén.

A maésodik esetben gyengébb feltevésbol erdsebb allitas kovetkezik. Ennek bizonyitdsahoz joval Gsszetet-
tebb matematikai médszerekre van sziikség.



Az atlag véltozédsa nem létez§ varhato érték esetén

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

mintaelemszam

3. dbra. Az atlag véltozdsa egy olyan esetben, amikor nem létezik a varhaté érték (nincs abszoldt kon-
vergencia a definiciéban)

4. Konvolucio

Bizonyos esetekben pontosan meg is hatarozhatjuk fiiggetlen valdszintiségi valtozok Gsszegének eloszlasat,
nem csak az atlag viselkedését.

4.1. Allitas. Legyenek X ésY fiiggetlen, nemnegativ egész értéki valosziniségi vdltozok. Ekkor az X+Y
valoszinidségi vdltozo eloszldsdt az alabbi mddon hatdrozhatjuk meg:

k
PX+Y =k => PX=DP(Y =k—1) (k>0).
=0

Bizonyitds. Diszjunkt eseményekre val6 szétbontassal, illetve a fliggetlenség definiciéjanak felhasznélaséval:

k k
PX+Y =k)=> PX=1Y=k-1)=> PX=DPY =k-1).
=0 =0

4.1. Poisson-eloszlasok konvolucigja
4.2. Allit4s. Legyenek X és'Y fuggetlen Poisson-eloszldst valdszinidségi valtozok, X paramétere X\, az

Y paramétere p. Ekkor az X +Y waldsziniségi vdltozo is Poisson-eloszldsu, paramétere A + p, vdarhato
értéke és szordsnégyzete is A\ + p.

Bizonyitds. Legyen k > 0 tetsz6leges. Ekkor a Poisson-eloszlds definicija alapjan

k ko1 k—1
PX+Y =k =Y P(X =0)P(Y =k-1) :ZA—'e*)‘- : et =
1=0 =0 ( - )
k
1 k!
“Atp L ARl —
! ; Nk —niH
k
R k Nyl — g (A + p)*
k! — l ko

ahol az utolsé 1épésben a binomialis tételt hasznaltuk.



4.2. Nevezetes eloszlasok Osszege

e XY fiiggetlen Poisson-eloszlasiak Ay és Ay paraméterrel = X + Y Poisson-eloszlasi A1 + Ao
paraméterrel;

e XY fiiggetlen binomidlis eloszlasiak, nq, illetve ng renddel, és azonos p paraméterrel = X + Y
binomidlis eloszlasti ny + ny renddel és p paraméterrel, hiszen ez olyan, mintha Osszesen ni + no
fliggetlen kisérletet tekintenénk.

Hazi feladat november 11., szerda, 8:00-ig Legyenek X7, Xo, ... figgetlen kockadobasok egy olyan
kockéval, aminek minden oldala 1/6 valésziniiséggel adédik, de az oldalain az 1,1,3,4,5,6 szdmok szere-
pelnek.

Mihez konvergédl a /X - X5 -...- X, sorozat n — oo esetén, és milyen értelemben?

Abrézoljuk a fenti szorzatot, azaz VX1 - Xa - ... X, értékét n figgvényébenn = 1,2,...,1000-re, ugyan-
abbdl a sorozatbdl (tehdt X7, ..., X1p00-t csak egyszer sorsoljuk ki).



