Valészinliségszamitas eléadas, 7. hét, 2020. oktéber 21.

Eloszlasfiiggvény, egyiittes eloszlas

1. Eloszlasfiiggvény
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1. dbra. Egy elképzelt értékpapir arfolyama 1000 napon keresztiil, 1000 forintban

X valészintiségi valtozd: egy véletlen kisérlet eredménye
e eddig: X diszkrét, és a P(X = x) valészin(iségekkel lehet leirni az eloszldsat

e ha a lehetséges értékek halmaza ,til nagy” (1. dbra), vagy a valdszinfiségek ,tul kicsik”, ez nem
informativ

e példaul: X az értékpapir arfolyama holnap, P(X = 784) = 0,0038, P(X = 785) = 0,004, stb. egy
elorejelzés szerint — ennél hasznosabb informaécié lehet, hogy

P(X <785)=0,5,
azaz az értékpapir 50% valdszintiséggel nem haladja meg a 785 szintet
e closzlasfiiggvény: F(t) annak valészinlisége, hogy a valdszintliségi valtozd értéke legfeljebb

t, azaz
F(t)=P(X <t).

Az arfolyam tapasztalati eloszlasfiiggvénye
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2. abra. t fliggvényében a t-nél nem nagyobb arfolyami napok aranya az el6z6 példaban



1.1. Definicié. Legyen X : Q — R walosziniiségi vdltozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az aldbbi F :
R — [0,1] fiigguény:
Ft)=P(X<t)=P{weQ: X(w) <t})

tetszoleges t € R walds szamra.

Ez minden valészintiségi valtozdéra és minden ¢ € R valds szamra értelmes: éppen ugy definidltuk a
valészintliségi valtozot, hogy {X <t} ={w € Q: X(w) <t} € A egy esemény, tehit van valdsziniisége.
Valakinek hdrom gyereke sziiletik, a gyerekek mindegyike egyméstdl fiiggetleniil 1/2 valészin(iséggel

fia. Nyolc egyforman valdszinl eset van:

{LLL,FLL, LFL, LLF, ,FFF}

Legyen X a fiuk szdma. X diszkrét valdsziniiségi véltozd, lehetséges értékei: 0,1,2,3, és

F0)=P(X <0) = F)=P(X <1)=

F2,4) =B(X <2,4)= 1; F(4) = B(X < 4) =

Q0| k=
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3. dbra. Harom gyerek koziil a fitik szdmdanak eloszldsfiiggvénye; a fiiggéleges tengelyen: F(t) = P(X <t).
Véges értékkészletii valdsziniliségi valtozdk esetén az eloszldsfiiggvény 1épesés (véges sok értéket vesz fel),
és az ugrasok nagysagat az egyes lehetséges értékek valdszintiségei adjak meg.
1.1. Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai
1.1. Allitds. Ha a,b € R valds szdmok, és F az X eloszlasfiggvénye, akkor

Pla < X <b) = F(b) — F(a),
hiszen annak valdszindségét, hogy X az a és b kozé esik, megkaphatjuk gy, hogy P(X < b)-bdl levonjuk
P(X < a)-t.
Legyen F' egy tetszoleges valdsziniiségi valtozd eloszlasfiiggvénye. Ekkor

(i) F monoton névé: a < b esetén F(a) < F(b).



Kockadobas eloszlasfiiggvénye
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4. dbra. Szabdlyos dobdkockdval dobott szdm eloszldsfiiggvénye; a fliggbleges tengelyen: F(t) = P(X < ).

(i) limy_oo F(t) =0;  limy_e0 F(t) = 1.
(iii) F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valds szdmra limg_,¢4 F(s) = F(t).

Forditva: ha F-re érvényesek ezek a tulajdonsagok, akkor van olyan X, aminek F' az eloszlasfliggvénye.

Legyen X négy rendii 1/2 paraméter(i binomiélis eloszldsi val6szin(iségi véltozd. Mennyi X
eloszlasfliggvényének az értéke az 1,5 helyen?

X-re a kovetkezéképpen gondolhatunk: n = 4 fiiggetlen kisérlet, mindegyik p = 0,5 valdszinliséggel
sikeriil, X a sikeres kisérletek szama.

Definicié szerint, ha F' az X eloszlasfiiggvénye, akkor
F(1,5)=P(X <1,5)=P(X<1)=P(X =0)+P(X =1),

hiszen X értéke nemnegativ egész. fgy

F(1,5) = P(X = 0) + B(X = 1) = <;>4+4- (;)4: o

2. Nevezetes eloszlasok és eloszlasfiiggvényeik

Nem csak a diszkrét valdszintiségi valtozék kozott, hanem altalaban is taldlhatunk olyan eloszldsokat,
melyek gyakran el6fordulnak hétkoznapi példdkban vagy matematikai modellekben. Ezeket most az
eloszlasfliiggvényeik segitségével mutatjuk be.

2.1. Egyenletes eloszlas

Tekintstik a kovetkezd hétkoznapi példat.

Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszldsu a [8,12] intervallumon (6rdban mérve).

e Mennyi a valdszintlisége, hogy a futdr 11 6raig megérkezik?

Feltéve, hogy a futar 10 éraig még nem érkezett meg, mennyi a valészintisége, hogy 11
ora elott megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. fgy fogunk tudni szdmolni:

11-8 3




P(X < 11X > 10) = PUX SP&}: % > 10} _ ;;i _ %

Altaldban azt vehetjiik észre, hogy annak valdsziniisége, hogy X egy
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5. dbra. A [8,12] intervallumon egyenletes eloszldsbdl vett 500 elemii minta hisztogramja

2.1. Definicié (Egyenletes eloszlas (uniform distribution)). Az X wvaldszindségi vdltozo egyenle-
tes eloszldsu az [a,b] intervallumon, ha eloszldsfiiggvénye:

0, hat < a;
F(t)=P(X <t)=4q %, haa<t<b;
1, hat >b.

Egyenletes eloszlés eloszlasfuggvénye
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6. dbra. A [8,12] intervallumon egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye

Csomagot varunk, a futdar 10 és 12 éra kozott érkezik. Feltessziik, hogy érkezésének idépontja
egyenletes eloszldst a [10, 12] intervallumon. Ekkor az eléz6 4llitas alapjan az aldbbiak igazak (a = 10,b =
12).

e Annak valdszintisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11 —10)/(12 — 10) = 1/2.
e Annak valdszintisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik: 1/8 = 0,125.

e Annak valdszintisége, hogy 10 : 30 utén érkezik: 3/4 = 0, 75.



2.2. Exponencialis eloszlas
Az exponencidlis eloszlas sokszor hasznalhat6 véletlen idétartamok modellezésére, példaul

e egy mivelet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgdlasa egy boltban, vagy egy szamitas elvégzése
egy szamitégépen

e egy ember reakcidideje

két esemény bekovetkezése kozott eltelt id6, példaul egy tizletben két tigyfél érkezése kozotti id6

e jarvanyterjedés modellezésénél: a fertézés atadasanak vagy a gyogyuldsnak az ideje

radioaktiv részecske bomlasi ideje

Exponencialis eloszlas
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A = 1 paraméterii exponencialis eloszlas striiségfiggvénye és 500 darab fliiggetlen, 1 paraméterii expo-
nencialis eloszlasu valdszinliségi valtozobdl allé minta hisztogramja

2.2. Definicié. Legyen A > 0 walds szdm. Az X walésziniiségi vdltozé exponencidlis eloszlast A
paraméterrel, ha eloszldsfiggvénye:

1—e ™M  hat>0;
0 kilonben.

2.1. Allitas (Az exponencidlis eloszlas 6rokifju tulajdonsiga). Legyen X exponencidlis eloszldsi
valdszintségi vdltozo, s,t pozitiv szamok. Ekkor

P(X >s4+tX >s)=P(X >1).

Bizonyitds. A feltételes valdszinliség definicidjat és az exponencidlis eloszlas eloszlasfiiggvényének alakjat
felhasznalva

(X2s+t}n{X>s}) 1-PX<s+1t)

PX > 541X > 5) = L0

P(X > s) O 1-P(X <s)
C1=F(s+t) 1—(1—e ety At
O 1-F(s) 1 —(1—eXs)  eAs

—eM=1-(1-e?M)=1-F()=P(X >1).
O

. Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevé kiszolgalasianak ideje (percben szdmolva) 1/3 paraméterii
exponencidlis eloszlasu valésziniiségi valtozo.



Exponencialis eloszlasok eloszlasfiiggvényei
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7. bra. Kiilonboz8 paraméterti (A = 1,1, illetve 4) exponencidlis eloszlésok eloszlasfiiggvényei

Mennyi a valészintisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgdlni? Mennyi a valdszinlisége, hogy
a vevl kiszolgaldsa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig tart?
Az eloszlasfiiggvény definicidja alapjan
P(X>5)=1-PX<5)=1-F05)=1-(1—-e?)=e?5=
=e%/3 =18,9%.

Hasonléképpen
PR2<X<4)=PX <4)-P(X<2)=F4)-F2)=
=(1- e—4/3) —(1- 6_2/3) — e 2/3 _ o4/3 _ 259

2.3. Pareto-eloszlas

Biztositasmatematikaban, vagy példaul a jovedelmek eloszldsdanak modellezésére hasznéljdk gyakran az
alabbi eloszlast.

2.3. Definicié (Pareto-eloszlds). Az X waldsziniiségi vdltozd Pareto-eloszldsi o > 0 és ¢ > 0 pa-
raméterekkel, ha eloszldsfiiggvénye

0; hat <
1—(%)a; hat>c.

3. Kwvantilisek

3.1. Definici6é (Kvantilis). Legyen 0 < z < 1, és X egy valdsziniiségi vdltozd. Ekkor az X valdsziniiségi
valtozo z-kvantilise:

q. =inf{t e R: F(t) > z}.
Ha az X eloszlasfiiggvénye folytonos, akkor az igaz, hogy

Flg) =P(X <¢q.) =2,

azaz z az a szam, aminél X éppen z valdsziniiséggel kisebb.
A z = 1/2-kvantilis a medidn: P(X <m) =1/2.
A medidn fontos tulajdonsiga: a E(|X — u|) érték az u = m esetén a legkisebb, ahol m a medidn.

Osszehasonlitasképpen: az E((X — u)?) érték az u = E(X) esetén a legkisebb.



Pareto-eloszlas eloszlasfiiggvénye
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8. dbra. Kiilonboz6 paraméterti Pareto-eloszlasok eloszlasfiiggvényei

4. Valosziniiségi vektorvaltozo

Gyakran t6bb mennyiséget egyszerre vizsgalunk, vagy ugyanazt tobbszér megmérjiik. Példaul: véletlenszertien
valasztott ember havi jovedelme, kiaddsa rezsire, illetve élelmiszerre; vagy egy helyen 6t kiilonbozé
miszerrel megmérjiik a homérsékletet.

4.1. Definicié (Valésziniiségi vektorvaltozd). Egy X : Q — R™ fliggvény valdszindségi vektorvdltozd,

ha minden koordindtdja valdsziniségi valtozd, azaz X = (X1, Xa, ..., X,), ahol X1, ..., X, valdsziniségi
vdltozok.
Belathaté, hogy ilyenkor tetszéleges t1,to,. .., t, szamokra

{weN: Xj(w) <t, Xo(w) <tg,...,Xn(w) <t,} €A,
azaz a P(X; < t1, X5 <to,..., X, <t,) valésziniiség értelmes.

Itt X értékei n dimenzids vektorok, vagyis m hosszi szamsorozatok, és X ennek a k. koordinatajat
(elemét) jeldli.
Valdszinfiségi vektorviltozé egyiittes eloszldsa: z; lehetséges értékek és pp, = P(X = x;,) valdsziniiségek
(k=1,2,...).

Az X = (X1, Xs,...,X,) figgvény pontosan akkor valdsziniiségi vektorviltozd, ha minden koordindtédja
valdszintliségi valtozo. Ez alapjan:

4.2. Definicié. Legyen X = (X3, Xo,...,X,) valdszindségi vektorvdltozd. Ekkor az X valdszindségi
vdltozo eloszldsdt az X wvaldszintségi vektorvdltozo k. peremeloszldsanak nevezzik.

Az egyiittes eloszlds meghatdrozza a peremeloszlasokat. Forditva nem, kivéve, ha a koordinaték fiigget-
lenek.

Kétszer dobunk szabélyos kockaval. Legyen X az els6 dobés, Y pedig a dobott szamok koziil a
nagyobb. Ekkor az (X,Y) valészintiségi vektorvéltozé egyiittes eloszldsa:

XY 1 2 3 4 5 6 Gsszesen
1 /36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36  1/6

2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36  1/6

3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36  1/6

4 0 0 0 1/9 1/36 1/36  1/6
5 0 0 0 0 5/36 1/36  1/6

6 0 0 0 0 0 1/6 1/6
Osszesen 1/36 1/12 5/36 7/36 1/4 11/36 1



A peremeloszldsok:
X: (1,1/6),(2,1/6),(3,1/6),...,(6,1/6)
Y: (1,1/36),(2,1/18),...,(6,1/6)

4.1. Egyiittes eloszlasfiiggvény

4.3. Definicié. Az X = (X1,...,X,) valdszindségi vektorvdltozs egyiittes eloszlasfiiggvénye az F :
R™ — [0, 1] fiiggvény, melyre

F(t)=F(ti,....th) =P(X; <t1,Xo <tg,..., X;, < ty),

ha (t1,...,tn) € R™ valds szdmok.
Példgul:

e egy véletlenszeriien vilasztott embert megkérdeziink a havi jovedelmérél (X;), a havi kiaddsairdl
(X2), és az életkordrdl (X3);

e ekkor (X7, Xo, X3) val6szintiségi vektorvéltozd, és
e ha eloszlasfiiggvénye F', akkor példaul

F'(200000, 150000, 40) = P(X; < 200000, X2 < 1500000, X5 < 40)

annak valdszintisége, hogy egy véletlenszertien vélasztott ember havi jovedelme legfeljebb 200000
(forint), havi kiaddsa legfeljebb 150000 (forint), életkora pedig legfeljebb 40 (év).

Az Xq,..., X, fuggetlenségét gy is megfogalmazhatjuk, hogy
F(ty,...,tn) = Fi(t1)Fa(te) ... Fu(tn),

ahol F' az egyiittes stirliségfiiggvény, F; pedig az X; eloszlasfiiggvénye (j =1,2,...,n). Ugyanis ez pont
azt jelenti, hogy

P(X1 <t1,Xo <tg,..., X, <t,,) =P(X1 < t1) ... - P(Xp, < tn),

és éppen ez volt a fiiggetlenség definicidja. Masképpen: a fiiggetlenség azzal ekvivalens, hogy az egytittes
eloszlasfliggvény a peremeloszlasfiiggvények szorzata.

Hazi feladat november 4., szerda, 8:00-ig Tegyiik fel, hogy egy véletlenszerlien valasztott ember
havi jovedelme, X, Pareto-eloszldst valamilyen o > 0 és ¢ = 80000 paraméterekkel (forintban).

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember havi jévedelme legaldbb 150000 forint?

Feltéve, hogy Péterrdl tudjuk, hogy a jovelme legalabb 120000 forint, mennyi annak valészintisége, hogy
Péter jovedelme 150000 forintndl is t&bb?

Hasonlitsuk Ossze a két valdszintiséget, és abrazoljuk a két valésziniliséget ugyanazon az dbran példaul
a = 1-t6l a = 10-ig (lehet més értékeket is valasztani).



