Valészinliségszamitas eléadas, 6. hét, 2020. oktéber 14.

Kovariancia és korrelaciés egyiitthato

Két véletlen mennyiség, valdszinliségi valtozé kapcsolatdnak megértése hasznos lehet Osszetett tarsadalmi,
gazdasagi, természeti folyamatok elemzésekor. Példaul ha tudjuk, hogy ha az egyiknek nagyobb az
értéke, akkor tipikusan a masiknak is nagyobb, és az egyik hamarabb mérhet6, akkor annak a névekedése
el6rejelezheti a masik mennyiség névekedését (példdul ruhavasarlasok jelezhetik elére a gazdasdgi valsdgok
végét).

Ugyanennek az idében lezajlé véletlen folyamatok (idésorok) modellezésében is kulcsszerepe van: nem
mindegy, hogy példaul a tézsdeindex honlapi értéke milyen erdsen fligg 6ssze a maival vagy a korabbiakkal.

Két valdszintiségi valtozo lehet

o fliggetlen: példaul két taldlomra valasztott ember jovedelme, vagy,

o : példaul egy taldlomra valasztott ember jovedelme most, illetve fél év milva
Az Gsszefiigg6ség mértéke kiilonbozé lehet:

e egy talalomra valasztott felndtt életkora és jovedelme ,erdsen Osszefiiggd”, a fiataloké és idéseké
altalaban alacsonyabb;

e egy taldlomra valasztott felnétt életkora és testmagassiga ,,gyengén Osszefiiggd”, hiszen egy fiatal
feln6tt néhet, az idések pedig valamennyit veszitenek a testmagassagukbol, de egyik valtozds sem
nagyon jelentos.

A kapcsolat erosségének jellemzésére tobbféle mérészam hasznédlhatd, ezek kozott van a kovarianca és a
korrelacids egyiitthaté. Ez utébbinak a ,nagy” értékei ,er0s, linearis jellegii” Gsszefliggésre utalnak:
minél nagyobb az egyik mennyiség, annal nagyobb a masik is tipikusan, és a kapcsolat kozelitéleg pozitiv
féegyltthatds, Y = aX + b egyenlettel irhaté le. A korreldcids egyiitthaté negativ értékeket is felvehet,
ez negativ féegyiitthatds, kozelitoleg Y = a X + b jellegli kapcsolatot ir le, ahol tehdt a < 0, és ezért minél
nagyobb az egyik mennyiség, tipikusan anndl kisebb a masik.

Fliggetlen standard normalis eloszlasok

>

1. abra. Fiiggetlen normaélis eloszlasok

Az 1. abréan 500 darab véletlen pontot lathatunk, melyek koordinédtai fiiggetlen standard nomalis el-
oszlasuak. A koordinatdk kozott nincs kapcesolat: a kovariancia és a korreldcids egyiitthaté is O lesz.

A 2. dbrdn 500 elem{ minta a kévetkezd tobbdimenzids normadlis eloszlasbdl: (X, X—\;%Z), ahol X, 7 ~
N(0,1) fiiggetlenek.

Minél nagyobb X, ,tipikusan’ anndl nagyobb (X 4 Z)/v/2 is — ennek megfeleléen a két koordinéta
kozotti kovariancia és korrelacios egyiitthato is pozitiv lesz.



Nem fiiggetlen standard normalis eloszlésok
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2. dbra. Az X és (X +Z)/+/2 egyiittes eloszlasa, ahol X, Z fiiggetlen, 0 varhat6 értékii, 1 szérasti normalis
eloszlasu valdszinliségi valtozdk

1. A kovariancia definicigja és tulajdonsagai

1.1. Definicié. Legyenek X és Y olyan valdsziniségi vdltozok, melyeknek szordsa létezik. Ekkor X és
Y kovarianciaja:
cov(X,Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y)).

e A kovariancia kiszamitasa:
cov(X,Y)=E(X YY) —-EX)E(Y).
e Szimmetria. cov(X,Y) = cov(Y, X), vildgos, ha a definiciéban felcseréljitk X-et és Y-t, ugyanazt
kapjuk.

e Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X,X) = D?(X), hiszen ha Y helyére is X-et frunk, a
szordsnégyzet alakjait kapjuk: E(X — E(X))?) = E(X?) — E(X)2

e Fiiggetlenséggel valé kapcsolat. Ha az X és Y valdszinliségi valtozdk fiiggetlenek, akkor
cov(X,Y) = 0, hiszen kordbban (diszkrét valdszinliségi véltozdkra) beldttuk, hogy fiiggetlenség
esetén a szorzat varhaté értéke a varhaté értékek szorzata.

cov(X,Y) = 0 esetén nem biztos, hogy X és Y fliggetlenek.

e Konstanssal val6 kovariancia. cov(X,c) = 0, ha ¢ valds szdm, hiszen a konstans mindent6l fiiggetlen.

e Linearitas. Egyrészt
cov(X +Y,Z) =cov(X, Z) + cov(Y, Z),

hiszen Gsszeg varhaté értéke a varhaté értékek Osszege, és igy
E(X4+Y)Z2)-EX+Y)E(Z)=E(XZ)+EYZ)-EX)E(Z) -E(X)E(Z),
masrészt tetszoleges ¢ € R valds szdmra
cov(c- X,Y)=c-cov(X,Y),
hiszen E(¢XY) — E(cX)E(Y) = ¢ cov(X,Y).

e A kovariancia értékkészlete. A kovariancia értéke tetszéleges lehet, hiszen példaul ¢ tetszélegesen
valaszhatd.

o Osszeg szérasnégyzete. D2(X +Y) = D2(X) + D2(Y) + 2cov(X,Y). Tovabbs

DQ(zn:XZ) - i D*(X;) +23 cov(Xi, X;).
=1 =1

1<j



Ebbdl az elsét latjuk be:

DX X +Y)=E((X +Y)?) — (E(X +Y))* =
= E(X?) + 2E(XY) + E(Y)? — E(X)? - 2E(X)E(Y) — E(Y)? =
= D*(X) + D?(Y) + 2cov(X, Y).

Tobb tagra hasonléan bizonyithatd az Osszefiiggés. Ebbdl az is lathato, hogy fiiggetlen esetben
valoban a szérasnégyzetek Osszege lesz az Osszeg szorasnégyzete.

e Kiilonbség szérasnégyzete. D?(X —Y) = D?(X) + D*(Y) — 2cov(X,Y).

Ez az el6z6hoz hasonléan bizonyithato.

Egy tizletben az A és B jsdg forgalmat figyelik.

o Az A jsdgbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;

e a B 1jsaghdl eladott példanyok szama Y .

e Tegylik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastak, X paramétere 100, Y-é 180.
e Az A Wjsdg édra 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az 0sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazo bevételnek a kovarianciaja?
Azaz mennyi cov(X + Y, 300X +400Y)?

Mivel minél nagyobb a példanyszam, ,,valésziniileg” annal nagyobb a bevétel, pozitiv kovarian-
ciara szamithatunk.

cov(X +Y,300X + 400Y) £ cov(X,300X) + cov(X, 400Y) + cov(Y, 300X) + cov(Y,400Y) =

b 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y,Y) =

© 30002(x) +4000%(v) 2 300 - 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznéltuk, hogy (a) a kovariancia linedris;

(b) fiiggetlen valdsziniiségi valtozok kovariancidja 0, illetve egy valdsziniiségi valtozd sajét magdval vett
kovariancidja a szérasnégyzete;

(c) egy A paraméter(i Poisson-eloszlasu valészinliségi valtozé szorasnégyzete .

Eladott példanyok és bevétel
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3. dbra. A bevétel (300X + 400Y) és az eladott példényszam (X + V') egylittes eléforduldsa n = 100
fliggetlen megfigyelésbél



2. Korrelacios egyiitthato

A kovariancia bevezetésének célja, hogy két valészintiségi valtoz kozotti tudjuk
mérni.

A kordbbi példaban: a példdnyszam és a bevétel kovariancidja 102000 volt. Viszont ha a bevételt nem
forintban, hanem ezer forintos egységben mérjiik:

X : példanyszam Y : bevétel forintban Z : bevétel ezer forintban,

akkor

cov(X, Z)zcov(X Y > cov(X,Y)

'Too0 ) = 1000 10%

Vagyis a kovariancia a mértékegységtdl fiigg = hasznos egy olyan mennyiség, ami szintén az 6sszefiiggés
er0sségét méri, de a mértékegység valasztasatol fliggetleniil. Ilyen lesz a korrelaciés egyiitthaté.

2.1. Definicié. Legyenek X és'Y olyan valdsziniiségi vdltozok, melyek szordsnégyzete létezik. Fkkor X
és Y korrelaciés egyutthatdja:

cov(X,Y A
RUX,Y) = 5OGEty, ha D(X) > 0,D(Y) > 0;
0, ha D(X) =0 vagy D(Y) =0.

2.1. Allitas (A korrelaciés egyiitthaté tulajdonsigai). (a) Lehetséges értékek. A korrelicids
egyutthato értéke mindig —1 és 1 kozé esik:

|IR(X,Y)| < 1.

(b) Linedris Osszefiiggés. Legyen a > 0 valds szdm, b tetszdleges valds szam. Ekkor

R(X,aX +b)=1 é  R(X,—aX +0b)=—1.

(c) Tegyiik fel, hogy |R(X,Y)| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b wvalds szdmok, hogy az Y = aX +
b egyenlet 1 wvaldsziniséggel teljesil. Vagyis a korreldcios egyiitthato lehetséges legnagyobb értékei
linedris Osszefiliggés esetén érhetdk el.

Ennek az allitdsnak a harmadik része alapjan mondhatjuk, hogy a korrelacios egyiitthaté 1-hez kozeli
értékei erGs, pozitiv f6egyiitthatos linedrishoz kozeli kapcsolatot jelentenek, mig a —1-hez kozeli értékek
szintén er0s, negativ féegyiitthatds, linearishoz kozeli kapcsolatra utalnak. Ugyanakkor a nem linearis
jellegli Osszefiiggéseket a korrelacios egytitthaté nem mindig mutatja ki, lehetséges, hogy az egyik érték
egyértelmiien megkaphaté a masikbdl, mégis 0 koriili a korrelacios egyiitthaté.

3. Példak korrelacios egyiitthatora

Egy iizletben az A és B tujsag forgalmat figyelik.

Az A Gjségbdl egy nap alatt eladott példanyok szama X;

a B 1jsagbdl eladott példanyok szama Y.

Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszldsuak, X paramétere 100, Y-é 180.

Az A jség éara 300 forint, a B-é 400.

Mennyi az 0sszesen eladott példanyok szamanak és az ezekbdl szarmazd bevételnek a korrelacios
egyitthatdja?



cov(X +Y, 300X +400Y)
X +Y,300X +400Y) = =
R(X +Y,300X + 400Y) D(X +Y)D(300X + 400Y)
102000

~ D(X +Y)D(300X + 400Y)

a kordbbi szamolds alapjan, igy a szorasokat kell meghataroznunk.

X ésY fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, az Y-é 180. Ekkor az eladott példanyok
szamanak szorasa:

D(X +Y) =+/D2(X)+ D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73.

A bevétel szérésa (hiszen 300X és 400Y is fuggetlenek):

D(300X +100Y) = 1/3002D2(X) + 4002D2(Y) =
= /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17.

Ezek alapjan a korreldcios egyiitthato:

cov(X +Y,300X +400Y)
D(X +Y)D(300X + 400Y)
102000

= —————— =0,9915.
16,73 - 6148,17 ’

R(X +Y,300X +400Y) =

A korrelacids egyiitthaté lehetséges legnagyobb értéke 1, igy ez erds pozitiv korrelaciét jelent. A 3.
abran lathatjuk is, hogy valéban linedris jellegli, pozitiv meredekségii kapcsolat van a két mennyiség
kozott.

Nézziik meg, hogy hogyan valtozik a korrelacids egyiitthatd, ha az egyik ujsag arat valtoztatjuk.

Egy tizletben az A és B jsdg forgalmat figyelik. Legyen az A 1jsagbdl egy nap alatt eladott
példanyok szama X, a B 1jsagbdl eladott példanyok szama Y. Tegyiik fel, hogy X és Y fliggetlenek,
Poisson-eloszlasiak, X paramétere 100, Y-é 180. Az A wjsig ara 300 forint, a B-é 4000. Mennyi az
osszesen eladott példanyok szaméanak és az ezekbdl szarmazd bevételnek a korrelacios egyiitthatoja?

cov(X + Y, 300X + 4000Y") = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;
D(X +Y) = /D?(X) + DY) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X + 4000Y) = /3002D2(X) + 40002D?(Y) =
= /3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42;

cov(X + Y, 300X + 4000Y) 750000
R(X +Y,300X + 4000Y) = =
(X+7, + ) D(X +Y)D(300X + 4000Y) 16,73 - 53749, 42
=0,83.

A kovariancia tobb lett, a a tipikus értékek is nagyobbak lettek. A korreldcids egyiitthaté értéke kisebb,
mint abban az esetben, amikor az jsagok ara kozel egyforma volt. A 4. dbrén lathatjuk, hogy tovdabbra
is van pozitiv irdanyu Osszefiiggés, de kevésbé illeszkednek egy egyenesre a pontok, és kevésbé hatarozza
meg egyik mennyiség a masikat. Ez kozepesen er6s sszefliggésnek mondhaté.

Nézziik meg pontosabban is, hogy hogyan alakul a korrelacids egyiitthaténak a méasodik Gjsdg aratél vald
fiiggése. Legyen a mdsodik tjsdg dra ¢ (eddig a ¢ = 400 és ¢ = 4000 eseteket néztik).

A fenti szdmoldsokhoz hasonléan
cov(X +Y,300X + ¢Y) 30000 + ¢ - 180

R(X +Y,300X + cY) = = '
(XY 300X+ V) = 5 V) DE00X +e¥) ~ 16,73 v/o000000 T & 150

Az 5. dbran lathaté ez a gorbe. Ha ¢ = 300, a két djsdg ugyanannyiba keriil, ilyenkor a példanyszdm
pontosan meghatdrozza a bevételt, és az Osszefiiggés linedris (300(X +Y) linedris figgvénye X + Y-nak),
ilyenkor a korrelacids egytitthaté értéke a lehet6 legnagyobb, azaz 1. Barmilyen mas esetben ennél kisebb
értéket kapunk.
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4. dbra. A bevétel (300X + 4000Y") és az eladott példanyszam (X + V') egyiittes eléforduldsa n = 100

megfigyelésbél

A példanyszam és bevétel korrelacios egyiitthatéja
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5. dbra. A bevétel (300X +cY) és az eladott példanyszam (X +Y") korreldcids egytitthatéja c figgvényében

Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlen, 4 szdérasu Poisson-eloszlasu valdszintiségi valtozdk. Szamitsuk ki X
és —2X + Y korrelacids egyiitthatéjat.

R(X,-2X +Y) =

cov(X,-2X +Y)

(=2) - cov(X, X)4cov(X,Y)

D(X)D(—2X +Y) D(X)D(X +Y)
 —2D%(X) —2D?(X)
T DX)D(—2X +Y)  D(X) /D(2X) + D2(Y)
42

_ —2D%(X) _ (=2
D(X) /((-2)?+1)-D*(X) 4

) .
\/5

4

Kozepesen erds negativ korrelaciot kaptunk.

2
=—"_=-0,89.
NG

Itt cov(X,Y) = 0, mert X és Y fiiggetlenek. A fiiggetlenséget az Osszeg szérdsanak kiszamitdsakor is
hasznéltuk, viszont X-rél és Y-rdl ezen kiviil valéjaban elég lett volna annyit feltenni, hogy

, azaz D(X)
hasznéltuk, hogy

D?*(eX) = 2D?*(X)

=

D(cX) = |c|D(

D(Y') — sem a Poisson-eloszlastol, sem a 4-t6l nem fligg a végeredmény. Azt is

X).



4. Korrelacié és ok-okozat viszonya

e napsiitéses 6rék szdma és hémérséklet: pozitiv korreldcié (kivéve néha télen), van ok-okozati
Osszefiliggés

e napsiitéses 6rak szama és homennyiség: negativ korreldcié, van ok-okozati Gsszefiiggés

e anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacid, és mindkét iranyban lehet ok-
okozati Gsszefiiggés

o kérdezziink meg egy véletlenszertien valasztott embert, hogy mennyi idét toltott 2019-ben a tenger-
parton t6ltott id6, és jellemezziik az egészségét is egy szdmmal (minél nagyobb, anndl egészségesebb
az illetd):

ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati Osszefiiggés a tengerparton
toltott id6 oOsszefiigg az anyagi helyzettel, ami az egészséggel, tehat nem kovetkeztethetiink arra,
hogy kozvetleniil ez okozza az egészséget, csak a tengerparttdl nem biztos, hogy egészséges lesz
valaki. Mar csak azért sem, mert aki beteg, kevésbé megy a tengerpartra.

e a valdsok ardnya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztds az USA-ban: van pozitiv
korrelacié (R = 0,9926, a 6. dbra is ezt mutatja), de feltehet6en nincs ok-okozati 6sszefiiggés,
legaldbbis akkora nincs, ami ilyen magas pozitiv korreldciés okozna (a kép forrdsa és tovabbi példék:
http://tylervigen.com/spurious-correlations)

Divorce rate in Maine
correlates with

Per capita consumption of margarine

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

4.95 per 1,000
62 per 1,000

4.29 per 1,000

Divorce rate in Maine
pawnsuo auliee

3.96 per 1,000 2Ibs
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

-8~ Margarine consumed - Divorce rate in Maine

6. dbra. A valdsok ardnya Maine allamban és a fejenkénti margarinfogyasztas az USA-ban, korrelécids
egylitthato: 0,9926, http://tylervigen.com/spurious-correlations

,Big data” analizis: 200-300 mennyiség kozott konnyen taldlhaté néhany olyan par, amik ok-okozati
Osszefliggés nélkiil is nagy pozitiv korrelacioval rendelkeznek, de olyanok is, amik kozott valds Osszefiiggés
van — mindez alaposabb vizsgalatot igényel.

Osszefoglalva: énmagéban a korreldcids egyiitthatébdl nem tudunk kovetkeztetést levonni arra nézve,
hogy barmelyik irdanyban is pozitiv Osszefliggés lenne a vizsgalt mennyiségek kozott.

5. Korrelalatlansag

5.1. Definicié. Ha az X,Y waldsziniségi vdltozok kovariancidja 0, akkor azt mondjuk, hogy X ésY
korrelalatlanok.

Kérdés, hogy mi ennek a kapcsolata a fiiggetlenséggel.

’ X és Y fiiggetlenek ‘ z ’ X és Y korrelalatlanok

Legyen X és Y két fiiggetlen, szabalyos kockadobas eredménye.

]U:X+Yaz6sszeg\ ’V:X—Yakﬁlénbség‘




cov(U, V) = cov(X + Y, X ~Y) = D*(X) — cov(X,Y) + cov(X,Y) — D*(Y) =0

Tehat U és V korrelalatlanok.

Ugyanakkor U és V , példaul mert
2 1
0=PU =11,V =0)#P(U=11)-P(V =0) = o - =
Dobott szamok &sszege és killonbsége
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7. dbra. A dobott szdmok kiilonbségének (X —Y') és a dobott szdmok Gsszegének (X +Y) egylittes
el6fordulasa 100 megfigyelésbol

Azt, hogy a korreldlatlansag vagy alacsony korrelacié nem jelent fliggetlenséget, az aldbbi példan is
megnézhetjiik (8. dbra). Itt a (0,1) intervallumbdl sorsoltunk szamokat, ez X, és ebbdl az Y = X0
Osszefiiggéssel szamoltuk ki a masik valdsziniiségi valtozot. fgy Y monoton névé, determinisztikus
fliggvénye X-nek, ez tehat erds pozitiv irdnya Osszefiiggést jelent: minél nagyobb X, annal nagyobb
Y. Mivel azonban az 0sszefiiggés nem linedris jellegii, a korrelaciés egyttthatd értéke csak 0,5 kortili — ez
ugyan pozitiv, de nincs kozel a lehetséges legnagyobb értékhez, 1-hez, ez kozepes erésségli Osszefliggést
jelentene csak. Hasonléképpen még a 0 koriili korreldcids egytitthaté is jelenthet erds, csak nem linearis
jellegli Osszefiiggést.

Alacsony pozitiv korrelacio
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8. dbra. Az X?° fiiggvény

Hazi feladat oktéber 21., szerda, 8:00-ig Egy felmérésben 1000 férfit és 1500 nét kerestiink meg.
Tegyiik fel, hogy mindenki a t6bbiektol fiiggetleniil 0, 6 valosziniiséggel vélaszol a megkeresésre. Szamitsuk
ki a vélaszadé férfiak szaméanak és az Osszes védlaszadd szaménak a korrelacids egytitthatéjat.

Sorsoljunk két, egyenként 100 elemii mintat, mely a vélaszadé férfiak, illetve a valaszadd ndk szamat
reprezentalja. Készitsiik el az Osszes valaszadd szaménak adatsorat is, és szamitsuk ki a valaszado férfiak
és az Osszes vdlaszadd szamdnak a tapasztalati korrelacids egytitthatéjat (az R-ben cor). Abrazoljuk is



a két adatsor egylittes eloszldsat (az R-ben példdul osszes~ferfi). Hasonlitsuk Gssze a tapasztalati
korreldcids egylitthatét a fent kiszamitott értékkel, és értelmezziik is az eredményeket: milyen jellegii
Osszefiiggésre kovetkeztethetiink?

A megolddsnak a programkdéd és a kérdésre adott egy-két mondatos véalasz is a része.



