Valészinliségszamitas el6adas, 4. hét, 2020. szeptember 30.

Valoszintiségi valtozok, varhato érték, széras, binomialis eloszlas

1. Valészintiiségi valtozok

események (egy kisérlet eredményéhez igen vagy nem tartozik):

e A: holnap lesz csapadék Budapesten
e B: egy véletlenszertien valasztott magyar ember Budapesten lakik

o (' egy véletlenszertien valasztott magyar ember 500000 forintndl tobbet keres
valészintiiségi valtozdk (egy kisérlet eredményéhez egy szam tartozik):

e X: a holnap Budapesten lehullé csapadék mennyisége mm-ben
e Y egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyitészama

e 7: egy véletlenszerlien vélasztott magyar ember brutté havi keresete forintban

Valdszintiségi valtozokkal kapcsolatban az aldbbi tipusi kérdések fordulnak elé gyakran.

e X: a holnap lehull$ csapadék mennyisége mm-ben — P(X < 5), azaz mennyi annak valdszintisége,
hogy holnap legfeljebb 5 mm csapadék esik;

e Y: egy véletlenszerlien vélasztott magyar ember lakcimének irdnyitészéma — P(Y = 2092), azaz
mennyi annak valészinlisége, hogy a kivalasztott ember Budakeszin lakik, iranyitészama ponto-
san 2092

e 7: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember brutté havi keresete forintban — P(Z < 500000),
azaz mennyi annak valdsziniisége, hogy a kivalasztott ember legfeljebb brutté 500000 forintot
keres havonta

Ez vezet el a definici6hoz: gy definidljuk a valészintiségi véltozot, hogy a P(X < t) fogalom értelmes
legyen, azaz {X <t} egy esemény legyen, benne legyen az események 4 halmazdban.

1.1. Definicié (Valdsziniiségi valtozd). Egy X : Q — R figguény valészintiségi valtozd, ha tetszdleges

t valos szamra teljestl, hogy (X<t} = {weQ: X(w) <t} e A
azaz tetszéleges t valds szdmra a P(X < t) valdszindség értelmes.

Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a fiik szama. Ekkor az Osszes lehet&ség halmaza
Q, és X : Q — R fliggvény az alabbi médon:

Q={FFF,FFL,FLF,FLL,LFF,LFL,LLF,LLL};

X(LLL)=0;  X(LLF)=X(LFL)=X(FLL) =1;

X(FFL)=X(FLF)=X(LFF)=2; X(FFF)=3.
Az X valdsziniiségi valtozo lehetséges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz

A lehetséges értékekhez tartozé valdszintiségek, feltéve, hogy a gyerekek egymédstol fiiggetlentil 1/2 valészintiséggel
fiuk:
P(X =0)=1/8, P( ) =3/8,

P(X =2)=3/8, P(X=3)=1/8.



1.1. Diszkrét valdszintiségi valtozd eloszlasa

1.2. Definicié. Az X : Q — R wvaldsziniségi valtozé diszkrét, ha ha lehetséges értékeinek halmaza
véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

Legyenek az X diszkrét valdszintiségi valtozo lehetséges értékei:
{xl,xg,...}, és pk:]P’(X:l‘k) (]{?:1,2,...).
Ekkor az (z1,p1), (2, p2), ... sorozat az X valdsziniiségi véltozé eloszlasa. Ilyenkor

oo
pr > 0 minden k-ra, és Zpk =1,
k=1

azaz a (pr)k>0 sorozat valésziniiségeloszlas.
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1. dbra. A fiik szdméanak eloszldsa harom gyerek koziil

Valakinek hdrom gyereke sziiletik, X a fitk szdma, feltessziik, hogy mind a 23 = 8 lehetéség
egyformén valészinii. Ekkor X lehetséges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz — X diszkrét.

Ahogy lattuk:

Mindezek alapjan X eloszlasa az aldbbi sorozat:
0,1/8),  (1,3/8),  (2,3/8),  (3,1/8).

Az 1. dbrén ldthatjuk is ezt az eloszldst, a P(X = k) valdszintiséget dbrézolva a k fliggvényében.

szabalyos kockadobas. Egyszer dobunk szabalyos dobdékockaval, jelolje Y a dobott szamot. Ekkor
Y diszkrét, és az eloszlasa:

(1,1/6), (2,1/6), (3,1/6), (4,1/6), (5,1/6), (6,1/6).
A fiuk szdmanak eloszldsa: a lehetséges értékek:
{07 1, 27 3}
és a hozzdjuk tartozo valdszintiségek:

1/8, 3/8, 3/8, 1/3.



1.2. Valészintiiségi valtozo eloszlasa altalanosan

A valdszintliségi valtozok eloszlasat altalanosabb esetben az alabbi médon irhatjuk le.
Nem feltétleniil diszkrét X : Q — R valdszintliségi valtozo6 eloszlasa: @Qx mérték, melyre
Qx(B) =P(X € B),
ahol B C R megfelel$ feltételeket teljesité halmaz (Borel-halmaz).
Példdul: B = [a, b] intervallum esetén
Qx([a,b]) =P(X € [a,b]) =Pla < X <D).
Vagy B = (—o0,t] félegyenes esetén
Qx((—o00,t]) =P(X € (—o0,t]) = P(X <t).

2. Diszkrét valdsziniiségi valtozok varhato értéke

A diszkrét valdszintliségi valtozdt az eloszlasaval irhatjuk le részletesen, de gyakran sziikségiink van egyéb
jellemzéire is. Az egyik legfontosabb jellemz6 a varhaté érték, ami egyetlen szam, és, ahogy kés6bb
latni fogjuk, teljesiti példaul azt, hogy a valdszinliségi valtoz6 (megfelel6 feltételek mellett, megfeleld
értelemben) nagy valésziniiséggel nem esik tilsdgosan messze téle. Sét: a 2. dbrén két dobbkocka esetében
tekintettiink 800 — 800 dobast, és k fiiggvényében dbrazoltuk az elsé k dobas atlagat. Lathato, hogy ez
atlag egy-egy adott értékhez kozeledik, ez szintén a varhatd érték lesz ezekben az esetekben.
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2. dbra. A dobasok atlaganak valtozasa a dobdsok szamanak novelésével

Szerencsejaték igazsdgos dra: a nyeremény varhaté értéke, példdul ha 1/1000 valészintiséggel 1000000
forintot nyertink (kiilénben semmit), akkor 1000.

Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobdkockédval dobunk. A nyeremény varhaté értéke:
21

3,5.
6 )

1
GA+2+..+6)

Ha szabdlytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:

1 1 1 13
GOH2H3 444546 = (243 +445)+ 5 6= =433

Ha sokszor dobnénk, az dtlag is egyre kozelebb lenne a fent kiszamitott értékhez (errél sz6l majd a
nagy szamok torvénye), emiatt is fontos ez a fogalom a statisztikdban is.

2.1. Definicié (Varhaté érték, diszkrét eset). Legyen X : Q — R olyan diszkrét valdszindiségi vdltozd,
melynek eloszldsa (x1,p1), (x2,p2), ..., azaz P(X = x;) = p;, ahol i =1,2,.... Ekkor X wvdrhato értéke:

(o) o0
E(X) = inpi, ha Z |zi|p; < oo.
i=1

i=1



Ha az X-nek csak véges sok lehetséges értéke van, akkor csak véges sok tagbdl all az 6sszeg, ekkor mindig
létezik a varhatd érték

Legyen X a fitk szama a harom gyerek koziil. Ekkor

1 3 3 1 12 3
E(X)=0-—+1-242.-243.-="=2=15
0 gl gtegti g5 a7h

Legyen Y egy szabdlyos dobdkockaval dobott szam. Ekkor

1 1
E(Y)=1--+2->+3-

1 1 1 21 7
6 6 6 6

1

2.1. Allitas (A véarhaté érték tulajdonsigai). A vdrhatd értékre az aldbbi tulajdonsdgok jellemzdk.

o (elfajult eloszlds) Ha X = ¢ fenndll 1 valdszindséggel: BE(X) =c¢-P(X =¢) =c.

(korldtossdg) Ha a < X < b valamely a < b szdmokra, akkor a <E(X) <b.

(egyenletes eloszlas) Ha az x1,xa, . . ., x, szdmok mindegyikének 1/n a valdszindsége, akkor a varhatd
érték a szamok szdmtani kéozepe: T = %(Jcl +.. 4z,

(indikdtor) Legyen 14 az A esemény indikdtora, vagyis 1, ha A bekéovetkezik, és O killonben. Ekkor
El4)=1-PI4 =1)=P(A).

(6sszeg) Ha X, Y waldszintiségi vdltozok és X +Y wvdrhatd értéke létezik, akkor

E(X +Y) =E(X) +E(Y).

Gyakran el6fordul, hogy egy valdszintiségi valtozé egy fliggvényének a varhaté értékére vagyunk kivancsiak.
Ez lesz hasznos példaul a széras kiszamitdsakor, de gondolhatunk példaul hasznossagfiiggvényre is: X nye-
remény (vagy barmilyen pénzosszeg) hasznossdga g(X) lehet egy ember szdmadra, ekkor ennek a vérhatd
értéke is érdekes.

2.2. Allitas. Legyen X : Q — R diszkrét valdszintiségi vdltozo, melynek lehetséges értékei xq1,xa, ..
tovabbd P(X = xy) = pi teljesil k > 1 esetén. Legyen tovdbbd g : R — R figgvény. Ekkor

e

E(9(X)) = g(x1)p1 + g(x2)p2 + g(23)p3

ha ez a varhato érték létezik.

Péld4ul: legyen Y egy szabalyos dobdkockaval dobott szam. Ekkor g(z) = z2-tel:
1 1 1 1 1 1 91
E(Y?)=1--+2% —+3% —44%. - 4+5°. — +6° - = — =15,17.
(¥ 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 6 ’

Nem mindig létezik ez a varhaté érték. Példdul (szentpétervari paradoxon): Z geometriai eloszlast

= 1/2 paraméterrel (azaz pp = 57, g(x) = 2°. Ekkor

1 1 1
E(g(Z)) =2'- 5+22 2—2+23 G =ttt =0

A teljes valoszintiség tételének a varhato érték szamitasara is van kovetkezménye: ha egy teljes eseményrendszer
eseményeire feltételesen ismerjiik egy valészin(iségi valtozd varhaté értékét, és az egyes események valdsziniisége
is ismert, akkor dsszerakhaté a feltétel nélkiili varhaté érték is,

2.2. Definicié (Feltételes varhaté érték). Legyen X diszkrét valdsziniiségi viltozd, melynek lehetséges
értékei x1,Ta, ..., €s B pozitiv valosziniségii esemény. FEkkor az X -nek a B-re vonatkozo feltételes varhato
értéke:

E(X|B) = Zxkﬂ” — 24| B) = Zxk {X(Z’“)}QB).



Példaul: két szabilyos kockadobasndl az els6 dobés feltételes varhatéd értéke, feltéve, hogy az Gsszeg 6:
hérom.

2.3. Allitas. Legyen X véges vdrhato értéki valdsziniiségi valtozo, By, Ba, ... pedig teljes eseményrendszer
(azaz unidjuk Q, és bdrmely kettd metszete ires). Ekkor

E(X) = E(X|B1)P(B1) + E(X|Bo)P(By) + ... = > E(X|By)P(By).
k=1

Ha csak véges sok eseménybol dll a teljes esményrendszer, akkor ez eqy véges Osszeq lesz.

3. Valodszinliségi valtozdk szoérasa

Lehetséges motivdcié: nem mindegy, hogy a buszok litemesen (szabdlyosan) tiz percenként érkeznek,
vagy a kovetési id6 varhatd értéke tiz perc, de hol 6t, hol tizenot percenként jonnek; egy méroeszkoztol
a mérési hiba, vagyis a mérés bizonytalansiga is fontos, példaul nem mindegy, hogy adott pontossig
eléréséhez hany mérést kell atlagolni.

3.1. Definici6é (Szérasnégyzet (variancia)). Legyen X : Q — R waldszindiségi vdltozo, melyre E(X?)
létezik. Ekkor X szordsnégyzete:

D2(X) = E((X - JEX)2>.

3.2. Definici6 (Szdras (standard deviation)). Legyen X : Q@ — R waldszindségi vdltozd, melyre
E(X?) létezik. Ekkor X szdrdsnégyzete:

D(X) = IE((X - IEX)2>.

Van olyan valdszinliségi valtozd, melynek varhato értéke létezik, de a szdérdsa nem. Viszont ha egy
valészintiségi valtozonak létezik a szérasa, akkor a varhatd értéke is.

A szérést gyakran nem a definicié, hanem az alabbi allitds alapjdn szamithatjuk ki.

3.1. Allitas. Legyen X olyan diszkrét valdsziniiségi vdltozd, melyre B(X?) létezik. Ekkor
D¥(X) = E(X?) - [E(xX)]”

Bizonyitds.

D2(X)

E((X - EX)Q) - E<X2 — 2XE(X) + IE(X)2> -
=E(X?) - E(2XE(X)) + E(X)* =
= B(X?) - 2E(X)? + B(X)? = B(X?) - [E(X)]*,

ahol felhaszndltuk, hogy Osszeg varhaté értéke a varhato értékek Osszege, illetve hogy a konstans szorzé
kiemelhet6.

Megjegyzés: az x1,xa,...,T, Szamok tapasztalati szérasa
n n
1 \2 1 9 2
—E (xz—x) = —E x; — T
n n
i=1 i=1

3.1. Egész értéki valdszintiségi valtozd szérasa

3.2. Allitas (A sz6ras kiszamitisa egész értékek esetén). Legyen X olyan diszkrét valdszindségi
vdltozo, melyre B(X?) létezik, és melynek lehetséges értékei nemnegativ egészek. Ekkor

D*(X) = i EFP(X =k) -E(X)* = i E*P(X = k) — [i kP(X = k;)] 2.
k=0 k=0 k=0



Legyen tovabbra is X a fiik szdma harom gyerek koziil:

P(X=0)=1/8; P(X=1)=3/8 P(X=2)=3/8; P(X=3)=1/8.

Diszkrét esetben igy szamolhatunk:

Ebbdl és a korabbi szamolasbol

D*(X) = B(X?) — [E(X)]* =3 1,5 —3-9295-0,75="2

i
3
D(X) = /7 = 0,866.

Legyen X egy szabalyos dobdkockaval dobott szam. Ekkor

Végil pedig a fitk szamanak szérasa:

1 1 1 1 1 1 91
F(X2) = -.1242.924 -.32 - .42, - .52 - .62 2=
()6 +6 +63+6 +65+66 G
Mdsrészt 1 1 ) L 1 1 .
EX)==-1+4=--24+=--34+=--44+=--54+=--6=—.
(X) 6 +6 +6 +6 +6 +6 2
Ebbdl

D*(X)=E(X?) —E(X)* = % - (;) =2,92.

A kockadobds szérésa: D(X) = +/2,92 =1,71.

Altaléban n oldali dobékocka esetén: D(X) = %

4. Binomialis eloszlas

A diszkrét eloszlasok koziil vannak bizonyos tipusuak, melyek gyakran el6fordulnak az alkalmazasoknal,
ezeket érdemes kiilon megvizsgalni. Ezek kozé tartozik a binomialis eloszlas.

Nézziink el6szor egy példat (kovetkezd oldal).



Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.

Tegytik fel, hogy egy tetszoleges napon egymastdl fliggetleniil

mindannyian p = 0,03 valdsziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hidnyoznak a csapatbdl?

WEeOO®®

0,03][0,031[0,971[0,97][0,97][0,97] — 0,032 -0, 97*
0,03]/0,971[0,031[0,97[0,97[0,97| — 0,032 0,97
0,03]/0,97([0,97[0,031[0,97[0,97| — 0,032 0,97

SZOTZas

\0,97H0,03H0,03H0,97H0,97H0,97\ —0,032.0,974

\0,97H0,97H0,97H0,97H0,03Ho,os\ —0,03%2.0,974

P(pontosan két hidnyzd) = (g) -0,032.0,97* = 1,2%.

Itt tehat (g)—féleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét, és barhogy is valasztottuk Oket, annak a
valésziniisége, hogy pontosan &k hidnyoznak, 0,032 - 0,974, felhaszndlva, hogy a hidnyzdsok fiiggetle-
nek, {gy annak a valésziniisége, hogy az egyes emberek hidnyoznak (nem hidnyoznak), a kiilon-kiilon vett
valdsziniiségek szorzata.

A fenti helyzetet igy dltaldanosithatjuk:

e n fiiggetlen kisérletet végziink;
e mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;

e X a sikeres kisérletek szama.
Péld4ul:

e Visszatevéses mintavétel, n hizas, p a fekete golydk aranya.

e Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg, egy adott kérdésre mindenki egymastdl fiigget-
leniil p = 0, 8 valészintiséggel valaszol. A vélaszok szdma binomidlis eloszldsu.

e Egy biztosité n = 60000 ligyfelének mindegyike egymastdl fiiggetleniil p = 0,0001 valdszintiséggel
okoz balesetet egy adott évben. A balesetet okozé ligyfelek szama binomidlis eloszlasu.

Mennyi a valdsziniisége, hogy pontosan k kisérlet sikeriil, azaz X = k7 Ahogyan a kordbbi példdban
lattuk:

e A jé lehetéségek szama, azaz hényféleképpen valaszthatjuk ki, hogy melyik k kisérlet sikeres: (Z)

e Egy j6 lehetéség valészintisége: p*(1 — p)"~F, hiszen a kisérletek fiiggetlenek, ezért az egyiittes
bekovetkezés (metszet) valdszinlisége a valdsziniiségek szorzata, és k kisérlet sikeriil, a tobbi n — k
nem.

e Mivel minden j6 lehet6ség ugyanolyan valészini, az X = k valdsziniisége a lehetOségek szaménak

és egy lehet6ség valdszinliségének szorzata:

P(X =k) = (Z)pk(l —p)"F (k=0,1,...,n).



fgy juthatunk el a binomidlis eloszlas definiciéjahoz.

4.1. Definicié (Binomidlis eloszlas). Az X wvaldsziniiségi vdltozé binomidlis eloszlasi n renddel és
p paraméterrel, ha lehetséges értékei:

0,1,2,....n,

és minden 0 < k < n egészre

(n>1 egész, 0 < p < 1.) Jeldlés: Bin(n,p).

Bin(n=20, p=0,75)

0.15 020
1
|

Valészinlségek
0.10

0.05

__________ DDH oS

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 18 17 18 19 20

0.00
L

Lehetséges értékek

3. abra. Binomidlis eloszlds, n = 20, p = 0, 75. Vizszintes tengely: lehetséges értékek, azaz k = 0,1, ..., 20,
oszlopok magassiga: a P(X = k) valészin(iségek. Varhaté érték: 15, széras: 1,93.

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre minden résztvevd

egymastol fliggetleniil p = 0, 8 valészintiséggel valaszol. Jelolje X, hogy hanyan véalaszoltak erre a
kérdésre. Ekkor

e X binomidlis eloszlasii n = 1500 renddel és p = 0, 8 paraméterrel.

e Tetszbleges 0 < k < 1500 esetén

P(k vélasz) = P(X = k) = (Z)pk(l —p) k=

e Példaul annak valdsziniisége, hogy pontosan k = 1200-an vélaszolnak a kérdésre:

1500

P(1200 valasz) = P(X = 1200) = (1200

)0,81200 -0,2%00 = 2 57%.

4.1. Allitas. Ha az X wvaldsziniségi valtozé binomidlis eloszlast n renddel és p paraméterrel, azaz

P(X = k) = (Z)pk(l —p)" T (k=0,1,...,n),

akkor X varhaté értéke, illetve szorasa:

E(X)=np  D(X) =

Vnp(l —p).



Bizonyitds. Csak a varhat6 értékre vonatkozé részt bizonyitjuk. Definicié szerint

E(X) = kzn:_ok’ : (Z)pk(l -

a jobb oldalon lathaté Gsszeget azonban nem kell kiszamitanunk, ha felhasznaljuk a varhaté érték egyik
tulajdonsagat, az additivitast.

A binomidlis eloszldsra gy is gondolhattunk, mint a sikeres kisérletek szamara, n fiiggetlen, p valésziniiséggel
bekovetkezd eseménybol. Tekintsiik az alabbi indikator valdszintiségi valtozokat minden j = 1,2, ..., n-re:

I — 1, ha a j. kisérlet sikeriil;
7700, Kkiilénben.

Ekkor az II; indikatorok dsszege éppen X lesz. fgy a 2.1. allitas alapjan
n n n
E(X) = E(Zﬂj> =Y E@) =) 1-P(;=1)=np. O
Jj=1 j=1 j=1

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre minden résztvevd
egymastol fliggetleniil p = 0, 8 valészinliséggel valaszol. Jelolje X, hogy hanyan véalaszoltak erre a
kérdésre. Ekkor

o A vélaszaddk szdmédnak varhaté értéke:

E(X) = np = 1500 - 0,8 = 1200.

o A vilaszaddk szdmdnak szorasa:

D(X) = +/np(1 — p) = /1500-0,8-0,2 = 15, 5.

Hazi feladat oktdober 7., szerda, 8:00-ig Egy liftben 15 ember szall be a foldszinten. Mindenki
egymastol fiiggetleniil kivalasztja az 1,2, ..., 10 emeletek valamelyikét, mindegyiket azonos valdszintiséggel
valasztva. Legyen X az olyan emeletek szama, ahol nem szall ki senki. Szamitsuk ki X varhaté értékét.
(segithet, ha el6szor 10 helyett 1,2, 3 emelet esetén végezziik el a szamitdst).

Készitsiink szamitégépes szimulaciot, ami a fenti helyzetet modellezi, vagyis kisorsolja, hogy hol szallnak
ki az emberek, és kiszamitja X értékét. Ismételjiilk meg ezt a kisérletet 100-szor. Mennyi lett a 100
kisérletbol kapott X értékek atlaga? Hasonlitsuk ezt Ossze a kiszamitott varhato értékkel.



