Valészinliségszamitas el6adas, 3. hét, 2020. szeptember 23.

Szitaformula, feltételes val6osziniiség, fliggetlenség

1. Szitaformula

EmlékeztetSiil: a valészinliség egyik tulajdonsdga az volt, hogy ha A, As,... € A paronként kizard
események (azaz A; N A; = () tetszbleges i # j esetén), akkor

() -Sew

Kérdés, hogyan szamolhatunk, ha nem tételezziik fel, hogy az események paronként kizaroak.

Egy 72000 f6s varosban harmincezer embernek van autdja, huszonotezernek lakasa, tizenkétezernek
mindketté. Mennyi a valdszintiisége, hogy egy véletlenszertien valasztott lakos az autd és a lakés koziil
legalabb az egyikkel rendelkezik? Feltessziik, hogy minden lakost azonos valésziniiséggel valasztunk.

ﬂzooo 6

Legyen A az az esemény, hogy egy véletlenszerlien valasztott lakosnak van autéja, L az, hogy van lakasa.
Ekkor igy szdmolhatunk az dbra alapjan:

30000 = 25000 12000 43000

72000 * 72000 72000 72000 59%

P(AUL) =P(A) +P(L) —P(AN L) =

Egy mésik lehetséges indoklas ugyanerre, ami altaldnosan is miikédik:
P(AUL) =P(AU(L\ A) =P(A)+P(L) —P(AN L) = 59%,
hiszen A és L\ A kizér6 események, valamin L\ A és L N A is kizardak, igy P(L\ A) + P(LN A) =P(L).

Ha azt kérdeznénk, hogy harom esemény esetén mennyi a valésziniisége, hogy legaldbb az egyik bekovet-
kezik, hasonléan szamolhatunk:

Q?B | ansne

Ekkor az események valdszintiségeit Osszeadva kétszer szamoltuk a metszetekben 1év6 elemi eseményeket,
ha azonban ezeknek levonjuk a valdszintiségét, a harmas metszetben 1év6 elemeket egyszer sem vettiik
figyelembe, ennek valésziniiségét még hozzd kell adnunk:




P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)
+P(AnBNC).

Ezek alapjan megfogalmazhatjuk az alabbi allitast.

1.1. Allitas. (a) Szitaformula két eseményre. Annak valdszinisége, hogy A és B események koziil
legaldbb az eqyik bekovetkezik:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

(b) Szitaformula harom eseményre. Annak valdsziniisége, hogy A, B és C' események kozil legaldbb
az eqyik bekovetkezik:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB)—
—P(ANC)-PBNC)+P(ANBNC)

(c) Szitaformula &altaldnosan: az Ay,..., A, események unidjinak (vagyis annak, hogy legaldbb az
eqyik bekovetkezik) a valdszindsége:

P

-

Ai) = P(A1) + P(As) + ...+ P(An) — P(A; N Az) — P(A; N A3)—

i=1

— = P(A 1 NA) +P(AT N AN Ag) + ..

= i(_l)k—i_l Z P(A“ ﬂAiz ﬂ...ﬁAik).

1 1<i1<i2<...<ix<n

Emlékeztet6iil: a valdszinliség egyik tulajdonsdga az volt, hogy ha Ay, A, ... padronként kizaré események,
vagyis semelyik ketté nem kovetkezhet be, akkor az unidjuk valészintlisége a valdszintiségiik osszege. Ezt
tekinthetjilk a szitaformula specidlis esetének is, hiszen ilyenkor a képletben minden olyan tag, ahol
legalabb két esemény metszete szerepel, 0 lesz.

Egy kisfida Kinder-figurakat gytjt. Tizféle Kinder-figura van, a tojasokban a t6bbitdl fliggetleniil
mindegyik azonos valdszinliséggel talalhaté. Mennyi a valdszintisége, hogy 20 Kinder-tojas felbontasa
utdn mind a tiz figurdbdl lesz legalabb egy példanya?

Legyen A; az az esemény, hogy az i. figura nincs meg a kisfiinak (¢ = 1,...,10). Ekkor annak a
valészintlisége, hogy mind a 10 figurdbdl van neki legalabb egy: 1 — P(A; U... U Ajg).

Kezdjiik el felirni a szitaformulat. Az els6 tag:
920
’ 1020°

hiszen A; azt jelenti, hogy a j. figura nem fordulhat el6, a t6bbi 9 koziil barmelyik barmelyik tojdsban
lehet, az sszes, egyforman valészinii eset szdma pedig 10%° (gondolhatunk a visszatevéses mintavételre).

]P)(Al) + ]P)(Ag) + ...+ P(Alo) =10

Hasonldképpen a kovetkezd tag, amit le kell vonnunk:
10 8%
P(A; N A2)+P(A;NA3)+ ... +P(Ag N Ayg) = N

hiszen a tagok szdma megegyezik az 1,2,...,10 koziil kivdlaszthaté parok szamaval, A; N A; pedig azt
jelenti, hogy az 7. és j. figura nem fordulhat el6, igy mindegyik tojasban 8-féle figura lehet. Ezt a
gondolatmenetet folytatva a szitaformula alapjan azt kapjuk, hogy

920 710\ 820 /10\ 720 _ 10\ (10 — k)20
P(A U, .UA) =10 —— — [ ) — S G Lo (gl B .
(A1U...U A1) =10 105 (2) 1020+(3> 1020 ;( ) (k) 0 T8 53%

Ez tehat annak valdszintlisége, hogy legaldbb az egyikfajta figura hidnyzik, és igy a keresett valészintiség:
100 — 78,53 = 21,47%.



2. Feltételes valoszintliség

A feltételes valdsziniiség fogalmanak segitségével valaszt kaphatunk arra, hogy egy plusz informaécié ho-
gyan fejezodik ki a valdszinliségek meghatarozasakor. Tekintsiik el6szor az aldbbi példat, utdna pedig
ugyanezt altalanosabban.

[feltétel: plusz inform:icié]

Gabornak harom gyereke van, mindegyikiik 1/ lealészfnﬁséggel fiu.
Azt is eldrulja, hogy pontosan egy fia van (B esemény).
Most mennyi a valdsziniisége, hogy a kozéps6 gyermeke fiti?

Sk A esemény
egyformén / q \
valészini B P(B) _ 3/8
lehetoség FFF L
A-nak B-re LFF LFL|«—— |P(ANDB)=1/8
vonatkozd

FLF L _ 1 _
feltételes P(A) = 5 = 50%

valészintisége k FFL LLL j

P(A|B) = 240B) _ 18 _ 1 <1 =P(A) ebben az esetben.

Altalanosabban: legyenek A, B € A események gy, hogy P(B) > 0.

Ekkor az A eseménynek B-re vonatkozo feltételes valdsziniisége:

P(ANB) €— | metszet valdszinlsége
P(A|B) = Xoa). ( ze)

| A és B is bekovetkezik

[feltétel Valészinﬁségej

P(B) > 0, lehet osztani

Ertelmezés: feltéve, hogy

B bekovetkezett, mennyi

a valdsziniisége, hogy A is
bekovetkezik

Ez alapjan irhatjuk fel a feltételes valdsziniiség definiciéjat.

2.1. Definici6é (Feltételes valészintiiség). Legyenck A, B € A események, és tegyiik fel, hogy P(B) >
0. Az A esemény B-re vonatkozd feltételes valdszinisége:

P(AN B)

PAIB) = —5 5

Példa. Egy 72000 f6s varosban harmincezer embernek van autéja, huszondtezernek lakdsa, tizenkét
ezernek mindketto. Egy véletlenszertien valasztott lakosrél tudjuk, hogy van autdja. Erre vonatkozoéan



mennyi a feltételes valdszintiisége, hogy az illetének van lakasa?

P(LNA)  12000/72000 12000
P(A)  30000/72000 30000

25000

P(L|A) =

2.1. Teljes valdszintiliség tétele, Bayes-tétel

Hanna satorozni megy Sopronba. Az aldbbi tablizat mutatja, hogy adott mennyiségii csa-
padék esetén mennyi valésziniiséggel azik be a satra, illetve az el6rejelzés szerint mennyi az adott csa-
padékmennyiség valdsziniisége.

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
bedzas valdszinlisége 0 5%  35% 60%
elérejelzés 0% 10%  30% 20%

Mennyi a valésziniisége, hogy Hanna satra bedazik aznap este?

Hanna masnap reggel a beazott satorrodl kild képeket. FErre feltételesen mennyi annak valészintisége,
hogy Sopronban t6bb mint 10 mm esé esett ezen a napon?

[Blz nincs csapadék] [Bg :0—5 mm csapadék]
P(B3) =0,1

P(A|B,) = 0 P(A|B,) = 0,15

[A: Hanna satra bea',zik]

P(A|B;) = 0,35 P(A|By) = 0,6

[Bg 15— 10 mm csapadék] [B4 : > 10 mm csapadék]

Azt 1atjuk, hogy a kérdéses esemény felbonthaté négy kiilonbozd, egymést kizard esemény unidjara,
amiknek a valdszintiségét viszont ki tudjuk szamitani:

P(A) =P(ANB)U(ANDB)U(ANB3)U(ANBy)) =

P(ANB;) +P(ANBy) +P(AN B3) + P(AN By) =

P(A|B1)P(By) + P(A|B2)P(Bz) + P(A|B3)P(B3) + P(A|B4)P(By) =
0

0,440,15-0,14+0,35-0,3+0,6-0,2 = 24%.

A masik kérdésiink a kovetkezd volt: Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Erre feltételesen mennyi
annak valészintisége, hogy Sopronban to6bb mint 10 mm esd esett ezen a napon? Azaz mennyi P(By|A)?

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tébb
bedzas valdszinlisége 0 5%  35% 60%
el6rejelzés 40% 10%  30% 20%
_ P(ANBy) P(A|B4)P(Ba) _
P(B4|A) = =

P(By) P(A|B1)P(B1) + ...+ P(A|By)P(By)
0,6-0,2 0,12
= = 50%.

T 0-0,3+0,15-0,1+0,35-0,3+0.6-0,2 0,24

Vagyis feltéve, hogy bedzott a sdtor, 50% valdszintiséggel volt 10 mm-nél tobb csapadék. Ez tobb, mint
20%: feltéve, hogy bedzott a sator, valésziniibb a sok csapadék, mint az 1ij informécié nélkiil.

A fenti gondolatmenetet az aldbbi médon altalanosithatjuk.



2.2. Definici6é (Teljes eseményrendszer). A By, Ba,... € A (véges vagy megszdmldlhatd sok) esemény
egytittesét teljes eseményrendszernek nevezzik, ha

(i) Ufil B; = Q, azaz a B;-k kézul legaldbb az eqyik bekovetkezik, minden elemi esemény szerepel
valamelyik eseményben;

(it) B; N\ Bj = 0 teljesil minden 1 < i < j-re, azaz pdronként kizdrdak, semelyik ketté nem kévetkezhet
be egyszerre, semelyik elemi esemény nem szerepel eqyszerre két eseményben is;

(ii) P(B;) > 0 minden i = 1,2,...-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valdszindsége.

2.1. Tétel (Teljes valdsziniiség tétele). Legyen A € A tetszdleges esemény, By, Ba,... pedig teljes
eseményrendszer. Ekkor

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) + P(A|B3)P(B3) + ... = i P(A|B;)P(B;).

i=1
Bizonyitds. A bizonyitas ugyanigy torténhet, mint a példa esetében.

(a) (b)

P(A) = P(ANB)UANB)U...) =EP(ANB)+P(ANDB2) +... © P(A|B1)P(B;) + P(A|B2)P(B2) + ...

Itt hasznaljuk, hogy (a) a (B;) teljes eseményrendszer, igy az unié valéban A lesz; (b) a valészintiségnek
az additivitasra vonatkozé tulajdonsdgéat: megszamlalhato sok, paronként kizard esemény esetén az uniéd
valdsziniisége a valészinliségek Osszege, és itt, mivel B;-k kizdréak, az A-val vett metszeteik is azok, hiszen

(ANB;)N(ANB;) C B;NB; =0

illetve (c) a feltételes valésziniiség definicidjat. O

2.2. Tétel (Bayes-tétel). Legyen A € A olyan esemény, melyre P(A) > 0, By, Ba,... pedig teljes
eseményrendszer. Ekkor minden k = 1,2, .. .-re teljesil, hogy
P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(Bs) + . ..
_ P(AIBLP(BY)
> 21 P(A]B;)P(B;)

Bizonyitas. Az allitds konnyen kdvetkezik az el6z6 tételbdl, hiszen

1MM@=M§£@:MA§£BQ

a feltételes val6szin(iség definicidja alapjdn, a nevezOben pedig haszndlhatjuk a 2.1. tételt (az ottani
feltételek most is érvényesek). O

Tegyiik fel, hogy egy vdros lakossdgénak 36%-a rendelkezik diplomdval, 42%-a érettségivel (mint
legmagasabb végzettség), a tobbiek egyikkel sem. A diplomdsok 23%-a, az érettségizettek 21%-a, az
érettségivel nem rendelkezdk 10%-dnak van sajat autdja.

e Mennyi a valészintlisége, hogy egy véletlenszerlien valasztott lakos sajat autéval rendelkezik?

e A varos egyik lakosa eldrulja, hogy van sajdt autdja. Ez alapjan mennyi a feltételes valészintisége,
hogy az illeté diploméaval rendelkezik?

Tekintsiik az aldbbi eseményeket: A: autd; Bp: diploma; By: érettségi; Bs: nem érettségizett. Itt
By, By, Bj teljes eseményrendszert alkotnak, koziiliik pontosan az egyik kovetkezik be. Igy alkalmazhatjuk
a teljes valdszintiség tételét:

P(A) = (AN By) + P(AN By) + P(AN Bs) =
= P(A|B1)P(B,) + P(A|By)P(B;) + P(A|B3)P(B3) =
=0,23-0,36+0,21-0,42+0,1-0,22 =19, 3%.



Vagyis egy véletlenszeriien valasztott lakos 19, 3% valdsziniiséggel rendelkezik sajat autéval.

A misodik kérdéshez szintén a Bj, By, B3 teljes eseményrendszerre és az A eseményre a Bayes-tételt
alkalmazhatjuk:
P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3)
B 0,23-0,36
©0,23-0,36+0,21-0,42+0,1-0,22

= 42,9%.

Vagyis egy autéval rendelkezd lakosnak 42, 9% valdszintiséggel van diplomdja. Ez nagyobb a diplomdsok
aranydndl (36%), hiszen a diplomésok kozott nagyobb az autdsok ardnya, mint a teljes népességben.

3. Események filiggetlensége

Tegyiik fel, hogy egy varosban

e Osszesen 100000 ember él;
e 15000 embernek van sajat autéja (A esemény):

15000

P(4) = To0000 — * 15

e 25000-nek tobb a jovedelme az atlagosndl (B esemény):

25000
(B) = 100000 0,25.

e 10000 ember van, akinek tobb a jovedelme az atlagosnal és sajat autéval rendelkezik:

10000
P(ANB) = 100000 — 0,1

, vagyis az, hogy egy véletlenszeriien valasztott lakos jovedelme tobb az atlagosnal,
és sajat autéval rendelkezik?

Hasonlitsuk 6ssze az autéval rendelkezOk aranyat a teljes lakossagban, illetve az atlagosnal
nagyobb jovedelmiiek k6z6tt. Ha fiiggetlen a két esemény, akkor a két ardany megegyezik.

Az autéval rendel- Az autéval rendelkezék
kezOk aranya a aranya az atlagosnal
teljes lakossagban: 7& nagyobb jovedelmiiek
P(A) = ;290 = 0,15 kozott: 30000 = 0,4

Akkor egyezett volna meg a két ardny, ha P(A|B) = P(A), azaz

[ P(4) = 2408 o PAP(B) = P(AN B). ]

3.1. Definicié (Események fuggetlensége). Az A, B € A események , ha
P(AN B) = P(A) - P(B),

vagyis a metszet valdszinilisége a valdsziniiségek szorzata.

Az Ay, A, ... € A események , ha tetszdleges k> 1 és 1 < iy <ig < ... < i <n szamokra

P(A;, N A, N...NA;,) = P(A;,)P(Ay,) ... P(A;,).



Azért van sziikség ra, hogy a fenti tulajdonsagot minden i, 4o, ..., ix-ra eléirjuk, mert példaul lehetséges,
hogy az Aq, As, ..., A, események koziil barmelyik kett6 fiiggetlen, de a fenti definicié értelmében nem
fiiggetlenek.

Fliggetlen eseményekre lehet példa (legaldabbis kozelitbleg):

e holnap Budapesten esik az es6, és holnap New Yorkban esik az esd (térben tdvoli események);
e holnap Budapesten esik az esé, és egy év milva Budapesten esik az esé (id6ben tavoli események);

e visszatevéses mintavételnél: az els6ként huzott golyé fekete; a masodikként huzott golyé fekete
(hiszen mindig visszatessziik a kihtzott goly6t, és mindegyik koziil azonos valdsziniiséggel hiizunk)

Nem fiiggetlen eseményekre lehet példa (legaldbbis kozelitSleg):

e holnap Budapesten esik az es6, és holnap Budadrson esik az es6 (térben kozeli események);
e holnap Budapesten esik az es§, és holnaputdn milva Budapesten esik az es6 (id6ben kozeli események );

e visszatevés nélkiili mintavételnél: az els6ként huzott golyo fekete; a masodikként hizott golyo fekete
(hiszen az elsd hizds utdn mér kevesebb fekete golyé maradt)

Két szabalyos dobdkockaval dobunk.

(a) Fliggetlen-e az alabbi két esemény: az els6 dobas hatos; a masodik dobés hatos?

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; B: a mésodik dobas hatos; A N B: mindkét dobas hatos

11

i—P(AmB):P(A)-P(B)_é.E.

36
Az A és B események fiiggetlenek.

(b) Fiiggetlen-e az aldbbi két esemény: az elsé dobas hatos; az 6sszeg 107

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobés hatos; C: az 6sszeg 10; A N C: az els6 dobas hatos, a méasodik négyes

%:P(ADC)%P(A)'P(C):%'%'

Az A és C események nem fiiggetlenek.

(c) Fiiggetlen-e az aldbbi két esemény: az els6 dobds hatos; az Gsszeg 77

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66



A: az els6 dobés hatos; D: az 6sszeg 7; A N D: az elsé dobas hatos, a mésodik egyes

3% =P(AND) =P(4) B(D) =

=
S| =

Az A és D események



