Valészinliségszamitas el6adas, 2. hét, 2020. szeptember 16.

Kombinatorikai 0sszefiiggések, klasszikus valésziniliségi mez6, mintavételezés

1. Klasszikus valdsziniiségi mezo6

Ebben a részben a Kolmogorov-féle valdsziniiségi mez6 specidlis eseteit vizsgaljuk, amikor az Osszes le-
hetGség szama véges, és esetleg tovabbi feltevéseink is vannak.

1.1. Emlékezteto
1.1. Definicié. Az (Q, A,P) harmas Kolmogorov-féle valészintiségi mezé, ha

e az () eseménytér egy nem tres halmaz;

o ACP(Q) (ahol P(Q) az Q dsszes részhalmazdnak a halmaza), az az események halmaza, azaz
minden A € A-ra A C Q gy, hogy

(i) Qe A;
(ii) ha Ay, As, ... € A, akkor U,—, A, € A (azaz megszdmldlhatd sok A-beli elem unidja is A-beli);
(i1t) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is A-beli.

e a valésziniiség egy P : A — [0, 1] fliggvény, melyre

(i) P(Q) =1, azaz a biztos esemény valdszinisége 1;
(ii) ha Ay, As,... € A és minden 1 <i < j-re A;NA; =0, akkor

oo o0
P U A, | = § P(A,),
n=1 n=1
azaz megszamldalhato sok kizdars esemény unidjanak valdsziniisége a valdsziniségek dsszege.

FElnevezések:

o (): eseménytér vagy elemi események halmaza.

Q elemei (w € Q): elemi események.

e A: események halmaza (vagy események o-algebrdja).

A elemei (A € A): események.
e P: valészintiség (probability).

o () esemény neve: biztos esemény.

(0 (iires halmaz) esemény neve: lehetetlen esemény.

1.2. Véges valdsziniiségi mezo

A Kolmogorov-féle valésziniiségi mez6ben az Osszes lehetdség halmaza, vagyis az 2 eseménytér barmilyen
nem {ires halmaz lehetett, akar véges (példaul a kockadobdsndl), akéar végtelen szamossagu (példdul €2 le-
het egy intervallum). Amikor az els6 eset 4ll fent, a valésziniiségi mezé axiémain (definidls tulajdonségain)
kivil tovabbi megallapitasokat is tehetiink.

Tegyiik fel tehat, hogy véges sok lehetséges kimenetel van, vagyis az 2 eseménytér egy véges halmaz.
Ilyenkor az elemeit fel is sorolhatjuk: Q = {wy,ws,...,w,}, ahol n az Q elemszdma, wy,...,w, pedig az
elemi eseményeket jelolik.



Példaul: Q = {1,2,3,4,5,6}, vagy Q lehet a budapesti lakosok halmaza (ha egy véletlenszer{ien vélasztott
budapesti lakossal kapcsolatban szeretnénk kérdéseket feltenni).

Tegyiik fel tovabbé, hogy A az () Gsszes részhalmazabdl all. Vagyis: éltaldban a Kolmogorov-féle
valdszinliségi mezénél csak azt tettiik fel, hogy minden A € A esemény az Q-nak egy részhalmaza, de az
nem volt feltétel, hogy minden részhalmaz esemény is legyen. A véges valdsziniiségi mezé ennek specidlis
esete, ilyenkor tehdt A az Gsszes részhalmazbdl all (ebbdl kovetkezik, hogy A elemszdma 2™, hiszen ez az
Osszes részhalmaz szdma).

Legyen p; = P(w;) a j. kimenetel valészintisége. Ekkor az additivitds, vagyis a valdszintiség (i¢) tulaj-

donsiga miatt
n

1=P(Q) :P(U{wj}) =p1+p2t...+pPn :th
j=1

Jj=1

vagyis az elemi események valdszinliségének Gsszege 1. Tovdbba ha A C Q tetszOleges esemény (hiszen
most minden részhalmaz esemény), akkor hasonléképpen a (ii) tulajdonsdg szerint

pe-2( U n)- Py 1)

ami azt jelenti, hogy

véges valésziniliségi mez6ben minden esemény valészinilisége a benne 1évé elemi események
valésziniiségének Osszege.

1.3. Klasszikus valésziniiségi mezd

A Kklasszikus valdsziniiségi mezOben a véges valdszinliségi mezOhoz képest még tovabbi feltételezésekkel
éliilnk. Ahogy l4tni fogjuk, ez fog megfelelni a kedvezd esetek szdma/Osszes esetek szdma szdmitasi
moédnak, ennek alkalmazasaihoz azonban fontos megfogalmazni, hogy mik is azok a feltételek, amik
teljestilése esetén igy szamolhatunk.

1.2. Definicid. Legyen (Q, A,P) olyan valdsziniségi mezd, melyre

o () véges halmaz;
e A az Q dsszes részhalmazdbdl all;

e tovdbbd minden elemi esemény egyforman valészinii, azaz
1 . )
P(w;) =p; = — minden j = 1,2,..., n-re.
n
Ekkor (22, A,P)-t klasszikus valésziniliségi mezdnek nevezzik.

1.1. Allitas. Klasszikus valdszintiségi mezdben tetszdleges A € A eseményre

k 1 1 1
IP(A):—:—+E+...+Z,

ahol k az A elemeinek szdma, n pedig az dsszes elemi esemény (lehetdség) szdma, azaz Q elemszdma.

Bizonyitds. Mivel a klasszikus valészinliségi mezé egyben véges valészintiségi mez6 is, teljesiil az (1)
egyenlet az A esemény val6szintiségére. Mivel pedig most feltettiik, hogy minden p; értéke azonos, 1/n,
az allitas ebbdl rogton kovetkezik.

két szabalyos kockadobas
Két szabalyos dobdokockaval dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy a dobott szamok Osszege 77

A dobdkockak, emberek, targyak stb. mindig kiilonbo6zdek.



e eseménytér: lehetséges dobassorozatok. Ezek szama:

6 - 6 = 36; mindkét dobas hatféle lehet.

Klasszikus valdszintiségi mezot kapunk, hiszen 2 véges, minden részhalmazt tekinthetiink eseménynek,
és minden dobéssorozat egyformén val6szin(i a dobékocka szabédlyossdga (a szimmetria) miatt.
e A dobédssorozatok egyforméan valdszintiek: mindegyiknek 1/36 a valészinfisége.

o A kedvezd dobéssorozatok szdma: 6.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehét P(az 6sszeg 7) = 6/36 = 1/6.

2. Kombinatorikai osszefiiggések

Ahogy lattuk, klasszikus valdszinliségi mezében a valdszinliség kiszamitdsa halmazok elemszamaéanak
szamitasaval torténhet. Ebben néhany kombinatorikai fogalom lehet a segitségiinkre, ezeket foglaljuk
most Ossze.

2.1. Leszamlalasok és jelolések

nl=n-(n—1)-(n—2)-...2-1;

<n>_ n! ~nn-1)...(n—k+1)
k) kK(n—k)  k(k—1)...2-1

e n targyat n!-féleképpen lehet sorrendbe tenni.

n targy kozil k darabot visszatevés nélkiil n(n — 1)...(n — k + 1)-féleképpen lehet hiizni, ha
figyelembe vessziik a sorrendet: az elsé n-féle, a mdsodik n — 1-féle lehet (akdrmi volt az els6), a
harmadik n — 2-féle lehet (akdrmi volt az elsé kettd), és igy tovabb

n targy kozil egy k darabbdl allé csoportot (Z)—féleképpen lehet kivdlasztani (itt a kivédlasztds
sorrendje nem szamit)

ha k egymas utani kisérlet mindegyikénél n lehet&ség van, akkor az Gsszes lehetGség szama a sor-

rendet is figyelembe véve

Példaul egy kockadobas hatféle lehet, kett6 36-féle, harom 6 - 6 - 6-féle, n kockadobas 6™-féle.

Az (Z) binomialis egytitthatéknak akkor is szerepiik van, ha Gsszegek hatvanyait szeretnénk kiszamitani.
Nézziik el6szor, hogy hogyan szamithato ki egy kéttagu Gsszeg n. hatvanya.

1) =G () =G )=

(;>:0, ha N > n.

(x +y)? = 2% + 22y + y? altaldnositdsa a binomidlis tétel:

n n
(x+y)" =2 +na" "ty + (2>x”2y2 +... 4+ <k)xky"k + . nxy 4y



Kovetkezmény x = y = 1-re:

o — (Z)+(T)+(Z)+-~-+(Z)+-~-+(n71>+(2)~

Ezt gy is lathatjuk, hogy a 2™ nem mads, mint egy n elemi 6sszes részhalmazainak szama, a jobb oldalon
pedig Gsszeadjuk a 0 elemi, 1 elemi, 2 elemfi, stb. részhalmazok szamat.

2.2. Multinomiélis/polinomidlis tétel

A binomialis tételnek arra az altaldnositdsara is sziikségiink lehet, amikor nem kéttagi, hanem k tagu
Osszeget tekintiink:

o (x+y)?=a+2ay+y°
o (+y+2)?=a%+y?+ 2%+ 22y + 2wz +2y2
o (v+1y)3 =23+ 32%y + 3zy% + 32

e altalanosan: |
21120 oLt Ut
ahol Gsszegziink az Gsszes olyan (i1, is,...,1;) pozitiv egészekbdl 4ll6 sorozatra, melyre iy + is +

...t =n.

3. Visszatevés nélkiili mintavétel

A visszatevés nélkiili mintavétel tekinthetd a klasszikus valészintiségi mezé egy specidlis esetének. Ahogy
az elnevezés is mutatja, hasonlé jellegii kérdések el6fordulhatnak, ha egy nagyobb populdciénak egy
véletlenszeriien kivalasztott kisebb részét vizsgaljuk meg egy adott tulajdonsag teljesiilése szempontjabdl.
A statisztikai kérdés majd az lesz, hogy hogyan tudunk visszakovetkeztetni a teljes populaciéban az adott
tulajdonsaggal rendelkezék szadmara a minta eredményébdl, ehhez azonban elGszor, példakon keresztiil
azt nézzikk meg, hogy ha ismertek a populaciot jellemzd szamok, akkor az egyes lehetOségek milyen
valdsziniiséggel fordulnak el6 a mintavételezés eredményeként.

Egy vizilabdacsapat 13 tagja koziil harom jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivilasztanak két kiilonbo6z6 jatékost,
minden lehetséges part azonos valészintiséggel vélasztva.

Mennyi a valészintisége, hogy a kivéalasztott jatékosok koziil
egy sem doppingol?

e o )

o O

Nézziik el6szor az Osszes eset szdmat, ami nem mas, mint az eseménytér mérete.



Hényféleképpen lehet 13 jatékos koziil két kiilonboz6t valasztani?
els6 masodik
e 13 12‘/ 13
2 (2) =78

a sorrend nem szamit

Hényféleképpen lehet 13-3=10 nem doppingold jatékos

kozil két kiilonbozot valasztani?

199 - (1) =45

Annak valésziniisége, hogy a két jatékos egyike sem doppingol:

egyik sem doppingol — (10)
Osszes eset — m

_ 45 __
=5 —57,7%.

A kovetkezo kérdés pedig az lesz, hogy mekkora az az esemény, amikor egyik kivalasztott jatékos sem
doppingol. Hiszen feltételezve, hogy minden jatékos-part azonos valdsziniiséggel valasztunk, minden elemi
esemény egyforman valdszint, és igy az 1.1. allitas szerint a kérdéses esemény méretének és az eseménytér
méretének hanyadosa adja meg a valdszintiséget.

Nézziik most annak valdszinliségét, hogy pontosan egy kivalasztott jatékos doppingol.

e e )

o O
O O

O @®
— O

\_ o

Héanyféleképpen lehet egy doppingolo és egy nem doppingolé jatékost valasztani?

3.10 = 30,

Hiszen a doppingolé haromféle, a méasik tizféle lehet, és ezek mind kiilonb6zé esetek, barmelyik dop-
pingol6 barmelyik nem doppingoldval egyiitt valaszthato.

Mivel most is a klasszikus valésziniiségi mez6 szabalyai szerint szamolhatunk, annak valdszintisége, hogy
a két jatékos kozil pontosan egy doppingol:

3-10 30
) =7 38,5%.
2

Ebbol mar kovetkezik, hogy annak valdsziniisége, hogy mindkét kivalasztott jatékos doppingol:
100 — 57,7 — 38,5 = 3,8%.

Ugyanezt a szamitast altalanosabban is elvégezhetjiik.

Egy vizilabdacsapat N tagja kozil M jatékos doppingol. A doppingtesztre kivalasztanak n kiilénb6z6
jatékost, minden lehetséges csoportot azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdszintisége, hogy a kivalasztott jatékosok kozil pontosan & doppingol?

Az el6z6h6z hasonlé szdmolédssal:



e Hanyféleképpen lehet N jatékos kozil n kiilonbozoét valasztani?

N (N=1)-...-(N=n+1) N! _(N)

n-(n—=1)-...-1 n!(N —n)!

n

e Hanyféleképpen lehet & doppingold és n — k nem doppingold jatékost valasztani, ha Gsszesen
M doppingolé és N — M nem doppingolé jatékos van?

M N-—-M
k n—=~k )’
hiszen barmelyik csoport barmelyikkel parosithaté és kiilonboz6 esetet ad, ezért lehet szorozni.

e Mivel minden k£ nagysdgu csoportot azonos valészintiséggel valasztottunk, a klasszikus valdsziniiségi
mez6 modelljét hasznalhatjuk, igy az 1.1. allitas alapjan

(k) - (G2)
P(pontosan k jatékos doppingol az n koziil) = ——————=.

Ugyanezt altalananosan is megfogalmazhatjuk.

3.1. Allitas. Visszatevés nélkiili mintavétel.

Egy dobozban N golyo van, kozilik M fekete, a tobbi fehér.

e Visszatevés nélkiil kihiznak n darabot (minden hizdsndl minden, még a dobozban lévd golydt
azonos valésziniséggel vdlasztva).

o Tegyiik fel, hogyn < M ésn < N — M. Annak valdsziniisége, hogy pontosan k darab fekete golydt

hiznak ki:
(%) - (=)
P(pontosan k fekete) = (N) (k=0,1,2,...,n).
n
Bizonyitds. A bizonyitds ugyanaz, mint az el6z6 példdban. O

Megjegyzés: a kihuzott fekete golydk szama hipergeometrikus eloszlasu.

Mivel az (]Z ) lehetséges eset mindegyike egyforméan valdszini, a klasszikus valdsziniiségi mez6 mo-
delljét hasznaltuk.

Egy osztdlyba 8 lany és 25 fid jar. Egy felméréshez véletlenszeriien kivalasztanak egy hatfés
csapatot igy, hogy minden hatf6s csoportot azonos valészintiséggel valasztanak. Mennyi a valészintisége,
hogy a kivalasztott csapatban pontosan két lany van?

Az el6z6 allitds alapjan, N = 33, M = 8,n = 6 és k = 2 valasztassal:
() Gd) _ - (D)
P(pontosan két lany) = 2 = -2 42 = 31,9%.

() (s)

Altaldnosabban minden lehetséges értékre megadhatjuk, hogy mennyi valdszinliséggel keriil pontosan
annyi lany a kivalasztott csoportba:

8 25
(k) ) (G—k)
(%)
6
Az 1. dbran a fent kiszamitott valésziniiségeket lathatjuk a lehetséges érték, vagyis k fiiggvényében, igy
példaul azt is lathatjuk, hogy az 1 és a 2 a legvalészintiibb értékek.

P(pontosan k ldny) = k=0,1,2,...,6.



Hipergeometrikus eloszlas

0 1 2 3 4

Lehetséges értékek

Valdszinlségek
000 005 010 015 020 025 030 035

5 6

1. dbra. A lany csapattagok szamanak eloszlasa: lehetséges értékek és valoszinliségek

4. Visszatevéses mintavétel

A visszatevés nélkiili mintavételnél biztosak lehetiink abban, hogy csak kiilonb6zé egyedeket valasztottunk
ki a vizsgalt populédciébdl. Azonban az is eléfordulhat, hogy erre nem figyeliink, minden valasztdsnal el-
felejtjiilk az elézbeket, és a teljes populdciobdl vélasztunk valakit azonos valészintiséggel. Ilyenkor a
valdsziniiségeket is masképp szamolhatjuk, ehhez vezet el a kovetkezd példa.

Péternek harom kék és két zold kavésbogréje van. Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott
bogrébol iszik, minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét azonos valdsziniiséggel valasztva.
Mennyi a valdszintisége, hogy egy hét alatt pontosan négyszer iszik kék bogrébdol?

Az €l6z6 esethez hasonléan elGszor az Osszes eset szamat vizsgaljuk meg. Az elemi események most azok,
hogy melyik nap melyik bogrébdl iszik, példaul az egy elemi esemény, hogy az els6 hdrom napon a méasodik
kék bogrébdl, a tobbi napon az elsd zold bogrébdl iszik Péter (a bogrék kiillonbozdek, még ha rénézésre
egyformdnak is ldtszanak, mint tdrgyak, kiilonboznek egyméstol). Kérdés, hogy hény ilyen elemi esemény
van, azaz mennyi lesz ) mérete.

e az elsé napon Gtféle lehetGség van;

e a masodikon is, és barmelyik bogre barmelyikkel valaszthato, lehet szorozni: az elsé két napon
5.5 = 25-féle lehet6ség van

e a harmadik napon is 6t lehetdsége van, és barmelyik bogre barmelyikkel korabbi kettével valaszthatd,
lehet szorozni: az els6 harom napon 5 -5 - 5 = 125-féle lehet6ség van

57 egyforman

valdszinti le-
hetdség

az Osszes lehetGség szama:

@OOOOOE® —

Osszesen 57 egyforman valészinii lehetSség van egy hét alatt

Ezutan kérdés, hogy hogyan szamoljuk meg azokat az elemi eseményeket, amikor pontosan négyszer
fordul el6 kék bogre.



jo lehetOség példaul, amikor elsé négy nap iszik kék bogrébdl:

@OOOOOE® —i.2]

3-3-3-3-2-2-2=3%.23 ilyen lehetéség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni

Azonban ez nem az egyetlen j6 sorrend. Egy masik jé sorrend, ha az 1.,3.,4.,6. napon iszik kék bogrébél:

OIOIOINOIOIO R CFD

3-2-3-3-2-3-2=23%.23 ilyen lehet6ség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni

jO lehet6ségek szama:

[szfnezések széma] X [lohetéségck szama adott szinczésnél]

/ x —35.31.2

ennyiféleképpen valaszthatjuk ki a négy kék napot a hétbél

minden szinezéshez ugyanannyi lehetoség tartozik

57

()32 ]

LIP’(pontosan négyszer iszik kék bogrébol) =

35-81-8 _
azaz 5552 = 29,03%.



Hasonl6 szamolassal juthatunk az alabbi osszefliggéshez, a 2. dbran pedig a valdszintiségeket lathatjuk a
kék bogrék szamanak fiiggvényében:

7).34.23

P(pontosan k kék) = (i = , k=0,1,2,...,7.

Binomidlis eloszlas

©
2 -
. I
1 2 3 4 5 6 7

0

020 025
|

Valészintiségek
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000

Lehetséges értekek

2. dbra. A kék bogrés napok szama: lehetséges értékek és valdszinliségek

Tovéabbi altalanositassal pedig az alabbi allitdshoz juthatunk.

4.1. Allitas (Visszatevéses mintavétel). Egy dobozban N golyo van, kézilik M fekete, a tobbi fehér.
Visszatevéssel kihiznak n darabot, minden hiuzdsndl a kordbbiakat elfelejtve mind az N golydt azonos
valdszintséggel valasztva. Annak valdsziniisége, hogy az n hiuzds kézil pontosan k-ndl jon fekete:

(k=0,1,2,...,n).

Mk (N — M)+
P(pontosan k fekete) = (n) ( )

k N™n

Bizonyitds. (Z’)—féleképpen valaszthatjuk ki azt, hogy melyik & huzas legyen fekete. Béarhogyan is
valasztottuk ki ezeket a helyeket, azt, hogy a k hizds sordn melyiknél melyik fekete golydt huztuk,
MPF-féleképpen mondhatjuk meg, hasonléképpen, azt, hogy a tobbi n — k hiizds soran melyiknél melyik
fehér golyét huztuk, (N — M)"~*-féleképpen, és ezek a valasztdsok barhogyan osszeilleszthetSk, ezért
az Osszes jO eset szdma ezek szorzata lesz. A valdszin(iségi mezdben egy elemi esemény az egész soro-
zat, vagyis hogy melyik hizdsnal melyik goly6t huztuk, ennek elemszama N™. A feltételiink (vagyis a
szimmetria) szerint ezek az elemi események egyformdan valdszintiek, igy az 1.1. dllitas alapjan kapjuk a
végeredményt. |

Megjegyzés: a kihuzott fekete golydk szama binomidlis eloszlasti. Tovabbé, ha a populdcié mérete, N
nagy a huzasok szamahoz, vagyis n-hez képest, akkor, bar a képletek kiilonbozok, a valdszintiségek értékei
kozel vannak egymashoz, nincs nagy jelent6sége, hogy visszatevéses vagy visszatevés nélkiili mintavételt
hasznalunk.

Egy osztdlyba 14 lany és 22 fit jar. A tandr minden fizikaéran kivalaszt egy felel6t, minden
alkalommal a kordbbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos valészinliséggel vélasztva (egy didk tobbszor is
felelhet).

Mennyi a valdszintisége, hogy hat egymast kovetd 6ran pontosan két lany felel?

Ez beleillik a visszatevés nélkiili mintavétel keretébe, és N = 36 a didkok szama, M = 14 a ldanyok szdma,
n = 6 a minta nagysaga, k = 2 a kérdés, igy az eloz6 allitas alapjan

= 31, 6%.

M* (N — M)"* 6\ 142224
P(pontosan két lany) = (n) ( ) ( )

k N ~\2/) 7 36°

A 3. dbran N = 60 Gsszes golyd, M = 40 fekete goly6 és n = 10 kihtzott golyé esetén latjuk annak
valdszintiségét, hogy pontosan k feketét hizunk, k fliggvényében. Mindkét esetben a 7 legnagyobb érték,
de nem pontosan egyeznek meg a valdsziniiségek. Ha N-t novelnénk igy, hogy n nem novekszik, akkor
még jobban hasonlitandnak a valészintiségek.




Mintavételek 6sszehasonlitasa

= hipergeometriai
binomidlis

ﬂﬂﬂ[ ’

6 i 8 9 10

wvaloszinlségek
0.15 0.20 025
| | ]

0.10
L

005
1

0.00

Lehetséges értékek

3. dbra. Visszatevés nélkiili mintavétel (hipergeometriai eloszlds) és visszatevéses mintavétel (binomidlis
eloszlés) Osszehasonlitdsa N = 60, M = 40,n = 10 esetén

Hazi feladat szeptember 22., 8:00-ig Egy 500 f6s falu, egy 10000 f&s varos és egy 500000 fos
nagyvarosban mind az igaz, hogy az embereknek pontosan 10%-a szenved egy bizonyos betegségben.
Mindhéarom helyen kivalasztunk véletlenszertien 50 — 50 embert, visszatevéses, illetve visszatevés nélkiili
mintavételle]l. Mennyi a valészintlisége, hogy pontosan 10 beteget taldlunk? Hasonlitsuk Gssze, hogy
az egyes helyeken mennyire kiilonbozik a visszatevéses és visszatevés nélkiili mintavétel esetén kapott
valdszintliség.
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