Valészintliségszamitas el6adas, 13. hét, 2020. december 9.

Feltételes eloszlas, suriliségfiiggvény, varhato érték

1. Feltételes eloszlas

1.1. Definicié. Legyen X diszkrét valdsziniiségi vdltozo, lehetséges értékei x1,xa, ..., a hozzdjuk tartozo
valdszintségek: P(X = xzi) = pr. Legyen A pozitiv valdsziniségli esemény. Ekkor az X-nek az A
eseményre vonatkozo feltételes eloszldsa:

oo = P(X = mud) — PUX =230 )
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azaz a (qy) sorozat is valésziniiségeloszlés.
Miésrészt az {X = xp}, k=1,2,... események teljes eseményrendszert alkotnak.

Ez alapjan az X-nek az A eseményre vonatkozé feltételes varhaté értékét is kiszamithatjuk:
E(X|A) = Zk a = Zk P(X = x4 |A).

Példa. Kétszer dobunk szabdlyos kockaval. Legyen X az els6é dobds, Y pedig a dobott szamok koziil a
nagyobb. Ekkor az (X,Y) valészintiségi vektorvéltozé egyiittes eloszlasa:

XY 1 2 3 4 5 6 Osszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36  1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36  1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36 1/6
4 0 0 0 1/9 1/36  1/36 1/6
5 0 0 0 0 5/36  1/36 1/6
6 0 0 0 0 0o 1/6 1/6
Gsszesen  1/36 112 5/36  7/36 1/4  11/36 1
Legyen A = {Y = 3} a feltétel.
Ekkor X feltételes eloszlasa:
1/36 1 1/12 3

—P(X = 1Y =3 2= g 2
@ =P =1 )= 5/36 5 2 BT 5375

Ez tehét az els6 dobas feltételes eloszlasa arra az eseményre nézve, hogy a két dobds maximuma 3.

Tovabba X feltételes varhaté értéke:
> 1

E(X|Y_3)_;P(X_k|Y_3)~k_g~1+f~2+

Ez tehét az els6 dobds feltételes eloszlasa arra az eseményre nézve, hogy a két dobds maximuma 3.

Ez azt is jelenti, hogy ha a tévedésiink négyzetes hibajanak varhaté értékét szeretnénk minimalizalni,
akkor az {Y = 3} feltétel esetén 2,4 a legjobb ,elérejelzés”. Ugyanis az aldbbi 4llitds érvényes.

1.1. Allités. (i) Az a ¢ szdm, melyre E((X — ¢)?) a lehetd legkisebb, éppen ¢ = E(X).
(ii) Az a ¢ szdm, melyre E((X — ¢)?|A) a lehetd legkisebb, éppen c = E(X|A).



A fenti példdban a 3-nak nincs kitiintetett szerepe, irhatnank mas szamot is. Példaul:

1 2 5
E(X|Y =2)=2-1+3-2= 5 =167

Altaldban pedig igy fogalmazhatjuk meg a kérdést: az Y valdsziniiségi véltozé ismeretében mi az az
érték, mely a legjobb elérejelzést adja a négyzetes varhaté érték értelemben? Pontosabban fogalmazva:
ha az Y valdszintiségi valtozot ismerjiik, akkor ez alapjan olyan elorejelzést készithetiink, mely Y-nak
fiiggvénye, valamilyen h(Y') fiiggvény. Az ilyen alaki fliggvények koziil pedig azt vélasztjuk, melyre a
négyzetes hiba varhaté értéke a lehet6 legkisebb.

1.2. Definicié. Az X waldszindségi vdltozd feltételes vdrhatd értéke Y -ra nézve az a h(Y) figgvény,

melyre
E((X — h(Y))?)

a lehetd legkisebb (az dsszes ,megfeleld” h fiigguény kozétt). Jelolése: E(X|Y).

Az gy definidlt fogalom szoros kapcsolatban van a fenti feltételes varhato értékekkel. Nevezetesen,
diszkrét valészintiségi valtozdk esetén E(X|Y) egy h(Y) alaku fliggvény. Ekkor, ha k rogzitett, akkor

E(X|Y = k) = h(k)

teljesiil.

2. Feltételes suirtiségfiiggvény és varhaté érték

Az 1.2. definiciéban nem hasznaltuk, hogy X és Y diszkrét valészinliségi valtozok lennének (bér a
példaban azok voltak). Kérdés, hogy az igy értelmezett feltételes varhato értéket hogyan tudjuk kiszdmitani,
ha ismerjik X és Y egytittes stirtiségfiiggvényét.

Emlékeztetdill: legyen az (X,Y") abszolut folytonos valészintiségi vektorvaltozo egytittes stirliségfiiggvénye
a f. Ekkor az igaz megfelels6 H C R? halmazokra, hogy

PXY) € 1) = [ flavy) dedy,
H
Az X, illetve Y stirliségfiiggvénye:

i) = [ T faydy fely) = / " ).

2.1. Definicié. Az X wvaldsziniiségi valtozonak azY = y feltételre vonatkozo feltételes stirtiségfiiggvénye
adott y valos szamra:

fX|Y:y($) =

2.2. Definicié. Legyen (X,Y) abszolit folytonos valdszinidségi vektorvdltozé, melynek egyiittes siriiségfiigguénye
f. Ekkor A g(X) valdszintségi vdltozo feltételes varhaté értéke az Y =y feltétel mellett:

oo

Bl =1) = | g(o)fxy—y(@)da.

— 00

Az gy definidlt feltételes varhaté érték kapcsolata az 1.2. definiciéval az aldbbi: E(X|Y = y) valéjdban
egy h(y) alakid fuggvény. Ekkor
E(X]Y) = h(Y),

vagyis a feltételes sirtiségfiiggvény segitségével kiszamithatjuk a tévedés négyzetes varhaté értéke szem-
pontjabdl legjobb eldrejelzést.



Példa. Legyenek X és Z fiiggetlen standard normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozok. Ekkor az (X, X +
7) egylittes slirliségfiiggvénye (ezt nem bizonyftjuk):

1 222 — 2y + y?
f(x,y)—%exp<—2 .

Az X + Z valdszinliségi valtoz6 normalis eloszlasi m = 0 varhaté értékkel és o = 2 szdérasnégyzettel, igy

fx4z(y) = %GXP ( - y:)

Mennyi lehet az E(X|X + Z = y) feltételes varhaté érték?

IE(XX+Z:y):/O;mJde:/Z %xexp <—2x2_2$2y+y2/2>dx/o:ox-\}7?exp (—(m__y/2)2>daz: 4

ahol felhaszndltuk, hogy éppen az y/2 varhat6 értéki, 1/ V2 szérast normélis eloszlas siirtiségfiiggvénye
jelent meg x-szel szorozva és integralva. Ez éppen ennek a normalis eloszlasnak a varhaté értéke, azaz

y/2.

Ebbadl kovetkezik, hogy

E(X|X+Z):X;Z.

Ez tehdt azt jelenti, hogy h(y) = y/2 lesz az a fliggvény (a ,megfeleld” fliggvények koézott), melyre a
E((X — h(X + 2))?) varhat6 érték a legkisebb.

1. dbra. A [0,1] x [0,1] négyzeten z + y alaki egyiittes slirliségfiiggvény
Példa. Tegyiik fel, hogy (X,Y) egylittes slirliségfiiggvénye az aldbbi fiiggvény:

rz+y, ha0<axr<1é0<y<I;
0 kilonben.

f(xay){

Szamitsuk ki X-nek Y-ra vonatkozd feltételes varhatd értékét.
Ehhez el6szor szamitsuk ki a feltételes siirtiségfiiggvényt.

Az Y slirliségfiiggvénye:

0o 1 291
fy(y)=/_ f(%y)dx:/o x+ydx={a;} +y=y+%,

=0

ha 0 <y < 1. Kiilénben azonosan nulldt integralunk, a stirtiségfiiggvény is 0.
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Ez tehdt azt jelenti, hogy h(y) = 3(211321;) az a fiiggvény, melyre E((X — h(Y))?) a lehetd legkisebb, ez
lesz X legjobb elérejelzése ebben az értelemben.

Megjegyzés. Altalaban igaz, hogy a E(X|Y) valészintiségi valtozé vérhaté értéke E(X).



