Valészintliségszamitas el6adas, 12. hét, 2020. december 2.

Egyiittes siiriiségfiiggvények

1. Egyiittes stirtiségfiiggvény

EmlékeztetGiil: sok esetben nem egyetlen valdszintiségi véltozo viselkedését vizsgaljuk, hanem tSbb
valészintiségi véaltozo egyiittes viselkedését. Példaul:
e cgy véletlen folyamat (t6zsdeindex, egy folyé vizéllasa, egy orszig népessége) kiillonboz6 idépontokban;
e egy ember (vagy orszag, cég stb.) t6bb kiillonbozo jellemzéje (példaul egy ember életkora, jovedelme
és kiaddsai);

e egy méréssorozatban a kiillonbozé mérések sordn megfigyelt értékek (példdul egy mérést tizszer
megismételve tiz kiilonboz6 valdszinliségi valtozot kapunk).

Valdszintiségi valtozdk egylittesét valoszintliségi vektorvaltozéonak nevezziik. Ez allhat
(mint az elsé két esetben) vagy fiiggetlen (mint tipikusan a harmadik esetben) valdszintiségi valtozokbdl
is.
1.1. Definicié. Az
X=(X1,...,X,):Q—=R"
figguény valdszintliségi vektorvaltozd, ha X1, Xo, ..., X, valdsziniiségi valtozok.

Ha X wvalészindiségi vektorvdltozo, akkor az X; valosziniiségi vdltozo eloszldsdt az X i. peremeloszlasanak
nevezzik.

Az X waldsziniiségi vektorvdltozo diszkrét, ha értékkészlete véges vagy megszamldlhatéan végtelen.

e 1000 embert megkérdeziink a havi jovedelmérol. Legyen X; az i. megkérdezett jovedelme. Ekkor
(X1, Xs, ..., X1000) valésziniiségi vektorvaltozo.

o (X1,X2,...,X2), ha X; a gdp értéke 2000+ j évben (4ltaldban a hasonld, idében véletleniil véltozd
folyamatokat iddsoroknak nevezik).

A valbszintiségi valtozdk esetén a slirtiségfiiggvény sok hasznos informéciét hordozott, ki tudtuk szamitani
események valésziniiségét, a valdsziniiségi véltozd varhaté értékét, szordsat példaul (azokban az esetek-
ben, amikor létezik a valdsziniiségi véltozé stirliségfiiggvénye). Kérdés, hogy ezt a fogalmat hogyan
terjeszthetjiik ki a tobbvaltozds esetre, vagyis valoszinliségi vektorvaltozdkra. Ehhez el6szor idézziik fel
az egylttes eloszlasfiiggvény fogalmat.

1.2. Definicié. Az X = (X1,...,X,) valdsziniiségi vektorvdltozd egylittes eloszlasfiiggvénye az F :
R™ — [0, 1] figgvény, melyre

F(i) :F(tlvvtn) :P(Xl §t17X2 §t277Xn Stn)u

ha (t1,...,tn) € R™ valds szdmok.
Példaul:

e egy véletlenszeriien valasztott embert megkérdeziink a havi jovedelmérdl (X7), a havi kiaddsairdl
(X2), és az életkorardl (X3);

e ckkor (X7, Xo, X3) valdszintiségi vektorvéltozd, és
e ha eloszlasfiiggvénye F', akkor példaul
F(200000, 150000, 40) = P(X; < 200000, X5 < 1500000, X5 < 40)

annak valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien vélasztott ember havi jovedelme legfeljebb 200000
(forint), havi kiaddsa legfeljebb 150000 (forint), életkora pedig legfeljebb 40 (év);



1.3. Definicié. Az X = (Xq,...,X,) valdszindségi vektorvdltozd abszolut folytonos, ha van olyan
f:R™ = R figgvény, melyre

tn t1
F(tl,...,tn):/ / flay, .. xp)dey ... day,.

teljesil minden (t1,...,t,) € R™ esetén. Ilyenkor az f figgvényt az (X1, Xs, ..., X,) egylittes silirtiség-
fliggvényének nevezziik.

1.1. Allitas. Tegytik fel, hogy az (X1, Xa, ..., Xp) valdszindségi vektorviltozd egyiittes stiriségfigguénye
f. Ekkor minden (megfeleld) A C R™ halmazra

P((X1, X2,...,Xpn) € A) :/ flz1,29,...,zp)dry day . . . dxy,.
A

Példdul, ha n = 2, és A C R? egy megfelel6 halmaz a sikon, és az (X,Y) valészintiségi vektorvaltozd
egylittes struségfiggvénye f, akkor

P((X,Y)e A) = /Af(x,y) dz dy.

Ennek kévetkezménye az alabbi allitas is, ami annak analégiaja, hogy az egyvaltozds esetben is a stirtiség-
fliggvény integrélja 1:

oo o0
/ / flz1,29,...,2p)dxy day . . . dxy, = 1.
— o0 — 00

Megforditva, minden olyan n-valtozés fliggvény lehet siirliségfiiggvény, ami nemnegativ, és ezt a tulaj-
donsdgot (az integralja 1) teljesiti.

Az 1. abrén azt figyelhetjiik meg, hogy tovdabbra is igaz marad, hogy a sliriiségfiiggvény nagy értékeinek
a kornyékére nagyobb valdszinliséggel esnek a megfigyelések, ha az adott siirliségfiiggvényii eloszlasbdl
mintat vesziink. Itt X ésY fliggetlenek, normalis eloszlasiak, igy mindkét koordinata nagy valésziniiséggel
a 0-hoz kozel esik, egymastdl pedig fliggetlenek, igy adédik a forgdsszimmetrikus sirtiségfiiggvény, és az
egyiittes eloszlasbdl is hasonlé viselkedés figyelhet6 meg.

Fiuiggetlen standard normalis eloszlasok
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1. dbra. Az (X,Y) egylittes slirliségfiiggvénye, illetve ehhez tartozé 500 elem{i minta, ahol X és Y
fiiggetlenek, N(0,1) standard normélis eloszldsiak

Nézziink egy mésik példét, legyenek X és Y fuggetlenek, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldsi
valészinliségi valtozok. A kapott (X,Y) parra ugy is gondolhatunk, mintha a [0,1] x [0, 1] négyzetbdl
egyenletes eloszlds szerint valasztandnk egy pontot, dgy, hogy egy A C [0,1] x [0,1] halmazba annyi
valésziniiséggel esik a pont, amennyi A teriilete (dltaldban a négyzet teriiletével osztandnk, de az most
1). Ez lathaté a 2. dbrén.

2. Peremeloszlasok sturtiségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (X1, Xo,...,X,) valosziniiségi vektorvéltozé egyiittes siirtiségfiiggvénye f. Ho-
gyan kaphaté meg példdul az els6 peremeloszlas, azaz X, struségfiiggvénye?



Fiiggetlen egyenletes eloszlasok
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2. dbra. (X,Y) egylittes stirliségfiiggvénye, ahol X és Y fiiggetlenek és a [0, 1] intervallumon egyenletes
eloszlasiak, és 500 elemii minta ebbdl az eloszlasbdl

2.1. Allit4s. Tegyiik fel, hogy az X = (Xi,...,X,) valdszindségi vdltozdk egyiittes siriiségfiggvénye
f. Ekkor az X; valdszindségi vdltozd siriiségfigguvénye (melyet f;-vel jelolink), azaz a j. peremsiriség-
figguény igy kaphaté meg f-bél:

f](t):/ / f(a:l,...,xj_l,t,xj+1,...,xn)dm1...da:j_ldxj+1...da:n.

Specidlisan n = 2-re:

fin = [ T fady faly) = / ).

Ugyanis az n = 2 kétdimenzids esetben, ha az (X,Y") valdszinliségi vektorvaltozordl van sz, akkor
tetszbleges t valds szamra

/_; hiw)de = /_too /_O:o fla.y)dyde =P(X <t.Y €R) =P(X <t),

felhaszndlva az 1.1. 4llitdst (pontosabban annak n = 2-re vonatkozé specidlis esetét). Itt az A = (—oo, t] X
R) halmazra alkalmaztuk az &llitdst, és észrevettiik, hogy az Y € R feltétel semmitmondd, mindenképpen
teljesiil. Ezzel pedig 6sszességében azt ellendriztiik, hogy valdban f; lesz az X stlirliségfiiggvénye.

Példa. Tegyiik fel, hogy az (X,Y") valészinliségi vektorvaltozo slirliségfliggvénye

Foy) clr+y), had0<z<1é0<y<I;
x’ = e q oo
0 kiilénben.

Hatarozzuk meg c értékét, az X suriiségfiiggvényét és varhato értékét.

Tudjuk, hogy a stirtiségfiiggvény integrélja 1:
1

[e%s} [e%s} 1 1 1 562 11 1 1
/ / f(x,y)dxdy:c/ / ﬂf+yd$dy20/ [+xy} dyzc/ +ydy=c(+).
—o0 J —o0 0o Jo o L2 20 0 2 2 ' 9

Ez ¢ =1 esetén lesz 1, ez lesz a jé valasztas.

Az X strlségfiiggvénye:

f1($)=/_ f(fv,y)dy:/O x+ydy:x+{y2} :x+%,

y=0
ha 0 <z < 1. Kiilonben azonosan nulldt integralunk, a strtiségfiiggvény is 0. Ez masképpen azt jelenti,
hogy az (X,Y) valészintliségi vektorvaltozé a [0, 1] x [0, 1] négyzetbdl veszi fel az értékeit.

Ebbodl az X varhato értéke a szokasos mddon szamolhatod:
3 2

0 1
1 1 7

— 00



3. dbra. A [0,1] x [0, 1] négyzeten x + y alaki egytittes siirliségfiiggvény

3. Filiggetlenség

Val6szintiségi véltozok fiiggetlenségét az aldbbi médon definidltuk. A kérdés most az lesz, hogy az egyiittes
strliségfiiggvénybol hogyan olvashato le, ha a két valészintiségi véltozo fiiggetlen egymastol.

3.1. Definicié (Véges eset). Azt mondjuk, hogy az X1, ..., X, : Q — R valdsziniségi vdltozdk fiigget-
lenek, ha
P(X; <t1,Xo <to,...,. X,, <tp) =P(X; <t1) P(Xo <to)...P(X,, <)

teljestil tetszdleges ty,to, ..., t, valds szdmokra, azaz
F(ty,ta, ... tn) = F1(t1) - Fa(te) - ... Fy(tyn),
ahol F; az X; valdsziniségi vdltozd eloszldsfiiggvénye.

3.2. Definici6é (Végtelen eset). Az X, Xo, X3... valdszinidségi vdltozdk figgetlenek, ha kozilik barmely
véges sokat kivdlasztva fiiggetlen valdszintségi valtozokat kapunk.

3.1. Allitas (Fiiggetlenség és siirtiségfiiggvény). Legyen az X = (Xi,...,X,) valdsziniiségi vekt-
orvdltozo egyiittes siiriségfiggvénye f, tovdbbd az X; valdszintiségi vdltozo siriségfiggvénye f; minden
7=1,2,...,n esetén. Ezekkel a jelolésekkel: X1, Xo,..., X, pontosan akkor figgetlenek, ha

fltr, .o tn) = f1(tr) - fa(ta) ... fn(tn)

teljesil barmely t1,to, ..., t, valds szdmokra.

Példaul: ha XY fiiggetlen standard normalis eloszlast valdsziniiségi valtozok, akkor egytittes stirliségfliggvényiik

Fy) = Fi(e)foly) = (\gﬂxp(f)) . (\/%Xp<y;>> - o ””2§y2).

Ez azt jelenti, hogy a sfirliségfiiggvény csak az x2 + y? mennyiségtdl, azaz a pontnak az origétdl vett
tavolsagatdl fligg, és minél nagyobb ez a tavolsdg, annal kisebb a slriségfiiggvény értéke. Ez megfelel
az 1. dbran latott forgasszimmetrikus, csokken6 fliggvénynek.

A 2. dbréhoz is fliggetlen valészintiségi valtozok tartoztak. A 3. dbran a két koordindta nem fiiggetlen, a
stirliségfiiggvény nem szorzat alaku.

4. Kovariancia és korrelacio kiszamitasa

Két valdszintliségi valtozd Osszefiiggdségének mértékét a kovariancia és korreldcids egyiitthat6 segitségével
tudtuk mérni, pontosabban ez az egyik mérészam, amit erre hasznalnak. Kérdés, hogy az egyiittes



stirtiségfiiggvény (ha nem szorzat alaki), hogyan haszndlhaté a kovariancia és korreldcids egyiitthatd
kiszamitdsdra. Ehhez az alabbi altalanos allitds lesz segitségilinkre, melynek egyvaltozés formajaval mar
talalkoztunk.

4.1. Allitas. Legyen (X1, ..., X,,) abszolit folytonos valdszinidségi vektorviltozd, melynek stiriségfiggvénye
f- Legyen tovabbd g : R™ — R megfeleld tulajdonsdgokkal rendelkezd fiiggvény. Ekkor

oo (o)
E(g(Xl,...,Xn)):/ / 91,29, .., xy) f(21, 29, ..., xy) doy dXg . . dXy,.
— o0 — 00
Specidlisan, ha n = 2 és (X,Y) val6szintiségi vektorvéltozé és f a silirliségfiiggvénye, akkor

Bx.y) = [ Z / Zg(axy)f(axy) dz dy.

Példa. Tegyiik fel, hogy az (X,Y") valészinliségi vektorvaltoz6 egyiittes siirliségfiiggvénye

rz4+y, ha0<zx<1é60<y<I;
flz,y) = o
0 kiilonben.

Szamitsuk ki X és Y korrelacios egytitthatojat:

cov(X,Y)  E(XY)-E(X)E(Y)
R(X,Y) = D(X)DY)  DX)D(Y)

Elbszor a szorzat varhatd értékét hatdrozzuk meg. A fenti 4llitdst n = 2-re és a g(x, y) = xy fiiggvényre
alkalmazva:

E(XY)/O:O/o:oxyof(:c,y)dyd:c/Ol/olxy(:v+y)dyd9:

1,1 1 1 1,2 1

9 9 T x 1 1 1
= xydydx—i—/ / Ty dydx:/ —dx—i—/ —dr==-4=-=—,
/o/o o Jo o 2 Jo37 66 3

felhasznalva, hogy fol ohdr =[5/ (k+ )], = 1/(k +1).

Az X val6szin(iségi véltozo siirliségfiiggvényét és varhatd értékét mér kordbban meghataroztuk (a kordbbi
példédban ugyanez az egyiittes siirliségfliiggvény szerepelt). A siirliségfiiggvénybol:

o) 1 1 2
1 1 1 5}
]E(XZ)Z/ :v2f1(x)da::/0 z?. (a:+2)dx:/o x3+%dx:1+gzﬁ.

— 00

Minthogy a szimmetria miatt Y-nal hasonléképpen szamolhatunk, sszességében azt kapjuk, hogy

B(XY)=3;  E(X)=E(Y)=1:; BE(X?)=E(¥?)=-

Az X és Y korrelacids egytitthatdja:

cov(X,Y)  E(XY)—E(X)E®Y)
FXYI=ppy) = pE®DY)
1/3 —(7/12)2 _1/3—(7/12)2

T /B/12 — (7/12)2 - \/5/12 — (7/12)2  5/12— (7/12)?

= —0,001.

Ez nagyon gyenge negativ korrelaciét jelent.

Hazi feladat december 9., szerda, 8:00-ig Legyen az (X, Y") valdszinfiségi véaltozo egyiittes slirliségfiiggvénye
cle™®+y?), hax > 0¢és 0 <y <2 és 0 kiilonben. Hatdrozzuk meg c értékét és az P(X < 3,Y < 1)
esemény valdszintiségét.



