Valészinliségszamitas eléadas, 10. hét, 2020. november 18.

Nevezetes abszolut folytonos eloszlasok

Ahogy korabban lattuk, a striségfiiggvény tetszéleges olyan fiiggvény lehet, mely nemnegativ, és az in-
tegrdlja 1 (pontosabban, ha egy fliggvény ilyen tulajdonsdgi, akkor van olyan valdsziniiségi valtozo,
aminek ez a slirliségfiiggvénye). Vannak azonban olyan sfirliségfiiggvények, melyek a statisztikdban
vagy matematikai modellezésben fontosabb szerepet jatszanak, gyakran eléjonnek. FEzeket érdemes
kiilon megismerni. Altaldban jellemz6 lesz, hogy nem is egy-egy konkrét siiriiségfiiggvényrol, hanem
strlségfiiggvények egy csaladjardl van szd, ahol a pontos fiiggvény egy vagy két paraméter megadasa
utan kaphato meg.

1. Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas sokszor hasznalhaté véletlen idétartamok modellezésére, példdul

e egy miuvelet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgaldsa egy boltban, vagy egy szamitds elvégzése
egy szamitégépen

e egy ember reakcidideje

két esemény bekovetkezése kozott eltelt id6, példaul egy tizletben két tigyfél érkezése kozotti idd

e jarvanyterjedés modellezésénél: a fertézés atadasdnak vagy a gyogyuldsnak az ideje

radioaktiv részecske bomlasi ideje

Ahogyan kordbban lattuk, ez az eloszlas orokifju tulajdonsagu, azaz akkor jo modellezésre, ha az, hogy ¢
ideje varunk az esemény bekovetkezésére, nem valtoztat a még hatralévo varakozasi id6 eloszlasan.
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1. dbra. A = 1 paraméterii exponencidlis eloszlds strtiségfiiggvénye és 500 darab fiiggetlen, 1 paraméterii
exponencidlis eloszlasu valésziniiségi valtozobdl allé minta hisztogramja

1.1. Definicié. Legyen A > 0 walds szam. Az X wvaldszintdségi vdltozé exponencidlis eloszlasi A
paraméterrel, ha eloszldsfiigguénye:

1—e*, hat>0;

0 kilonben.

F(t):IP’(XSt):/_t f(x)dx:{

1.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy az X wvalosziniiségi vdltozd exponencidlis eloszldsi A > 0 paraméterrel.
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2. bra. Kiilénb6z8 paraméterti (A = 3,1, illetve 4) exponencialis eloszldsok eloszldsfiiggvényei

Exponencialis eloszlasok siirliségfiiggvényei
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3. abra. Kiilonb6z6 paraméterii ()\ = %,1, illetve 4) exponencidlis eloszlasok siriiségfiiggvényei és a
vérhaté értékeik: E(X) = + =2, 1 illetve 1

(i) X sdriiségfigguénye:

Xe ™ ha x> 0;
) = {0, Kiilénben.

(ii) X vdrhaté értéke: E(X) = ¥, szérdsa: D(X) =

>

(iii) Ordkifja tulajdonsag. Legyenek s,t pozitiv szimok. Ekkor

P(X >s+tX >s5)=P(X >1t).

Bizonyitds. (i) Kordbban lattuk, hogy adott eloszlasfliggvény esetén a silirliségfiiggvény, ha létezik (nem
mindig létezik), derivdldssal kaphat6. A definiciéban megadott fiiggvény derivéltja éppen f lesz. Mivel
viszont nem mindig létezik a stirtiségfiiggvény, ellendrizni kell, hogy ez valéban stirtiségfiiggvény:

[ fz)dz = /0 Ae M dy = [—e M) = —e7M — (=1) = F(t),

ha t > 0, és 0 kiilonben.



(ii) A véarhaté értékhez az aldbbi integralt kell kiszdmitani, amit parcidlis integraldssal tehetiink meg:

o0 o0 oo —Ax ] 1
E(X) :/ xf(z) da:z/o e N dr = [—a:e‘”]fzo—k/o e M dy = {— e}\ } =3

— 0o =0
A szérés hasonloképpen szamithato ki a definiciobdl.
(iii) Ezt mér kordbban bizonyitottuk. O

.Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vev6 kiszolgaldsanak ideje (percben szémolva) 3 varhaté értékii
exponencialis eloszlasui valdsziniiségi valtozé.

Mennyi a valésziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgdlni? Mennyi a valdszinlisége, hogy
a vevo kiszolgaldsa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig tart?

Legyen X a kiszolgalas ideje. Exponencidlis eloszlas esetén
E(X)=1/A, ésmost E(X)=3=\A=1/3.
Ezért az eloszlasfiiggvény alapjan

P(X>5)=1-P(X<5)=1-F()=1-(1—e ) =e*°=¢73=18,9%.

Hasonléképpen

PR<X <4)=PX<4)-P(X<2)=F4) —F2)=1-e¥3) —(1-e2B) =23 _ 3 = 25%.

Kiszolgalasi idé

8 A=1/3
& 4 E(X)=1/1=3
% &
g <
3 o
5 =©
S| P2<X<4)
- P(X >5)=18,9%
S 25%

4. dbra. Annak valésziniisége, hogy a kiszolgdlas legalabb 5 percig tart, illetve hogy legaldbb 2, de legalabb
4 percig, ha a kiszolgélasi id6 3 varhatoé értéki exponencidlis eloszldsu valdszintliségi valtozo

2. Pareto-eloszlas

Biztositasmatematikdban, vagy példaul a jovedelmek eloszldsdnak modellezésére hasznaljak gyakran az
alabbi eloszlést.

2.1. Definicié (Pareto-eloszlas). Az X waldsziniségi vdltozd Pareto-eloszldst o > 0 és ¢ > 0 pa-
raméterekkel, ha eloszldsfiiggvénye

0; hat < ¢
1—(§)a; hat>c.



2.1. Allitas. Ha X Pareto-eloszldsi a > 0 és ¢ > 0 paraméterekkel, akkor siriségfigguénye

0; ha t < c¢;

farr; hat>c.
Itt a striségfiiggvényt derivalassal kapjuk, és ellendrizhetd, hogy ez valéban siirtiségfiiggvény lesz.

Pareto-eloszlas eloszlasfiiggvénye Pareto-eloszlas siirliségfliggvény
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5. abra. Kiilonbozé paraméterti Pareto-eloszlasok eloszlas— és stirtiségfiiggvényei

Az X valészinfiségi valtozd k. momentuma:
oo o0
E(X") :/ xk-f(x)dx:/ Ca-zh Tl dr<oo s k-—a-1<-1ek<a.
— 00 C
Tehéat a Pareto-eloszlasnak csak a-nal kisebb k-ra véges a k. momentuma.

Példaul ha a = 1, 5, akkor a varhaté érték létezik és véges, de szoras nem létezik. Ilyenkor a stirtiségfiiggvény,
példdul ¢ = 1-re: 1,50725I(x > 1). Ennek tehat a varhaté értéke véges, a szérdsa végtelen. Ha-
sonloképpen olyan Pareto-eloszlasokat is taldlhatunk, melyeknek a k. momentuma létezik, de a k + 1.
nem.

Ez az oka annak, hogy, mivel a Pareto-eloszlas ,nagy valdsziniiséggel vesz fel nagy értékeket” is, példaul
tlizkar vagy arvizkar nagysaganak modellezésére hasznaljak.

3. Normalis eloszlas

A normalis eloszlas, melynek siriiségfiiggvénye az e~ fliggvénybol szarmaztathato, gyakran el6fordul
példaul kiilonféle mérési eredmények (a mérési hibdk kovetkeztében), illetve él6lények bioldgiai jellemzdi
gyakran normédlis eloszldst kovetnek (példdul: testmagassdg). A normdlis eloszlds a statisztikaban is
kulcsfontossagu, ezt hasznaljuk a z-prébaban, kozvetve pedig a t-prébaban is, més eljardsokban is.

3.1. Definicié. Legyen m walds, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y wvaldszindiségi vdltozo
normadlis eloszlasti m vdrhaté értékkel és o2 szordsnégyzettel, ha stirtiségfiiggvénye

(x —m)?

1
)= ——exp| — —— z € R).
fa) = e (- U25E)  wem)
Jeldlése: Y ~ N(m,a?).
Ellenorizhetd, hogy f valdéban strlségfliggvény, azaz nemnegativ és 1 az integrilja.

3.1. Allitas (A normalis eloszlas varhaté értéke és szérasa). HaY ~ N(m,02), akkor E(Y) =m, D(Y) = 0.

Nem bizonyitjuk, de a varhato értéket a szimmetria alapjan, a szérast parcialis integralds segitségével
lehetne levezetni a definiciébol.



Normalis eloszlasok siriiségfiiggvényei

04 0.6 08
I 1

sUrlségfuggvény, fix)

02
I

00
1

6. dbra. Kiilonb6z6 vérhaté értékli (m) és szdérdsi (o) normadlis eloszldsok stirtiségfiiggvényei

Testmagassag hisztogramja

n: 96
atlag 174,3
szoras: 11,5

gyakorisag

140 160 180 200

cm

7. dbra. Testmagassdg hisztogramja n = 96 elemii mintdbdl (valés adatokbdl), és az m =
174,3 véarhat6 értékii és o = 11,5 szérasi normdlis eloszlds silirliségfiiggvénye (pirossal): f(
vﬁﬁngexp(—(x——174ﬁﬁ2/(2-11,52ﬁ

OF
|

3.2. Definicié. Standard normalis eloszlas: az m = 0 varhaté értékid és o = 1 szordsiu normdlis
eloszlas. Eloszlasfiiggvénye: ®, siriségfigguénye @, ahol

o) = [ too pa)ds plo) = = (— %)

Miésképpen, ha Z ~ N(0,1), azaz Z standard normélis eloszldsid, akkor

Mzngﬂﬂzf_wumle V%aﬁﬂm.

A O fliggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0,1), akkor
b

Pla<2<0)=00) - o) = [ w@de= [ b e

Tovébba
Pla<X <b)=Pla<X<b)=P(X<b)—P(X <a)=

:Lié;mp<—§)M=@@—QM)

Mdas normalis eloszldsok esetén ezeket a valdsziniiségeket a © fiigguényre vezethetjik vissza.
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8. dbra. Normélis eloszlds (m = 1,0 = 1) slirliségfiggvénye és 500 darab fiiggetlen, N(1,1) eloszlasu

valészintiségi valtozobdl allé minta hisztogramja

Standard normdlis eloszlas

P(Z < -1)=0(-1)=15,9% P(1<Z<2)=
=0@)- (1) =

=13,6%

slrlségfuggvény
2

9. 4bra. A standard normélis

3.1. A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normaélis eloszlasi m varhaté értékkel és o

Y—mS b—m> :(b(b—m)
o o

Ekkor tetszOleges a < b valés szamokra

MY<®2MY§®:P(

P(Y >a) =P(Y > a)

]P’(G<Y<b)=P(a§Y§b):q><b—m>_(I)(a—m)

Standard normalis eloszlds
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2 szérasnégyzettel, azaz Y ~ N(m,o?).

o)

g g

1mw—nqgmzzécv-q

g

Linearis transzformacié. Legyen Y normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozo m véarhatoé értékkel és o
szérassal, és a, b valos szamok. Ekkor az aY + b valdszintiiségi valtoz6 normalis eloszlasi am + b varhaté

2

értékkel és a?o? szérasnégyzettel, azaz

Y ~ N(m,o?) =

aY + b~ N(am +b,a’0?).



A standard normalis eloszlas eloszlasfuggvénye, a @ flggvény A standard normalis eloszlas eloszlasfiggvényének inverze, a @' fuggvény
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10. abra. A standard normalis eloszlds eloszlasfiiggvénye és annak inverze

Fuggetlen 6sszeg. Ha Y7,Y; fiiggetlen, normalis eloszlast valdszinliségi valtozok, akkor Y; + Y5
is normdlis eloszldst, vdrhatd értéke my + ma, szérdsnégyzete o? + o3, ahol Y1 ~ N(mq,0%) és Yo ~
N(m27 U%)
Ha Y és Z fiiggetlenek, normalis eloszlastak, Y ~ N(2,3%) és Z ~ N(1,4?), akkor
Y + 7 ~ N(3,5%);

Y — Z ~ N(1,5%); Y +3Z ~ N(5,57).

Legyenek Y7,Ys,... Y, fiiggetlen normalis eloszlast valdsziniiségi valtozok, melyek varhatd értéke
m, szérasuk o. Ekkor az 0sszegiik és az atlaguk is normalis eloszlas, és

Y1+ Yo+ ...+ Y, ~ N(nm,no?);

2
NN(m,J).
n

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassdga 176 cm varhatd értékli és 7 szérasu valdsziniiségi
véaltozé. Ekkor

Yi+Yo+...4Y,
n

e 100 ember testmagassiganak atlaga szintén normélis eloszldst, 176 varhaté értékkel és 7/4/100 =
0,7 szoérassal;

e 10000 ember testmagassiganak dtlaga normadlis eloszldsi, 176 vérhaté értékkel és 7/+/10000 = 0, 07
szorassal.

Tegyiik fel, hogy a holnap varhaté kézéphomérséklet, Y valdszinliségi valtozé normaélis eloszlasi

m = 4 véarhaté értékkel és 0 = 3 szoérassal. Mennyi a valdszinlisége, hogy a holnapi kézéph&mérséklet
értéke legfeljebb 7 fok?

MY§U¢<7;n>¢C34>

Az R-ben ugyanezt a pnorm(7, mean=4, sd=3) paranccsal érhetjiik el.

d(1) = 84,1%.

Mennyi a valdszintisége, hogy a kozéphémérséklet 1 és 7 fok kozé esik?

=28(1) — 1 = 68,2%,




mert
O(—x)=1-P(x)
minden valés x-re érvényes a stirtiségfliggvény 0-ra valdé szimmetridja miatt.

Kvantilisek. Emlékeztetoiil: egy (folytonos) eloszlds z-kvantilise az a t szdm, melyre P(X < t) = z,
vagyis az a szam, melynél a valdsziniiségi valtozé értéke pontosan z valdsziniiséggel kisebb.

A fentiek alapjdn a normélis eloszldsndl ezt is kiszdmithatjuk, és ennek van a statisztikdban gyakran
fontos szerepe. Ha tehat X ~ N(m,o?), akkor

t—m) t—m

—z= =0 '2)=t=00""(2) + m.
o

P(th):@(

Specidlisan a standard normalis eloszldsndl m = 0, o = 1, a kvantilis ®71(2) lesz, ami nem m4s, mint a
z megbizhatdsagi szintil, vagyis 1 — z szignifikanciaszinti egyoldali z-préba kritikus értéke.

Kiszdmitds az R-ben: gnorm(0.9, mean=4, sd=3) a 90%-os kvantilis adott varhaté érték és szdrds
esetén. Ennek értéke: 7,84.

A fenti példdban tehat ez azt jelenti, hogy a kozéphSmérséklet értéke 90% valdszintiséggel lesz 7, 84 foknél
kisebb.

4. Tovabbi nevezetes abszolut folytonos eloszlasok

Az aldbbi eloszldsok tobbek kozott statisztikai alkalmazasokban fordulnak eld:

t-eloszlas: t-préba, példaul két eloszlds varhaté értékének Gsszehasonlitasara

F-eloszlas: F-proba, példaul két eloszlas szorasanak Gsszehasonlitasara

x2-eloszlas: x2-préba, példaul annak eldéntésére, hogy két tulajdonsig kozott van-e

e gamma-eloszds: nemnegativ valdszinliségi valtozok modellezésére

beta-eloszlds: [0, 1]-értékil valészinliségi valtozék modellezésére

4.1. t-eloszlas

Legyenek X1, Xs,..., Xy és Y fiiggetlen standard normalis eloszlast valésziniiségi valtozok. Ekkor a
Y

\/(X%+X§+...+X})/f

7 =

valdsziniiségi véltozé eloszldsat f szabadsdgi fokui t-eloszlasnak (vagy Student-eloszldsnak) nevezziik.

Az f =1 szabadsagi foku t-eloszlds, vagyis Y/X eloszldsa a Cauchy-eloszlas. Ennek siirtiségfiiggvénye:
1 1
flx) =

T 1+a?
A Cauchy-eloszlasnak sem vérhaté értéke, sem szérasa nem létezik: [~ x - f(x)dz nem értelmezhetd,
mert fooo % dz integral nem véges. Hasonloképpen a tobbi t-eloszlasnak sem létezik a varhato értéke.

Ha f nagy, akkor az f szabadsdgi foku t-eloszlas kozel esik a standard normalis eloszlashoz, f > 30 esetén
a t-eloszlast gyakran a normadlis eloszldssal helyettesitik a szamolasokban.

4.2. F-eloszlas

Legyenek m,n pozitiv egészek, X1,..., X, Y1,Y5,...,Y, pedig figgetlen standard normalis eloszldsu
valészintiségi valtozok. Ekkor az

Cn(XF+ X34+ 4+ X2)

C om(YR+ YR+ +Y2)
valésziniiségi valtozo eloszlasat m, n szabadsagi foku F-eloszldsnak nevezziik.




t-eloszlasok siriiségfiiggvényei
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11. dbra. Kiilonb6z6 szabadsagi foku t-eloszlasok silirliségfiiggvényei. A poOtty6zott vonal a standard
normalis eloszlas striiségfiiggvényét jeloli, ez kozel van a t-eloszlas stirtiségfiiggvényéhez, ha f nagy.

F-eloszlasok siiriiségfiiggvényei
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12. abra. Kiilonboz6 szabadsagi foku F-eloszlasok stirliségfiiggvényei

4.3. x?-eloszlas
Legyenek X, X»,..., X, fiiggetlen standard normalis eloszldsi valészintiségi valtozok. Az
Y=X{+X3+...+ X
valésziniiségi valtozé eloszlasat ¢ szabadségi fokid y2-eloszlasnak nevezziik. Ennek stirtiségfiiggvénye:
—t/2 t> 0;

$a/2—1 e
= d @t
f) {0, t < 0.

4.4. Gamma-eloszlas
Gamma-fliggvény. Ha a > 0 pozitiv szam, legyen
o0
I'(a) = / t*tetdt.
0

Parcidlis integréalassal belathatd, hogy I'(a) = (a — 1)I'(a — 1) minden a > 1-re, és igy I'(n) = (n —1)!, ha
n pozitiv egész.



1 -eloszlasok slrliségfuggvényei
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13. 4bra. Kiilénbozé szabadsagi foki x2-eloszldsok stirtiségfiiggvényei

4.1. Definicié. Legyenek a és \ pozitiv szamok. Az X wvaldsziniségi vdltozé gamma-eloszlasu a renddel
€s A paraméterrel, ha striségfiggvénye

Azl Az .
flay={ T 220
0, x < 0.

Gamma-eloszlasok siriiségfiiggvényei

1.5

sUrlségfuggvény, fix)
1.0

05

00
I

14. abra. Kiillonb6z6 paraméteri gamma-eloszlasok siirtiségfiiggvényei

A gamma-eloszlas tulajdonsagai:

e Kapcsolat az exponenciilis eloszldssal: ha a = 1, akkor a sfirtiségfiiggvény Ae %, ha 2 > 0,
és az exponencialis eloszlast kapjuk vissza.

e Exponencidlis eloszlasok Osszege: ha X, Xo,..., X, fiiggetlen A\ paraméteri exponencialis
eloszlasu valdszinliségi véltozok, akkor X7 + Xs + ... + X, gamma-eloszlasti a = n renddel és A
paraméterrel.

e Kapcsolat a x2-eloszldssal: ha a = q/2 és A = 1/2, akkor a q szabadségi fokti y2-eloszlast kapjuk
vissza.

e Varhato érték és szoras:

E(X) =

D(X) = VTE

e
A,

10



4.5. Beta-eloszlas

4.2. Definicié. Legyenek a,b > 1 szamok. Az X waldszintiségi vdltozd beta-eloszlast a és b pa-
raméterekkel, ha siriségfiggvénye

I'(a+b _ _
fla) = et - 2)h Tt te[0,1);
0, x <0 vagy x > 1.

Ha X1, X»,..., X, fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtozék, és X}
jeloli ebben a mintdban a k. legnagyobb szdmot, akkor X, eloszldsa beta-closzldas a =k ésb=n—-k+1
paraméterekkel.

Az a =1 és b =1 vélasztassal az egyenletes eloszlast kapjuk vissza.

Beta-eloszlasok striiségfiiggvényei

L
o w=
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15. abra. Kiilonb6z6 paraméterti beta-eloszlasok struségfiggvényei

Hazi feladat november 25., szerda, 8:00-ig Tegyiik fel, hogy egy ember jovedelme normaélis eloszldsi
300 varhato értékkel és 100 szorassal.

Mi lesz a jovedelem 90%-os, illetve 95%-o0s kvantilise a két esetben?

A normélis eloszlds esetén sorsoljunk 10000 elemii mintdt a megadott eloszldsbdl (az rnom parancs
segitségével), hatdrozzuk meg a minta 90%-os és 95%-os kvantilisét, és hasonlitsuk ossze a fent kiszdmitott
értékkel.
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