Tovabbi nevezetes eloszlasok (9. eléadas)

Az alabbi eloszlasok tobbek kozott statisztikai alkalmazasokban fordulnak el6:
@ Pareto-eloszlas: végtelen momentumokkal rendelkez eloszlasok modellezésé-
re (példaul jovedelmek, karnagysagok)
@ t-eloszlas: példaul két eloszlas varhaté értékének Gsszehasonlitasara
o F-eloszlas: példaul két eloszlas szorasanak osszehasonlitasara

@ Y’-eloszlas: példaul annak elddntésére, hogy két tulajdonsag kozétt van-e

@ gamma-eloszas: nemnegativ valdsziniiségi valtozék modellezésére

@ beta-eloszlas: [0, 1]-értéki valésziniiségi valtozék modellezésére



Pareto-eloszlas

Az X val6szin(iségi valtozé Pareto-eloszlasi, ha siir(iségfiiggvénye

F(x) = %-x‘ﬁ; ha x <«
0, ha x < a.

Itt « > 0,8 > 1 rogzitett szamok. Ekkor X eloszlasfiiggvénye:

t\—B+1,
F(t)=IP’(X<t):{1(a) . hat<a

0, ha t < a.



Pareto-eloszlas

Az X val6szin(iségi valtozé Pareto-eloszlasi, ha siir(iségfiiggvénye

F(x) = %-x‘ﬁ; ha x <«
0, ha x < a.
Itt « > 0,8 > 1 rogzitett szamok. Ekkor X eloszlasfiiggvénye:
)~ B+L,

F(t)=P(X <t) = 1*((1) : hat<a
0, hat < a.

Az X val6sziniiségi valtozé k. momentuma:

ky __ > k. _ 5 k—p . _
]E(X)—/ x f(X)dX_aﬁHX dx <oo & k—p<—1.

— 00
Tehat a Pareto-eloszlasnak csak 5 — 1-nél kisebb k-ra véges a k. momentuma.

Példaul ha 8 = 2,5, akkor a varhaté érték létezik és véges, de szérasa nem létezik.



Pareto-eloszlas

Pareto-eloszlas siriségfiiggvénye
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Az a = 1,8 = 2,5 paraméterii Pareto-eloszlas siiriségfiiggvénye: f(x) = 2,5 -
x72% ha x > 1, és 0 kiildnben. A varhaté értéke véges, a szorasa végtelen.



t-eloszlas

Legyenek X1, Xa,..., Xr és Y fiiggetlen standard normalis eloszlasa valésziniiségi

valtozék. Ekkor a
Y

VXE+ X3+ + X2)/f

val6sziniiségi valtozé eloszlasat f szabadsagi foka t-eloszlasnak (vagy Student-
eloszlasnak) nevezziik.

Az f = 1 szabadsagi fokl t-eloszlas, vagyis Y /X eloszlasa a Cauchy-eloszlas.
Ennek siirliségfiiggvénye:
1 1
flx)=--—.
(x) T 1+x2
A Cauchy-eloszlasnak sem varhat6 értéke, sem szérasa nem létezik: [*_ x-f(x) dx
nem értelmezhets, mert [ L dx integral nem véges.



A t-eloszlas stiriségfliggvénye

t-eloszlasok siiriiségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi fokl t-eloszlasok siirliségfiiggvényei. A pottydzott vonal a

standard normaélis eloszlas siir(iségfiiggvényét jeloli, ez kbzel van a t-eloszlas sird-
ségfiiggvényéhez, ha f nagy.



F-eloszlas

Legyenek m, n pozitiv egészek, X1,..., Xm, Y1, Yo, ..., Y, pedig fliggetlen standard
normalis eloszlasi valésziniiségi valtozok. Ekkor az

X+ X34 ..+ X32)

F=
m(Y2+ Y +...+Y?)

valészin(iségi valtozé eloszlasat m, n szabadsagi fokt F-eloszlasnak nevezziik.



Az F-eloszlas siiriiségfiiggvénye

F-eloszlasok siirliségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi foka F-eloszlasok siiriiségfiiggvényei




y2-eloszlas

Legyenek Xi,Xs,. .., X, fiiggetlen standard normalis eloszlasi valészin(ségi valto-

z6k. Az
Y=X{+XZ+...+ X7

valésziniiségi valtozé eloszlasat q szabadsagi fok y2-eloszlasnak nevezziik. Ennek

stir(iségfiiggvénye:
/271 )2 .
f(t) = {Wr(q/z)e , 120

0, t <0.



A y?-eloszlas siirtiségfiiggvénye

4 -eloszlasok sirliségfuggveényei
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Kiilonbdz6 szabadsagi fokt x2-eloszlasok siiriiségfiiggvényei



Gamma-eloszlas

Gamma-fiiggvény. Ha a > 0 pozitiv szam, legyen
r(a) :/ t*le tdt.
0

Parcialis integralassal belathatd, hogy '(a) = (a— 1)[(a — 1) minden a > 1-re, és
igy I'(n) = (n—1)!, ha n pozitiv egész.

Legyenek a és A pozitiv szamok. Az X val6szin(iségi valtoz6 gamma-eloszlasi a
renddel és \ paraméterrel, ha siiriiségfiiggvénye

AT ax >0
flx) =4 T@ ¢ X=5
0, x < 0.



A gamma-eloszlas siirliségfiiggvénye

Gamma-eloszlasok siirliségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi foki gamma-eloszlasok siiriiségfiiggvényei



A gamma-eloszlas tulajdonsagai

Az X valésziniiségi valtozé gamma-eloszlasii a renddel és A\ paraméterrel, ha

stirliségfiiggvénye )
A7 X .
f(X):{ e e x=20

0, x < 0.

@ Kapcsolat az exponencialis eloszlassal: ha a = 1, akkor a siiriiségfiiggvény
Xe ™ ha x > 0, és az exponencialis eloszlast kapjuk vissza.

@ Exponencialis eloszlasok 6sszege: ha Xi, X, ..., X, fliggetlen \ paramé-
terii exponencialis eloszlast valésziniiségi valtozok, akkor X; + Xo + ...+ X,
gamma-eloszlasi a = n renddel és \ paraméterrel.

@ Kapcsolat a y?-eloszlassal: ha a = q/2 és A\ = 1/2, akkor a g szabadsagi
fokl x?-eloszlast kapjuk vissza.

@ Varhaté6 érték és szoras:

E(X) = D(X) = %

a,
X



Beta-eloszlas

Legyenek a,b > 1 szamok. Az X valdsziniiségi viltozé beta-eloszlasia a és b
paraméterekkel, ha siiriiségfiiggvénye

M(a+b) _a— _ -
f(x) = o < (1 =X te(o,1f;
0, x < 0 vagy x > 1.

Ha X1, Xs, ..., X, figgetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast valészin(-
ségi valtozék, és X, jeloli ebben a mintdban a k. legnagyobb szamot, akkor X}
eloszlasa beta-eloszlas a = k és b = n — k + 1 paraméterekkel.

Az a =1 és b =1 valasztassal az egyenletes eloszlast kapjuk vissza.



A beta-eloszlas siiriiségfiiggvénye

Beta-eloszlasok siiriiségfiiggvényei
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Kiilonb6z6 szabadsagi fokl beta-eloszlasok siirliségfiiggvényei



Hazi feladat november 20., 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy mosogép élettartama
(i) exponencialis eloszlast 10 év varhaté értékkel;
(ii) normalis eloszlasi 10 év varhato értékkel és 10 év szérassal.

Mennyi garanciaid6t adhatunk (évben szamolva), ha azt szeretnénk, hogy annak
valosziniisége, hogy egy mosdgép a garanciaidén beliil elromlik, 5% legyen?



Hazi feladat november 20., 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy moségép élettartama, T exponencialis eloszlasi 10 év varhaté
értékkel.

Mennyi garanciaid6t adhatunk (évben szdmolva), ha azt szeretnénk, hogy annak
valésziniisége, hogy egy moségép a garanciaidén beliil elromlik, 5% legyen?

Mivel exponencialis esetén E(T) = 1/)\, az eloszlas paramétere A = 0,1. Legyen ¢t
a garanciaidé. Ekkor az exponencialis eloszlas eloszlasfiiggvénye alapjan

0,06 =P(T <t)=1-—exp(—A-t)=1—exp(—0,1-1)

0,95 = exp(—0,1-t) = —0,1-t=1og0,95

_7Iog0795
N 0,1

=0,513.



Hazi feladat november 20., 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy moségép élettartama, T normalis eloszlast 10 év vérhato
értékkel és 10 szérassal.

Mennyi garanciaidét adhatunk (évben szdmolva), ha azt szeretnénk, hogy annak
val6sziniisége, hogy egy moségép a garanciaidén beliil elromlik, 5% legyen?

t—10
0,6=P(T<t)=9¢
05 =B(T < )= o( 50
t—10
10

vagyis ebben az esetben nincs ilyen t.

®71(0,05) = —1,645 =

=  t=-1,645-10+10 <0,

Masképpen:

0-10
A ©71(0,05) kiszamitasa R-ben: gnorm(0.05).
A &(—1) kiszamitasa R-ben: pnorm(-1).



Hazi feladat november 27., 10:15-ig

Valasszunk egy tetsz6leges f pozitiv egészt (legalabb 10 legyen).

Generaljunk 100 darab olyan f + 1 hossza vektort, melyek koordinatai fiiggetlen
standard normélis eloszlastiak.

Minden ilyen vektorra szamitsuk ki a

Yy
zZ =
VOE+xZ+...+x3)/f
mennyiséget, ahol Y a vektor elsé koordinataja, xi, xa, ..., xr pedig a tovabbi ko-

ordinatak.

Készitsiink hisztogramot az igy kapott 100 értékbél.



Valdszinlségi vektorvaltozé: példa

Duna
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A Duna vizalldsa 20 napon keresztiil (az adatok forrasa: Orszdgos Vizjelz6 Szolga-
Iat): X1 = 106,X2 = 133, . 7XQO = 186



Valészinliségi vektorvaltozo

Sok esetben nem egyetlen valdsziniiségi valtozé viselkedését vizsgaljuk, hanem tébb
valdszindiségi valtozé egyiittes viselkedését. Példaul:

@ egy véletlen folyamat (t6zsdeindex, egy folyé vizallasa, egy orszag népessége)
kiilonb6z6 idépontokban;

@ egy ember (vagy orszag, cég stb.) tobb kiilénbdz8 jellemzgje (példaul egy
ember életkora, jovedelme és kiadasai);

@ egy méréssorozatban a kiilonb6z6 mérések soran megfigyelt értékek (példaul
egy mérést tizszer megismételve tiz kiillonb6zé valésziniiségi valtozét kapunk).

Valdsziniiségi valtozdk egylittesét valosziniiségi vektorvaltozénak nevezziik. Ez
allhat (mint az elsé két esetben) vagy fiiggetlen (mint tipikusan a
harmadik esetben) val6sziniiségi valtozokbdl is.

Amint latni fogjuk, az eloszlasfiiggvény, siiriségfiiggvény az egyiittes esetben is
definialhatd.



Valészinliségi vektorvaltozo

Az
X=(X,...,X%): Q2= R"

figgveény valdsziniiségi vektorvaltozo, ha X1, Xz, . .., X, valdsziniiségi valtozok.

@ 1000 embert megkérdeziink a havi jovedelmérdl. Legyen X; az i. megkérdezett
jovedelme. Ekkor (X1, Xz, ..., X1000) valOsziniiségi vektorvaltozo.

@ (X1, Xs,...,X00) is valosziniiségi vektorvaltozo, ahol X; a Duna vizallasa a j.
napon (j =1,2,...,20).

Ha X val6szin(iségi vektorvaltozé, akkor az X; valdsziniiségi valtozé eloszlasat az
X i. peremeloszlasanak nevezziik.

Az X valésziniiségi vektorvaltozé diszkrét, ha értékkészlete véges vagy megszamlalhat
végtelen.



Egyiittes eloszlasfiiggvény

Az X = (Xi,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes eloszlasfiiggvénye az
F :R" — [0, 1] fuggvény, melyre

F(t)=F(t1,...,tn) =P(X1 < 11, X0 < to,..., X, < 1),
ha (t1,...,t,) € R" valés szamok. Példaul:

@ egy véletlenszer(ien valasztott embert megkérdeziink a havi jévedelmérdl (X;),
a havi kiadasairdl (Xz), és az életkorardl (X3);

@ ekkor (X1, X2, X3) valosziniiségi vektorvaltozo, és

@ ha eloszlasfiiggvénye F, akkor példaul

F (200000, 150000, 40) = P(X; < 200000, X, < 1500000, X3 < 40)

annak valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember havi jovedel-

me legfeljebb 200000 (forint), havi kiadasa legfeljebb 150000 (forint), életkora
pedig legfeljebb 40 (év).



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény

Az X = (Xi,..., X,) valésziniiségi vektorvaltozé abszolat folytones, ha van olyan
f:R" — R fiiggvény, melyre

th t1
F(tl,...,t,,):/ / f(s1,...,8n)dsy ... dspy.

teljesiil minden (1, ..., t,) € R" esetén. llyenkor az f fiiggvényt az (X1, Xa,..., X,)
egyiittes siiriiségfiiggvényének nevezziik.

Tegyiik fel, hogy az (X1, Xa, ..., X,) valosziniiségi vektorvaltozé egyiittes siir(iség-
fliggvénye f. Ekkor minden (megfelel6) A C R" halmazra

P((X1, X2,...,X,) € A) = / f(t1, ta,...,tn) dty dts ... dt,.
A

Kovetkezmény:

/ / f(tr, ta,... ty)dty dtp ... dt, = 1.

—0o0 — 00



Kétdimenziés normalis eloszlas

0.2

Két fiiggetlen standard normalis eloszlas egyiittes siiriiségfiiggvénye Azaz: (X, Y)
egylittes siirliségfliggvénye, ahol X, Y fiiggetlenek, N(0,1) eloszlastiak



Kétdimenziés normalis eloszlas

Fliggetlen standard normalis eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai fiiggetlen standard nomalis

eloszlastiak. Ahol nagyobb az egyiittes sir(iségfiiggvény (el6z6 abra), oda tébb
pont esik.



Kétdimenziés egyenletes eloszlas

(X, Y) egyiittes siiriiségfiiggvénye, ahol X és Y fiiggetlenek és a [0, 1] intervallumon
egyenletes eloszlasiaak



Kétdimenziés egyenletes eloszlas
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Fliggetlen egyenletes eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai fiiggetlenek és a [0, 1] interval-

lumon egyenletes eloszlastak (az egyiittes siriiségfiiggvény az el6z6 &

bran lathatd).



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (Xi, Xa, ..., X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirii-
ségfiiggvénye f. Hogyan kaphaté meg példaul az elsé peremeloszlas, azaz X;
siiriiségfiiggvénye?



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (Xi, Xa, ..., X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirii-
ségfiiggvénye f. Hogyan kaphaté meg példaul az elsé peremeloszlas, azaz X;
siiriiségfiiggvénye?

Az X; val6sziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye (melyet fi-vel jel6liink), azaz a j.
perems(ir(iségfiiggvény igy kaphaté meg f-bél:

fi(t) = / f(s1,..,Sj—1,t,Sj41,.--,Sp)ds1 ... dSj_1dSj11 ... dsp.
Rn—1

Specialisan n = 2-re:



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (Xi,Xa,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirdi-

ségfiiggvénye f. Hogyan kaphat6 meg példaul az elsé peremeloszlds, azaz X;
stir(iségfiiggvénye?



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (Xi,Xa,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirdi-
ségfiiggvénye f. Hogyan kaphat6 meg példaul az elsé peremeloszlds, azaz X;

stir(iségfiiggvénye?

Allitas

Tegyiik fel, hogy az X = (Xi,...,X,) valésziniségi valtozék egyiittes siiriség-
figgvénye f. Ekkor az X; valosziniiségi valtozo siiriiségfiiggvénye (melyet fj-vel

Jeldliink), azaz a j. peremsiiriségfiiggvény igy kaphaté meg f-bél:

G(t):/ / f(st,...,S-1,t,Sj41,...,Sp)ds1 ... dsj_1dsji1 ...dsp.

Specidlisan n = 2-re:




Fliggetlenség

Definicié (Véges eset)
Azt mondjuk, hogy az Xy, ..., X, : Q — R valdsziniségi valtozok fiiggetlenek, ha

P(Xl <t, X < tp,..., X, < tn) = P(Xl < fl)-P(XQ < tz)...]P(Xn < l'n)
teljesiil tetszéleges ty, ty, ..., t, valos szamokra, azaz
F(ti,ta,...,tn) = Fi(t1) - Fa(t2) - ... Fa(tn),

ahol F; az X; valosziniiségi valtozo eloszlastfiiggvénye.

Definicié (Végtelen eset)

Az Xi, Xo, X3 ... valosziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha koéziililk barmely véges so-
kat kivalasztva fiiggetlen valészindiségi valtozékat kapunk.

v




sr

Fliggetlenség és egylittes siirliségfiiggvény

Allitas (Fiiggetlenség és siirtiségfiiggvény)

Legyen az X = (Xu, ..., X,) valbsziniiségi vektorvaltozé egyiittes siiriségfiiggvénye
f, tovdbba az X; valdsziniiségi véltozo siirliségfiiggvénye f; minden j =1,2,...,n
esetén. Ezekkel a jelolésekkel: Xy, Xz, ..., X, pontosan akkor fiiggetlenek, ha

f(ty, ..., ty) = fA(t1) - H(t2). .. fa(th)

teljesiil barmely t;, to, . .., t, valés szamokra.

cey

Példaul: ha Xi, X fliggetlen standard normalis eloszlast valészinitségi valtozok,
akkor egyiittes siriiségfiiggvényiik

f(t, t) = At)h(t) = (j;rp ( - Z)) ' (fz?p ( t2>>

1 2+ t3
—27Texp<— > .
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Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

A [0,1] x [0, 1] négyzeten x + y alaka egyiittes siiriiségfiiggvény



