Strdségfuggveny (8. eléadas)

Siriségfiiggvény

Ha X siiriiségfiiggvénye f (ami most az 4bran lathaté fiiggvény): P(—3 < X <
—1) = [~ f(x)dx = 54,5%;

P(1 <X <3)= [ f(x)dx =



Stirliségfliggvény

Hisztogram és siriiségfiiggvény
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sUrségfluggveny, f{x)
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Egy siiriiségfiiggvény és hozza tartozé ezer elemii fiiggetlen minta hisztogramja;
nagyobb a siir(iségfiiggvény — nagyobb a gyakorisag;
minta: fliggetlen val6szin(iségi valtozék, melyek mindegyikének f a siirliségfiiggvé-

nye



Siirtiségfiggvény: definicio

Az X : Q — R valoszin(iségi valtoz6 siiriiségfiiggvénye az f : R — R fliggvény,
ha

P(X <t)= /t f(x)dx

oo

teljesiil minden t € R szamra.

val6sziniiségi valtozénak van siiriiségfiiggvénye, példaul a diszkré-
teknek nincs. Ha X-nek van siiriiségfiiggvénye, akkor abszolat folytonos val6-
szin(iségi valtozénak nevezziik.

Ha az X val6sziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye f, akkor tetszéleges a < b sza-
mokra

IP’(a<X<b)zP(aSXﬁb):/bf(x)dx.



Normalis eloszlas: bevezetés

Ha egy, a valésagban megfigyelhetd valdsziniiségi valtozé eloszlasat, pontosabban
a siiriiségfiiggvényét szeretnénk meghatarozni:

@ az adatokbdl készithetiink hisztogramot;

@ a hisztogram és a siiriségfiiggvény alakja sok fiiggetlen megfigyelés esetén
.kozel" van egyméashoz;

o megfigyelhetjiik, hogy kiilonféle mennyiségek esetén a hisztogramok gyakran
— a gyakran el6fordulé siiriiségfiiggvény-tipusokat érdemes
kiildn megérteni;
@ az egyik ilyen a normalis eloszlas, melynek siiriiségfiiggvénye az e figg-
vénybdl szarmaztathaté

@ példaul kiilonféle mérési eredmények (a mérési hibak kovetkeztében), illet-
ve él6lények bioldgiai jellemzdi gyakran normalis eloszlast kdvetnek (példaul:
testmagassag)

a normélis eloszlas a statisztikaban is kulcsfontossagi



Testmagassag

Testmagassag hisztogramja

n 96
atlag: 174,23
szords: 11,5
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Testmagassag hisztogramja n = 96 elem(i mintabdl (valés adatokbdl), és az m =
X = 174, 3 varhat6 értéki és o = 11,5 sz6rast normélis eloszlas siirliségfiiggvénye
(pirossal): f(x) = m exp(—(x — 174,3)?/(2 - 11,5?))
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Normalis eloszlas: definicié

Legyen m valds, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniiségi
valtozé normalis eloszlasii m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel, ha siirii-

ségfiiggvénye
)2
exp < — (xm)> (x € R).

F) = 202

1
Vor-o
Jeldlése: Y ~ N(m,a?).

Ha Y ~ N(m,o?), akkor E(Y) =m, D(Y) = o.

Standard normalis eloszlas: az m = 0 varhat6 értékii és o = 1 szérasi normalis
eloszlas. Eloszlasfiiggvénye: &, siirliségfiiggvénye o, ahol

d)(t)—/toogo(x)dx; <p(x)_\/127rexp<_x;).




Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

relatlv gyakorisagok

értékek

Normalis eloszlas (m = 1,0 = 1) siiriségfliggvénye és 500 darab fiiggetlen, N(1,1)

eloszlast valészinliségi valtozébdl all6 minta hisztogramja .. -~ - - ..



Normalis

eloszlas

Normalis eloszlasok siirliségfiiggvényei
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A O fliggvény

Standard normalis eloszlas

<
§ P(Z < -1)=0(-1)=15,9% P1<Z<2)=
g - = 02)- o(1) =
= =13,6%

A © fiiggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0,1),

akkor t t 1 s
P(Z < t) = &(t) = / o(x) dx = / e

— 00



Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas

04

0.3

P(Z < -1)=d(-1)=15,9% P(<Z<2)=
=02)-o(1)=

=13,6%

sUrségfuggveény
02

0.1

O(2)-®(1)

0.0

A © fiiggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0,1),
akkor

P(a< Z < b) = d(b) — d(a) = /bw(x) dx — /b \/%efﬁ/z dx.



Standard normalis eloszlas

Standard normalis eloszlas

sUrségfuggveény
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A © fiiggvény a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ha Z ~ N(0,1),
akkor

P(a< Z < b) = d(b) — d(a) = /b o(x) dx = /b \/%efxzh dx.



Standard normalis eloszlas

A Z valésziniiségi valtozé standard normalis eloszlasia, azaz Z ~ N(0,1), h

stirliségfliggvénye
- en(-3)
X)=——=exp| — = ).
¥ o p >
Ekkor eloszlasfiiggvénye ¢, azaz

t 1 x?
<D(t):IP’(Z§t):IP’(Z<t):/ exp()dx.
oo V2T 2
Tovabba

]P’(a<X<b):IP’(a<X§b):]P’(ng)—IP’(X<a):

/ T P ( - X;)dx = &(b) — (a).

Mads normdlis eloszlasok esetén ezeket a valdsziniiségeket a ® fiiggvényre vezetjiik
vissza.



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o2

azaz Y ~ N(m,o?). Ekkor tetsz6leges a < b valés szdmokra

szérasnégyzettel,

v rrs (Y 20 o (20)

P(Y>a):P(yZ3):1_¢<a—m)

g

P(a<Y<b):P(8§ng):¢<b_m)_¢<a—m>

B(|Y — m| < b)—2¢(:) 1



Normalis eloszlas: példa

Tegyiik fel, hogy az Y val6szinliségi valtozé normalis eloszlasi m = 4 varhat6
értékkel és o = 3 széréssal. Ekkor

P(Y <7) = ¢(7 ;"‘) _ ¢(7;4) — (1) = 84,1%.

IP’(1<YS?):P(Y§7)_P(Y§1):q)(?—m)_¢(1—m)

- ¢<7;4> - ¢(1;4> — o(1) — &(-1) =
—20(1) — 1 = 68, 2%,

mert
d(—x) =1—d(x)

minden valds x-re érvényes a s(ir(iségfiiggvény 0-ra val6 szimmetridja miatt.



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Linearis transzformacié. Legyen Y normalis eloszlast val6szindiségi valtozé m
varhato értékkel és o szdrassal, és a, b valés szamok. Ekkor az aY + b valészin(iségi
valtozé normalis eloszlasti am + b varhat6 értékkel és a?0? szérasnégyzettel, azaz

Y ~ N(m,o?) = aY + b~ N(am + b, a%0?).

Fiiggetlen 6sszeg. Ha Y1, Y, fiiggetlen, normalis eloszlasia valésziniségi valto-
z6k, akkor Yi1 + Y5 is normalis eloszlasi, varhaté értéke my + mo, szérasnégyzete
0'% —I-O'g, ahol Y7 ~ N(ml,af) és Yo ~ N(m270'§)

Ha Y és Z fiiggetlenek, normilis eloszlastak, Y ~ N(2,3%) és Z ~
N(1,42), akkor

Y +Z~ N(3,5%); Y - Z ~ N(1,5%); Y +3Z ~ N(5,57).



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Legyenek Y1, Y, ..., Y, fiiggetlen normalis eloszlasi val6sziniiségi valtozék, me-
lyek varhaté értéke m, szérasuk o. Ekkor az Gsszegiik és az atlaguk is normalis
eloszlasa, és

Yi+ Yo+ ...+ Y, ~ N(nm, no?);

Yi+Yo+...+Y, < 02>
~N{m,— ).
n n




A normalis eloszlas tulajdonsagai

Legyenek Y1, Y, ..., Y, fiiggetlen normalis eloszlasi val6sziniiségi valtozék, me-
lyek varhaté értéke m, szérasuk o. Ekkor az Gsszegiik és az atlaguk is normalis
eloszlasa, és
Yi+ Yo+ ...+ Y, ~ N(nm, no?);
Yi+Yo+...+Y, ( 02>
~N{m,— ).
n n

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassaga 176 cm varhaté értékii és 7
sz6rasi valoésziniiségi valtozé. Ekkor

@ 100 ember testmagassaganak atlaga szintén normalis eloszlast, 176 varhaté
értékkel és 7/4/100 = 0,7 szorassal;

@ 10000 ember testmagassaganak atlaga normalis eloszlast, 176 varhaté érték-
kel és 7//10000 = 0,07 szérassal.



Egyenletes eloszlas: példa

@ Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

@ Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlast a [8,12] intervallumon (6raban
mérve).

o Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a valé-
sziniisége, hogy 11 éra el6tt megérkezik?



Egyenletes eloszlas: példa

@ Csomagot varunk, amit a futar véletlen Y idépontban hoz ki.

@ Feltételezziik, hogy Y egyenletes eloszlast a [8,12] intervallumon (6raban
mérve).

o Feltéve, hogy a futar 10 6raig még nem érkezett meg, mennyi a valé-
sziniisége, hogy 11 éra el6tt megérkezik?

Legyen X a futar érkezésének idépontja. Igy fogunk tudni szamolni:

B(X < 11|X > 10) = 20X SP&}: % >10}) _ Zi _ %




Egyenletes eloszlas

Egyenletes eloszlas

relativ gyakorisagok
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A [8,12] intervallumon egyenletes eloszlas s(riiségfiiggvénye és 500 darab fiigget-

len, [8,12] intervallumon egyenletes eloszlasa valészintiségi valtozobdl 4llé6 minta
hisztogramja

[m] = =

DA



Egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye

Egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye
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A [8,12] intervallumon egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye




Hazi feladat november 13., 10:15-ig

Legyen az X val6szin(iségi valtozé egyenletes eloszlasa a [0, 1] intervallumon, azaz

strtiségfiiggvénye
1, ha0o<x<1;
fx)=1"7" ==
() {07 kiilonben.

(a) Mennyi a valésziniisége, hogy X < t, ha t tetsz6leges val6s szam?

(b) Valasszon egy k szamot 23 és 67 kozott, és hatarozza meg v/ X eloszlasfiigg-
vényét, azaz annak valdsziniiségét, hogy VX <t

(c) Hatarozza meg v/ X siiriiségfiiggvényét.



Hazi feladat november 13., 10:15-ig

Legyen az X val6szin(iségi valtozé egyenletes eloszlasa a [0, 1] intervallumon, azaz
stiriségfiiggvénye

1 h <x<1;
frg= > [)=x=l
0, kiilonben.

Mennyi a valésziniisége, hogy X < t, ha t tetszéleges valés szam?

t t
P(th):/ f(x)dx:/ldx:t, hao<t<1.
0

— 00

Ha t <0, akkor P(X < t) =0, és ha t > 1, akkor P(X < t) =1.



Hazi feladat november 13., 10:15-ig

Legyen az X val6szin(iségi valtozé egyenletes eloszlasa a [0, 1] intervallumon, azaz
stiriségfiiggvénye

1 h <x<1;
() =10 e
0, kiilonben.

Mennyi a valésziniisége, hogy X < t, ha t tetszéleges valés szam?

t

P(th):/

— 00

t
f(x)dx:/ ldx=1t, hao<t<1.
0

Ha t <0, akkor P(X < t) =0, és ha t > 1, akkor P(X < t) =1.
Legyen k tetsz6leges egész. Ekkor v/ X eloszlasfiiggvenye:

F(t) = P(VX < t) = P(X < tK) = t,

Ha t >0, akkor P(¥/X < t) =0, és ha t > 1, akkor P(¥/X < t) = 1.



Hazi feladat november 13., 10:15-ig

Legyen az X valészin(ségi valtozo egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumon, azaz
stirliségfliggvénye

<x <1,
) = 1, hfa”(.)_x_l,
0, kiilénben.
Legyen 23 < k < 67. Ekkor v/ X eloszlasfiiggvénye:
F(t) =P(VX < t) = P(X < t¥) = t¥,

Ha t <0, akkor P(+/X < t) =0, és ha t > 1, akkor P(¥/X < t) = 1.



Hazi feladat november 13., 10:15-ig

Legyen az X valészin(ségi valtozo egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumon, azaz
stirliségfliggvénye
ha0<x<1;

f(x) = -
() {o, kiilonben.
Legyen 23 < k < 67. Ekkor v/ X eloszlasfiiggvénye:
F(t) =P(VX < t) = P(X < t¥) = t¥,
Ha t <0, akkor P(+/X < t) =0, és ha t > 1, akkor P(¥/X < t) = 1.

Ebbél lathatd, hogy

ktk=1, ha0<t<I;
f(t) = e
0 kilénben,

akkor a v/X siirtiségfiiggvénye, hiszen f f(s)ds = F(t) teljestil minden t valés
szamra.



Hazi feladat november 13., 10:15-ig

Egyenletes eloszlas 42. gyoke

relativ gyakorisagok
20

10
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értekek

A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlas 42. gybkének hisztogramja 1000 elemii
mintabdl, és a s(iriiségfiiggvénye



Hazi feladat november 13., 10:15-ig

1000 elem(i, egyenletes eloszlasi mintaban elemenként 42. gyokdt vesziink, majd
hisztogramot készitiink.

x<-runif (min=0,max=1, n=1000)

y<-x"(1/42)

hist(y, freq=FALSE, col="#97B3FF",
main="Egyenletes eloszlas 42. gycke", xlab="értékek",
ylab="relativ gyakorisagok")

curve(42*xx~41, from=0, to=1, col="red", lwd="5", add=T)
A gorbe a siiriiségfiiggvény:

ktk"1  ha0o<t<1,
f(t) = .
0 kiildnben,

akkor a v/ X siiriiségfiiggvénye, hiszen f f(s) ds = F(t) teljesiil minden t valés
szamra.



Az egyenletes eloszlas varhato értéke

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

L haa<s<b;
f — b—a’ - ="
() {O, kiilonben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhat6 értéke

o b 21b
1 1
E(X) = s-f(s)ds= [ s ——ds=_— s =
oo R b—a b—al2]_,

1 2 —a%2 a+b

b—a 2 2

hiszen az x fiiggvény primitiv fiiggvénye § és b2 — a°> = (b—a)(b+ a).



Az egyenletes eloszlas szérasa

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 -
f(s) = { Ba ha a<s<b;
0, kiilonben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhaté értéke

oo b 1 1 53 b
2y _ 2, — 2.~ ds= —
E(X)_/Oos f(s)ds /a s b—ads b—a[ ]

— 3 s=a

1 b3—a3_32—i—ab—|—b2
T b—a 3 3 ’

hiszen az x? fiiggvény primitiv fiiggvénye % és b3 — 3% = (b—a)(a® + ab+ b?)



Az egyenletes eloszlas szérasa

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 -
f(s) = { Ba ha a<s<b;
0, kiilonben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhaté értéke

> b 1 1 [s%7°
2y _ 2 _ 2 L s”
E(X )_[ms f(s)ds /a s b—ads b—a[3]

s=a
1 b3—a3_32—i—ab—|—b2
T b—a 3 3 ’

hiszen az x? fiiggvény primitiv fiiggvénye % és b3 — 3% = (b—a)(a® + ab+ b?)

3 2
_a®+ab+b* P +2ab+ b 2 —2ab+ b (b—a)
B - B 12 T2

DQ(X):E(XQ)_E(X)2 _ a‘+ab+b . (a—i—b)

3 4



Egyenletes eloszlas (uniform distribution)

Az X valészin(iségi valtozé egyenletes eloszlasa az [a, b] intervallumon, ha siiri-
ségfiiggvénye

L haa<x<b;
f — b—a’ — - 7
() {O, kiilonben.

Ekkor

(i) X eloszlasfiiggvénye:

0, hat < a;
F(t)=P(X <t)=4¢{=2, haa<t<b;
1, ha t > b.

(i) Ha a < c < d < b, akkor

d d B
P(chgd):/ f(x)dx:/ bl = d=¢

—a b—a

(iii) Az X val6sziniiségi valtoz6 varhaté értéke és szérasa:

a+b D(X)_bia

E(X) = 5 : T2




Példa: egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futar érkezésének id6pontja, Y,
egyenletes eloszlasia a [8,12] intervallumon.

Mennyi a valészintisége, hogy 10 és 11 6ra kozott érkezik?
P(10<Y <11)=
Mennyi a valésziniisége, hogy 11 : 45 utan érkezik?
P(Y > 11,75) =
Mennyi az érkezési idépontjanak varhaté értéke?
E(X) =
Mennyi az érkezési id6pontjanak szérasa?
D(X) =



Példa: egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futar érkezésének id6pontja, Y,
egyenletes eloszlasia a [8,12] intervallumon.

Mennyi a valészintisége, hogy 10 és 11 6ra kozott érkezik?

P(I0< Y <11)= ¢=¢=1-10 — 25%,

Mennyi a valésziniisége, hogy 11 : 45 utan érkezik?

P(Y >11,75) = ¢=¢ = 122L05 — L — 6 25%.

Mennyi az érkezési idépontjanak varhaté értéke?
_ atb _ 8412 _
Mennyi az érkezési id6pontjanak szérasa?

D(X)= 222 == =116



Exponencialis eloszlas

Az exponencialis eloszlas sokszor hasznalhaté véletlen id6tartamok modellezésére,
példaul

@ egy miivelet elvégzésének ideje: egy ember kiszolgalasa egy boltban, vagy egy
szamitdas elvégzése egy szamitégépen
@ egy ember reakcidideje

@ két esemény bekovetkezése kozott eltelt id6, példaul egy iizletben két tigyfél
érkezése kozotti id6

@ jarvanyterjedés modellezésénél: a fert6zés atadasanak vagy a gydgyulasnak az
ideje

@ radioaktiv részecske bomlasi ideje



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas

relatlv gyakorisagok
04

értékek

A = 1 paraméterii exponencialis eloszlas s(iriiségfiiggvénye és 500 darab fiiggetlen, 1
paraméter(i exponencialis eloszlasa valdszin(iségi valtozébdl allé minta hisztogramja



Exponencialis eloszlas: definicié és tulajdonsagok

Legyen A > 0 valds szam. Az X valészinliségi valtozé exponencialis eloszlasa A
paraméterrel, ha siirliségfiiggvénye

—Ax .
Fx) = {1 x>0
0, kiilonben.

Ekkor

(i) X eloszlasfiiggvénye:

— 00

F(t)=P(XSt):/t f(X)dx:{leM’ ha t > 0;

0 kiildnben.

(i) X véarhat6 értéke: E(X) = 1, szérdsa: D(X) = 1.

(iii) Orokifjir tulajdonsag. Legyenek s, t pozitiv szamok. Ekkor

P(X>s+tX>s)=P(X>1).



Exponencialis eloszlas

Exponencidlis eloszlasok siirliségfiiggvényei
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Kiilsnboz6 paraméterdi (A = 1,1, illetve 4) exponencialis eloszlasok siirdiségfiigg-
1

vényei és a varhato értékeik: E(X) = =2, 1 illetve }



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlasok eloszlasfiiggvényei

1.0

04 06 08
|

eloszlasfuggvény, Fix)
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Kiilsnboz6 paraméterii (A = 3,1, illetve 4) exponencialis eloszlasok eloszlasfiigg-
vényei



Az exponencialis eloszlas 6rokifja tulajdonsaga

Allitas
Legyen X exponencialis eloszlasi valdszindiségi valtozo, s, t pozitiv szamok. Ekkor

P(X > s+ t[X >s)=P(X >t).

Bizonyités. A feltételes valésziniiség definicidjat és az exponenciélis eloszlas elosz-
lasfiiggvényének alakjat felhasznélva

PU{X>s+t}Nn{X>s}) 1-P(X<s+t) _

P(X >s+t|X>s)=

P(X > s) - 1-P(X<5s)
L L—F(s+t)  1—(1—e Astt))  gmAlsHt)
O 1-F(s)  1—(1—es)  ers

=eM=1-(1-eM=1-F(t)=P(X >1).



Exponenciélis eloszlas: példa

Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevé kiszolgalasanak ideje (percben szamolva) 3
varhaté értékii exponencialis eloszlasi val6sziniiségi valtozé.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni? Mennyi
a val6sziniisége, hogy a vevé kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig tart?



Exponenciélis eloszlas: példa

Tegyiik fel, hogy egy boltban egy vevé kiszolgalasanak ideje (percben szamolva) 3
varhaté értékii exponencialis eloszlasi val6sziniiségi valtozé.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a vevét legalabb 5 percig tart kiszolgalni? Mennyi
a val6sziniisége, hogy a vevé kiszolgalasa legalabb 2, de legfeljebb 4 percig tart?
Legyen X a kiszolgalas ideje. Exponencialis eloszlas esetén

E(X)=1/A, ésmost E(X)=3= X=1/3.
Ezért az eloszlasfiiggvény alapjan
P(X>5)=1-P(X<5)=1-F(5)=1-(1-e %)==
=e75/% =18,9%.
Hasonloképpen

PR=X<4)=PX<4)-P(X<2)=F(4)-F((2) =
=(1-—e*3)—(1-e?3)=e?3 %3 =25%.



Exponenciélis eloszlas: példa

Kiszolgalasi id6

3 A=1/3
&+ E(X)=1/2.=3
%o
EREN
s P2<X<4)
0 P(X >5)=18,9%
8 - 25%

Annak valésziniisége, hogy a kiszolgalas legalabb 5 percig tart, illetve hogy legalabb
2, de legalabb 4 percig, ha a kiszolgalasi id6 3 varhaté értékii exponenciélis eloszlast
valdszindiségi valtozé



Hazi feladat november 20., 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy mosogép élettartama
(i) exponencialis eloszlast 10 év varhaté értékkel;
(ii) normalis eloszlasi 10 év varhato értékkel és 10 év szérassal.

Mennyi garanciaid6t adhatunk (évben szamolva), ha azt szeretnénk, hogy annak
valosziniisége, hogy egy mosdgép a garanciaidén beliil elromlik, 5% legyen?



