Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 4000. Mennyi az 6sszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?
cov(X 4+ Y, 300X + 4000Y) = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;

D(X 4+ Y) = +/D2(X) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X +4000Y) = 1/3002D2(X) + 40002D2(Y) =

= /3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42;

cov(X + Y, 300X + 4000Y) 750000
R(X + Y, 300X + 4000Y) = -
(X+Y, 300X + )= D{X + Y)D(300X + 4000Y) _ 16,73 - 53749, 42
—0,83.

A korrelacids egyiitthaté értéke kisebb, mint abban az esetben, amikor az Gjsagok
ara kozel egyforma volt.



Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X 44000Y) és az eladott példanyszam (X+Y) egyiittes el6fordulasa
n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 750000, korrelaciés egyiitthaté: 0,83.



Hazi feladat november 6., 10:15-ig

Kétszer dobunk szabalyos dobdkockaval. Legyen X az elsé dobas, Y a masodik.

Szamitsuk ki X és rX + Y korrelaciés egyiitthatdjat tetszGleges r esetén, és abra-
zoljuk ezt r fliggvényében (kézzel készitett abra is megfelels).

Milyen r-ek esetén lesz pozitiv, negativ, illetve 0 a korrelacids egyiitthat6?



Hazi feladat november 6., 10:15-ig

Kétszer dobunk szabalyos dobdkockaval. Legyen X az elsé dobds, Y a masodik.

Ekkor X és Y fiiggetlenek, ezért kovarianciajuk 0. Masrészt, mivel ugyanazokat
az értékeket ugyanolyan val6sziniiséggel veszik fel, eloszlasuk megegyezik, és ezért
a szorasuk is: D(X) = D(Y). Ezeket felhasznalva:

cov(X, rX + Y) = cov(X, rX) + cov(X, Y) = rcov(X, X) = rD?(X).

Tovabba, felhasznalva, hogy fiiggetlen tagok esetén a szérasnégyzetek Gsszeaddd-
nak:

D(rX + Y) = /D2(rX) + D2(Y) = /(2 + 1)D?(X) = \/r2 + 1- D(X).
Vagyis

_cov(X, I X+Y) rD?(X) o
RIX X+ Y) = D(X)D(rX+Y) D(X)-Vr2+1-D(X) Vr2+1

Ennek elGjele r eléjelével egyezik meg.




Hazi feladat november 6., 10:15-ig

> curve(x/sqrt(x” 2+1), from=-5, to=5, lwd="5", col="blue", xlab="r",
ylab="korrelacié", main="Korrelacié r fliggvényében")

> lines(abline(a=0, b=0, col="red", lwd="3"))

> x=sample(1:6, 500, replace=TRUE)

> y=sample(1:6, 500, replace=TRUE)

> z=-05*x +y

> plot(z~ x, lwd="3", col="blue", main="Megfigyelések r = - 0.5 esetén",
xlab="x", ylab="-0.5*x+y")



Hazi feladat november 6., 10:15-ig

Korrelacio r fiiggvényében
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Hazi feladat november 6., 10:15-ig

Megfigyelések r = - 0.5 esetén
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500 elemd mintabdl X és —0,5X+ Y egyiittes elhelyezkedése. A korrelacios egyiitt-
haté —0, 45.



Eloszlasfiiggvény: példa

Ertékpapir arfolyama
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Egy elképzelt értékpapir arfolyama 1000 napon keresztiil, 1000 forintban



Eloszlasfiiggvény: bevezetés

X valésziniiségi valtozd: egy véletlen kisérlet eredménye
eddig: X diszkrét, és a P(X = x) valdszin(iségekkel lehet leirni az eloszlasat

ha a lehetséges értékek halmaza ,tal nagy”, vagy a valdsziniiségek ,tal kicsik”,
ez nem informativ

példaul: X az értékpapir arfolyama holnap, P(X = 784) = 0,0038, P(X =
785) = 0,004, stb. egy el6rejelzés szerint — ennél hasznosabb informacié
lehet, hogy

P(X <785)=0,5,
azaz az értékpapir 50% valdsziniiséggel nem haladja meg a 785 szintet

eloszlasfiiggvény: F(t) annak valdsziniisége, hogy a valésziniiségi valtozo
értéke legfeljebb t, azaz

F(t) =P(X < t).



Eloszlasfiiggvény: példa

Az arfolyam tapasztalati eloszlasfiiggvénye
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t fliggvényében a t-nél nem nagyobb arfolyamd napok aranya az el6z6 példaban



Eloszlasfiiggvény: definicié

Legyen X : Q — R valésziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F:R — [0,1] fuggvény:

F(t) =P(X <t) =P{w e Q: X(w) <t})
tetszbleges t € R valds szamra.
Ez minden valésziniiségi valtozéra és minden t € R valds szamra értelmes:

éppen Ggy definialtuk a valészin(ségi valtozét, hogy {w € Q : X(w) < t} € A egy
esemény, tehat van valdsziniisége.



Eloszlasfiiggvény: példa

Valakinek harom gyereke sziiletik, a gyerekek mindegyike egymastdl fiiggetleniil 1/2
valészintiséggel fia. Nyolc egyforman val6szinii eset van:

{LLL,FLL, LFL, LLF, ,FFF}

Legyen X a fitk szdma. X diszkrét valdszinliségi valtozd, lehetséges értékei:
0,1,2,3, és

Az X eloszlasfiiggvényének, F-nek az értéke néhany helyen:

_1.
Sy
F(2.4) =P(X <2,4)= | Fa)=P(X <4)=1.

F(0) =P(X <0) F(1)=P(X<1)=

N[ =



Eloszlasfiiggvény: példa

Fiuk szamanak eloszlasfliggvénye
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Harom gyerek koziil a fitk szdmanak eloszlasfiiggvénye
vizszintes: t, fiiggbleges: F(t) = P(X < t).



Eloszlasfiggvény

Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{w e Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szamhoz hozzarendeli, hogy mennyi annak

valésziniisége, hogy a valosziniiségi valtozo értéke legfeljebb t. Példaul ha X a fiak
szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fit van) =1/2;

F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) = P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fiad van) = 7/8;



Eloszlasfiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{w e Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szamhoz hozzarendeli, hogy mennyi annak
valésziniisége, hogy a valosziniiségi valtozo értéke legfeljebb t. Példaul ha X a fiak
szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fit van) =1/2;

F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) = P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fiad van) = 7/8;

Véges értékkészletii valdsziniiségi valtozok esetén az eloszlasfiiggvény lépcsSs (vé-
ges sok értéket vesz fel), és az ugrdsok nagysagat az egyes lehetséges értékek
valdsziniiségei adjak meg.



Eloszlasfiiggvény: példa

Kockadobas eloszlasfiiggvénye
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Szabalyos dobokockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye
vizszintes: t, fiiggbleges: F(t) = P(X < t).



Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Ha a, b € R valés szamok, és F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
P(a < X < b) = F(b) — F(a),
hiszen annak valésziniiségét, hogy X az a és b kozé esik, megkaphatjuk agy, hogy

P(X < b)-bél levonjuk P(X < a)-t.

Legyen F egy tetszGleges valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye. Ekkor

(i) F monoton ndvé: a < b esetén F(a) < F(b).
(i) limiy_o F(t) =0; lim; oo F(t) = 1.
(iii) F jobbrol folytonos, azaz minden t € R valés szamra lim,_,.y F(s) = F(t).

Forditva: ha F-re érvényesek ezek a tulajdonsagok, akkor van olyan X, aminek F
az eloszlasfiiggvénye.



Eloszlasfiiggvény: példa

Legyen X négy rendii 1/2 paraméter(i binomialis eloszlast valészin(iségi valtozo.
Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?



Eloszlasfiiggvény: példa

Legyen X négy rendii 1/2 paraméter(i binomialis eloszlast valészin(iségi valtozo.
Mennyi X eloszlasfiiggvényének az értéke az 1,5 helyen?

X-re a kovetkez6képpen gondolhatunk: n = 4 fiiggetlen kisérlet, mindegyik p = 0,5
valészintiséggel sikeriil, X a sikeres kisérletek szama.

Definici6 szerint, ha F az X eloszlasfiiggvénye, akkor
F(1,5)=P(X <1,5)=P(X <1)=P(X =0)+P(X =1),

hiszen X értéke nemnegativ egész. Igy

F(1,5) =P(X =0) + P(X = 1)
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Stirliségfliggvény

Siriségfiiggvény

Ha X siiriiségfiiggvénye f (ami most az 4bran lathaté fiiggvény): P(—3 < X <
—1) = [~ f(x)dx = 54,5%;

P(1 <X <3)= [ f(x)dx =



Stirliségfliggvény

Hisztogram és siriiségfiiggvény
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Egy siiriiségfiiggvény és hozza tartozé ezer elemii fiiggetlen minta hisztogramja;
nagyobb a siir(iségfiiggvény — nagyobb a gyakorisag;
minta: fliggetlen val6szin(iségi valtozék, melyek mindegyikének f a siirliségfiiggvé-

nye



Siirtiségfiggvény: definicio

Az X : Q — R valoszin(iségi valtoz6 siiriiségfiiggvénye az f : R — R fliggvény,
ha

P(X <t)= /t f(x)dx

oo

teljesiil minden t € R szamra.

val6sziniiségi valtozénak van siiriiségfiiggvénye, példaul a diszkré-
teknek nincs. Ha X-nek van siiriiségfiiggvénye, akkor abszolat folytonos val6-
szin(iségi valtozénak nevezziik.

Ha az X val6sziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye f, akkor tetszéleges a < b sza-
mokra

IP’(a<X<b)zP(aSXﬁb):/bf(x)dx.



A siirtiségfliggvény tulajdonsagai

Legyen X abszolat folytonos valdsziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.
(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szamra

(b) Az f(t) = F'(t) fuggvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhaté) az X
siriiségfiiggvénye.

Ha az f : R — R fiiggvény siiriiségfiiggvény, akkor

(i) f(x) > 0 teljesiil ,majdnem minden” x € R-re (példaul véges vagy megszam-
lalhat6 sok kivétel lehetséges).

(i) [7 f(x)dx =1

Forditva: ha f teljesiti ezt a két tulajdonsagot, akkor van olyan valdsziniiségi val-
tozd, aminek f a sirliségfliggvénye.



Siirtiségfiiggvény: példa
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Ha X siiriségfiiggvénye f, akkor

—-1/2

F(-1/2) =P(X < —1/2) :/ f(x) dx.

— 00



Siirtiségfiiggvény: példa

Legyen az X val6sziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye f(x) = 2|x|, ha —1 < x < 0,
és 0 kiilsnben. Mennyi X eloszlasfiiggvényének értéke a —1/2 helyen?

Felhasznélva az eloszlasfiiggvény és a siiriiségfiiggvény definicigjat, illetve hogy
x < —1 esetén f(x) = 0, azt kapjuk, hogy

F(=1/2) = P(X < —1/2) = /_1/2 F(x)dx = /_1/2 F(x)dx =

—0o0 —1

~1/2 -1/2 o
= / 2|x|dx = —/ 2x dx = —[x2]:_i/2 =

-1 -1

)2



Siirtiségfiiggvény: példa

siiriiségfuggvény
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Ha X siiriségfiiggvénye f, akkor

-1/2

F(-1/2) =P(X < —1/2) =/ f(x) dx = %

— 00



Stirliségfliggvény

Hisztogram és siriiségfiiggvény

02 03 04

sUrlségflggveny, f(x)
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Egy siiriségfiiggvény és hozza tartozd ezer elemii fiiggetlen minta hisztogramja

— mennyi lehet az f sir(iségfiiggvényii val6sziniiségi valtozé varhaté értéke és
szérasa?

[m] = =




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq, xa, . .. X siirliségfiiggvénye: f.
E(X) =272 % - P(X = x)

E(X?) =375, 7 - P(X = x;)




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

X lehetséges értékei: xq, xa, . .. X siirliségfiiggvénye: f.
E(X):Zfilxj-]P’(X:xj) E(X):fi)ooox-f(x)dx
E(X?) = Ejoil XJ-2 -P(X = x;) E(X?) = ffooo x? - f(x) dx




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

diszkrét abszolit folytonos
X lehetséges értékei: xq, xa, . .. X siirliségfiiggvénye: f.
E(X):Zj'ilxj-P(X:Xj) E(X):ffooox-f(x)dx
E(X?) =372 %7 - P(X = x)) E(X?) = [Z x* - f(x) dx

D(X) = \/E((X - E(X))*) = VE(X?) — E(X)?




Diszkrét és abszolut folytonos eset

A varhato értéket olyan formaban nem tudjuk definialni
abszolat folytonos eloszlasokra, mint diszkrét esetben,
hiszen P(X = x) = 0 minden x-re. Helyette:

diszkrét abszolit folytonos
X lehetséges értékei: xq, xa, . .. X siirliségfiiggvénye: f.
E(X):Zj'ilxj-]P’(X:Xj) E(X):ffooox-f(x)dx
E(X?) = 3721 - B(X = x;) E(X?) = [Z x* - f(x) dx

D(X) = \/E((X - E(X))*) = VE(X?) — E(X)?

E(XK) = 2%, xk - P(X = x)) E(XK) = [* xkf(x) dx

j=17 ]

E(g(X)) = 221 8(%) - P(X = X)) E(g(X)) = J=o, g(x)f(x) dx




Varhaté érték és széras abszolut folytonos esetben

Legyen X abszolut folytonos val6sziniiségi valtoz6, melynek siirliségfiiggvénye f.
Ekkor X varhaté értéke:

ha ez az integral |étezik és véges.

Tegyiik fel, hogy az X valészin(iségi valtozo abszolat folytonos, siiriiségfiiggvénye f,
és E(X?) létezik, azaz az [~ x*f(x) dx integral véges. Ekkor X szérasnégyzete:

D*(X) = E((X — E(X))?) = E(X*) - E(X)?,
szérasa pedig

D(X) = \/E((X — E(X))2) = VE(X?) ~ E(X)2.

A sz6ras definiciéja megegyezik a diszkrét esetben hasznalttal.



Momentumok

Az X val6sziniiségi valtozék k. momentuma a k. hatvanyanak varhaté értéke:

E(X5).

Altalaban igaz, hogy ha X abszolat folytonos valésziniiségi valtozé, f a siiriiség-
fiiggvénye, és E(g(X)) letezik, akkor

oo

E(g(X)) = / g(x)F(x) dx.

— 00
Ezért a k. momentum kiszamitasa:

E(X¥) = /Oo xKf(x) dx.

— 00

Kovetkezmény: a szérasnégyzetet a kovetkez6képpen szamithatjuk ki abszolit
folytonos X valésziniiségi valtozo esetén:

D?(X) = E(X?) — [E(X)]* = /oo S2F(x)dx — [/oo x- f(x)dxr.

—00 —00



Varhaté érték abszolat folytonos esetben: példa
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X siiriiségfiiggvénye

E(1/X)=?




Varhaté érték abszolat folytonos esetben: példa

Legyen az X valésziniiségi valtozé siiriiségfiiggvénye f(x) = 2|x|, ha -1 < x <0,
és 0 kiilénben. Mennyi az 1/X valésziniiségi valtozé varhaté értéke?

Mivel X siriiségfiiggvénye azonosan 0, ha x > 0, ezért X < 0és 1/X < 0 biztosan
teljesiil. Igy E(X) < 0 teljesiilni fog.

Pontosabban, mivel

B(g(x) - | g (x)f(x) o,

— 00

a g(x) = 1/x fiiggvénnyel:

]E(l/X)_/O;i f(x) dx _/12|X|d _/ (—2) dx = —2.



Varhaté érték abszolat folytonos esetben: példa

Tegyiik fel, hogy a holnap hullé csapadék mennyiségének siiriségfiiggvénye az alab-
bi:

0,2, ha 0 < x<1;
f(x)=40,4, hal<x<3;
0 ha x < 0 vagy x > 2.

Jeldlje a csapadékmennyiséget X. A csapadékmennyiség varhato értéke:

9] 1 3
E(X)Z/ X-f(X)dx=/ X~0,2dx+/ x-0,4dx =
0 1

— o0

12 02 32 12
=0,2- (2—2> +0,4- (2—2) =1,7.



Sz6ras abszolit folytonos esetben: példa

Tegyiik fel, hogy a holnap hullé csapadék mennyiségének siiriségfiiggvénye az alab-
bi:

0,2, ha 0 <x<1;
f(x)=1<0,4, hal<x<3;
0 ha x < 0 vagy x > 2.

Mar lattuk, hogy E(X) = 1,7.

A csapadékmennyiség négyzetének varhaté értéke:

%) 1 3
E(XQ):/ X2-f(X)dS:/ X2'0,2dx+/ X2'0,4dX:
0 1

—00

13 03 33 13
o2 (2-%)coe (2 2)oasm

Ez alapjan a csapadékmennyiség szérasa:

D(X) = \/E(X2) — (E(X)) = /3,53 1,72 = 0,8,



Hazi feladat november 13., 10:15-ig

Legyen az X val6szin(iségi valtozé egyenletes eloszlasa a [0, 1] intervallumon, azaz
strtiségfiiggvénye

ha0< x<1;
(ORI
0, kiilénben.

(a) Mennyi a valésziniisége, hogy X < t, ha t tetsz6leges val6s szam?

(b) Valasszon egy szamot 23 és 67 kozott, és hatarozza meg v/ X eloszlasfiiggve-
nyét, azaz annak valészin(iségét, hogy VX < t.

(c) Hatarozza meg /X siiriiségfiiggvényét.



