Nevezetes diszkrét eloszlasok (5. el6adas)

X : Q — R diszkrét val6sziniiségi valtozd eloszlasa: a lehetséges értékei és a
hozzajuk tartozé valésziniiségek.

@ binomialis eloszlas: n fliggetlen kisérlet, mindegyik p valésziniiséggel sikeriil,
X: hany sikeriilt. P(X = k) = (])p*(1 — p)"*, ahol k=0,1,2...,n.

@ Poisson-eloszlas: az X valdsziniiségi valtozé Poisson-eloszlast A paraméterrel,
ha .
A

P(X = k) = 7e

(k=0,1,2...).

@ hipergeometriai eloszlas: visszatevés nélkiili mintavételnél a hazott fekete go-

lyok szama; P(X = k) = %

@ geometriai eloszlas: minden kisérlet p valésziniiséggel sikeriil; Y: hanyadik az
elss sikeres. P(Y = k) = (1 — p)*~1p, ahol k =1,2,....



A binomialis eloszlas kozelitése

Tegyiik fel, hogy egy biztosité n = 100000 igyfelének mindegyike egy év alatt
egymastol fiiggetleniil p = 0,0001 valésziniiséggel okoz balesetet. A balesetet
okoz6 ligyfelek szamanak (ezt jeldljiik X-szel) varhato értéke:

E(X) = np = 100000 - 0,0001 = 10.

Annak valészin(isége, hogy pontosan k iigyfél okoz balesetet:

1
P(X = k) = ( ookooo) -0,0001 - 0, 9999100000~k —

100000 - ... (100001 — k
_ 10000099999 T ( )-0,0001k-0,99991°°°°°—k%
100000k-0,0001k< 10 >1°°°°°N 105 5,

Kl ~ 100000 e oo

Q

felhasznélva, hogy lim,_o (1 — %)n = e~ tetsz6leges x > 0-ra.



A binomialis eloszlas kozelitése

Bin(100000, 0.0001) eloszlas

o | = binomidlis
=] —— Poisson(10)

0.10
1

0.08
1

Valdszinliségek

0.00
1

0 i 2 3 4 5 6 7 8 ¢ 10 11 12 13 14 15

Lehetséges értékek

Binomialis eloszlas n = 100000 renddel és p = 0,0001 paraméterrel (vizszintes
tengely: k, oszlopok magassaga: P(X = k)).

Feketével a 1k—°!ke_1° fliggvény (ez lesz a Poisson(10)-eloszlas).
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Poisson-eloszlas
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Relativ gyakorisagok
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Golok szamanak hisztogramja

medgfigyelések

Poisson(1,375)
Poisson(1)
Poisson(2)

Megfigyelt értékek

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméterd

Poisson-eloszlasok



A Poisson-eloszlas alkalmazasai

o ritkan bekévetkezd események szama adott idGszak alatt:

» |6ragas halalos dldozatainak szdma a porosz hadseregben (ez volt az elsé

statisztikai példa)
> a balesetek szdma egy varosban egy hét vagy egy hénap alatt;
» a foldrengések szama egy év alatt

@ egy rendszerbe beérkezs igények szama egy adott idészakban:

> egy lizletbe beérkezd vasarlok szama egy 6ra alatt
» egy weboldal letdltéseinek szama egy 6ra alatt



A Poisson-eloszlas alkalmazasai

o ritkan bekévetkezd események szama adott idGszak alatt:

» |6ragas halalos dldozatainak szdma a porosz hadseregben (ez volt az elsé

statisztikai példa)
> a balesetek szdma egy varosban egy hét vagy egy hénap alatt;
» a foldrengések szama egy év alatt

@ egy rendszerbe beérkezs igények szama egy adott idészakban:

> egy lizletbe beérkezd vasarlok szama egy 6ra alatt
» egy weboldal letdltéseinek szama egy 6ra alatt

o altalaban: véletlen id6kozonként bekovetkez6 események szama adott idGszak
alatt

Poisson-folyamat: a t id6 alatt bekovetkez6 események szama Poisson-eloszlasa ct
paraméterrel.

Ekkor a t id6 alatt bekdvetkez6 események szamanak varhato értéke:



A Poisson-eloszlas alkalmazasai

o ritkan bekévetkezd események szama adott idGszak alatt:

» |6ragas halalos dldozatainak szdma a porosz hadseregben (ez volt az elsé
statisztikai példa)

> a balesetek szdma egy varosban egy hét vagy egy hénap alatt;

» a foldrengések szama egy év alatt

@ egy rendszerbe beérkezs igények szama egy adott idészakban:

> egy lizletbe beérkezd vasarlok szama egy 6ra alatt
» egy weboldal letdltéseinek szama egy 6ra alatt

o altalaban: véletlen id6kozonként bekovetkez6 események szama adott idGszak
alatt

Poisson-folyamat: a t id6 alatt bekovetkez6 események szama Poisson-eloszlasa ct
paraméterrel.

Ekkor a t id6 alatt bekdvetkez6 események szamanak varhat6 értéke: ct, azaz az
intervallum hosszaval aranyos.



Programozds hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig (3 pont)

@ Tegyiik fel, hogy egy varos n lakosa koziil mindenki egymastdl fliggetlenil p
valészinliséggel tamogat egy adott partot. Valasszunk tetszéleges n > 1000
és 0,1 < p < 0,9 szamokat. Milyen eloszlast a partot tdmogaték szama?
Mennyi a varhaté értéke, mennyi a szérasa?

@ Sorsoljunk 500 elem(i mintat a tdmogatok szamanak eloszlasabdl. Készitsiink
a kapott adatsorbdl hisztogramot.

@ Hatarozzuk meg a kapott adatsor atlagat (mean(...)) és (korrigalt tapasz-
talati) szérasat (sd(...)). Hasonlitsuk &ssze a kapott értékeket az elsé kér-
désben kiszamolt varhaté értékkel és szérassal.



Hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig, megoldas

Tegyiik fel, hogy egy véaros n lakosa koziil mindenki egymastdl fiiggetleniil p va-
[6szinliséggel tamogat egy adott partot. Valasszunk tetszéleges n > 1000 és
0,1 < p < 0,9 szdmokat. Milyen eloszlasli a partot tdmogatok szama? Mennyi a
varhato értéke, mennyi a szérasa?

A partot tdmogat6k szama binomialis eloszlasa n renddel és p paraméterrel.

Legyen n = 8000 és p = 0, 36. Ekkor az eloszlas varhaté értéke:

E(X) = np = 8000 - 0,36 = 2880.

A szérésa:

D(X) = v/np(1 — p) = /8000 - 0,36 - 0,64 = 42,93.

> minta<-rbinom(500, size=8000, prob=0.36) 500 elemii minta
> hist(minta, col="orange", main="Tamogatdk szamanak hisztogramja",
xlab="értékek", ylab="relativ gyakorisagok") hisztogram

> lines(abline(v=2880, lwd="3", col="blue")) varhaté erték



Hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig: megoldas

Tamogatok szamanak hisztogramja
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500 elemii minta hisztogramja n = 8000 rendii és p = 0,36 paraméter(i binomialis
eloszlasbdl, és a varhaté érték: np = 2880.
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Hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig, megoldas

Tegyiik fel, hogy egy varos n lakosa koziil mindenki egymastdl fiiggetleniil p va-
[6szinliséggel tdmogat egy adott partot. Valasszunk tetszéleges n > 1000 és
0,1 < p < 0,9 szamokat. Milyen eloszlasi a partot tdmogaték szama? Mennyi a
varhato értéke, mennyi a szérasa?

A partot tdmogat6k szdma binomialis eloszlasa n renddel és p paraméterrel.

Legyen n = 8000 és p = 0,36. Ekkor az eloszlas varhaté értéke:
E(X) = np = 8000 - 0,36 = 2880.

A szbrasa:

D(X) = v/np(1 — p) = 1/8000- 0,36 - 0,64 = 42,93.
> minta<-rbinom(500, size=8000, prob=0.36) 500 elemii minta
> mean(minta) atlag

[1] 2881.032

> sd(minta) korrigalt tapasztalati széras

[1] 42.95935



Szamol6s hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig (3 pont)

Tegyiik fel, hogy ha az A és B focicsapat egymas ellen jatszik, akkor az A csa-
pat altal ragott gélok szama Poisson-eloszlast 1,2 varhatd értékkel, a B csapat
altal ragott gélok szama Poisson-eloszast 1,8 varhaté értékkel, tovabba ez a két
valészin(iségi valtozé egymastdl fiiggetlen.

@ Az A—B labdaragémérkézésen mennyi az dsszes gél szamanak varhat6 értéke?

@ Feltéve, hogy egy mérkézésen Gsszesen 5 gol sziiletik, mennyi a valdszin(isége,
hogy ebbdl k darabot szerzett az A csapat? Itt k =0,1,2,3,4,5 lehet.

@ Abrazoljuk a kapott feltételes valésziniiségeket k fiiggvényében (kézzel készi-
tett abra is megfelels).



Hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy ha az A és B focicsapat egymas ellen jatszik, akkor az A csa-
pat altal ragott goélok szama Poisson-eloszlast 1,2 varhatd értékkel, a B csapat
altal ragott gélok szdma Poisson-eloszast 1,8 varhaté értékkel, tovabba ez a két
valészin(iségi valtozd egymastdl fiiggetlen.

Legyen X az A csapat, Y a B csapat altal rigott gélok szama. Ekkor
EX+Y)=EX)+E(Y)=1,2+1,8=3,

hiszen Gsszeg varhaté értéke a varhaté értékek Gsszege, a Poisson-eloszlas varhaté
értéke pedig a paramétere.

A feltételes valdsziniiség definicidja alapjan:

P(X =k X+Y=5 PX=KkP(Y=5-k)

P(X = kX +Y =5)= PX+Y=5)  PX+Y=5)



Hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig

1,2k 1,85k 1
P(X = k)P(Y =5—k) = ’kl .e—lxz.(5’8 Pl em18 = — .73 (5)1,2’“1785_".

5! k

Masrészt P(X + Y = 5) ezeknek az Gsszege (hiszen minden lehetSséget felsorol-
tunk). A binomialis tétel alapjan

1 > 5\ ., , 3B
P(X:k)P(Y:s—k):§.e—3-§ (k>1,2 1,8 :ae_3.
! poard !

Valéjaban azt lattuk be, hogy az Gsszesen rigott gélok szama is Poisson-
eloszlasa.

P(X = k)P(Y =5—k) &-e 3 -(3)1,2k. 1,85
P(X = kX +Y =5)= BX TV =5) = 5 (;5)63 =

k 5—k
(P} (R2) (L8 - (? 0,4%.0,6°7%.
k 3 3 k




Hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig

> x=0:5

> y<-dbinom(x, size=5, prob=0.4)

> na.mes(y)<—c("0", "1", ||2n’ ||3||, ||4u’ ||5u)

> barplot(y, col="orange", main="Az A csapat gdljainak eloszléasa",

xlab="értékek",

valoszinlségek

000 005 010 045 020 025 020

ylab="valészinlségek")

Az A csapat goéljainak eloszlasa

0 1 2 3 4 5

DA



Hipergeometriai eloszlas: példa

Egy sportcsapat N = 20 tagja koziil M = 9 balkezes.
A palyan egyszerre n = 7 kiilonb6zé jatszik.
Tegyiik fel, hogy minden hétfés Gsszedllitas egyforman valdszind.

Milyen eloszlasa a palyan a balkezes jatékosok szama, X?



Hipergeometriai eloszlas: példa

Egy sportcsapat N = 20 tagja koziil M = 9 balkezes.
A palyan egyszerre n = 7 kiilonb6zé jatszik.
Tegyiik fel, hogy minden hétfés Gsszedllitas egyforman valdszind.

Milyen eloszlasa a palyan a balkezes jatékosok szama, X?

A hétf8s Osszeéllitasok szama:
k balkezes jatékos kivalasztasa:
7 — k jobbkezes jatékos kivalasztasa:

A j6 lehet6ségek szama Gsszesen:



Hipergeometriai eloszlas: példa

Egy sportcsapat N = 20 tagja koziil M = 9 balkezes.
A palyan egyszerre n = 7 kiilonb6zé jatszik.
Tegyiik fel, hogy minden hétfés Gsszedllitas egyforman valdszind.

Milyen eloszlasa a palyan a balkezes jatékosok szama, X?

A hétf6s sszeéllitasok szama: )
k balkezes jatékos kivalasztasa: ()
7 — k jobbkezes jatékos kivalasztasa: (") szorzas: barmely
. . s o 9 11 balkezes valasz-
A j6 lehet6ségek szama Gsszesen: (- G2 tas barmely jobb-
kezessel jo
oszte’is:, minden , P(X = k) = (Z)‘z(g‘,k)
lehetGség egyforman (7)

valészin(

visszatevés nélkiili mintavétel



Hipergeometriai eloszlas: példa

Hipergeometrikus eloszlas

0 1 2 3 4 5 6

7

Valészinlségek
| 1 | | 1 ]
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Lehetséges értékek

A kivalasztott balkezes jatékosok szamanak eloszlasa hipergeometriai eloszlas, N =
20, M=9,n=7
_ (%)

vizszintes: k, oszlopok magassaga: P(X = k) = ey



Hipergeometriai eloszlas

Legyenek N, M, n pozitiv egészek gy, hogy 1 < n < M < N. Az X val6szin(iségi
valtozé hipergeometriai eloszlasi, ha

P(X:k):w

@ visszatevés nélkiili mintavételnél a hazott fekete golyok szama: N golyd,
ebbsl M fekete, n-szer hiizunk visszatevés nélkiil

@ lottésorsolasnal a taldlatok szdma, X, hipergeometrikus eloszlasi N = 90,
M =5, n =5 paraméterekkel:

() (5)
P(X = k) = P(k talalat) = <2 3=%2 ( —0,1,2,3,4,5.

(5)



A hipergeometriai eloszlas varhaté értéke és szérasa

Ha az X valésziniiségi valtozé hipergeometriai eloszlasi M, N, n paraméterekkel,

azaz My N—M
IC= I,

(%)

M M M\ N —n
E(X):Nn; D(X):\/nN(lN)N_l.

Példaul, ha N = 20 jatékos koziil M = 9 balkezes, és n = 7-et valasztunk visszate-
vés nélkiil, akkor a balkezes jatékosok szamanak, X-nek varhaté értéke és szérasa:

P(X = k) = -, ),

akkor

9 9 9\ 13
E(X) = o - 7=3.15 D(X)\/7.2().<1_2()>.w1709.



Megfigyelések

Egy haztartasban él6k szama

1 2 3 4 5 6 7 8

Lehetséges értékek
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Relativ gyakorisagok
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Egy haztartasban él6k szamanak hisztogramja (forras: KSH, 2011)
(n = 4105698 a haztartasok szama)



Geometriai eloszlas

Egy kdzvéleménykutatasban mindenki a t6bbiektél fliggetleniil 0, 2 valésziniiséggel
valaszol egy adott kérdésre. Jel6lje Y, hogy hany embert kell megkérdezni, mig
talalunk egy vélaszadét.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;

P(Y = 2) = P(az els6 nem valaszol, a masodik igen) =



Geometriai eloszlas

Egy kdzvéleménykutatasban mindenki a t6bbiektél fliggetleniil 0, 2 valésziniiséggel
valaszol egy adott kérdésre. Jel6lje Y, hogy hany embert kell megkérdezni, mig
talalunk egy vélaszadét.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;
P(Y = 2) = P(az els6 nem valaszol, a masodik igen) = 0,8 - 0, 2;

P(Y = 3) = P(az els6 kett6 nem valaszol, a harmadik igen) =



Geometriai eloszlas

Egy kdzvéleménykutatasban mindenki a t6bbiektél fliggetleniil 0, 2 valésziniiséggel
valaszol egy adott kérdésre. Jel6lje Y, hogy hany embert kell megkérdezni, mig
talalunk egy vélaszadét.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;
) = P(az elsé nem valaszol, a masodik igen) = 0,8 - 0, 2;

) = P(az elsé kettd nem vélaszol, a harmadik igen) = 0,82 - 0,2;
) = B(

= P(az els6 k — 1 nem vélaszol, a k. igen) =



Geometriai eloszlas

Egy kdzvéleménykutatasban mindenki a t6bbiektél fliggetleniil 0, 2 valésziniiséggel
valaszol egy adott kérdésre. Jel6lje Y, hogy hany embert kell megkérdezni, mig
talalunk egy vélaszadét.

P(Y = 1) = P(az els6 ember valaszol) = 0, 2;
) = P(az elsé nem valaszol, a masodik igen) = 0,8 - 0, 2;

) = P(az elsé kettd nem vélaszol, a harmadik igen) = 0,82 - 0,2;
) = B(

= P(az elsé k — 1 nem valaszol, a k. igen) = 0,81 .0,2.



Példa: geometriai eloszlas

Elso hatos
]
o
3 o
o = o
o o
2}
)
£
&
©
@
® w
S
=]
s
=]
1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
Lehetséges értékek

Az els6 hatos eloszlasa: geometriai eloszlas, p = 1/6, k = 10-ig
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Geometriai eloszlas

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
@ mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;

@ Y: hanyadik kisérlet az elsé sikeres.



Geometriai eloszlas

o fiiggetlen kisérleteket végziink;
@ mindegyik p valésziniiséggel sikeriil;

@ Y: hanyadik kisérlet az elsé sikeres.

Definicié
Az Y valésziniségi valtozé geometriai eloszlast p paraméterrel, ha lehetséges
értékei:

1,2,3...

és minden 1 < k egészre

B(Y = k) = (1 - p)*~p.

(0 < p <1.) Jelolés: Geo(p). Masik elnevezés: Pascal-eloszlas.

Mivel ;7 (1—p)*~1p = 1, ez valéban valésziniiségeloszlas (annak valészin(sége,
hogy sosem sikeriil a kisérlet, 1).




Megfigyelések

Haztartasok és geometriai eloszlas

T —— haztartasok
geometriai eloszlas
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Lehetséges értékek

Egy haztartasban él6k szdma és geometriai eloszlas p =
(n = 4105698 a haztartasok szama)

1 _
1 =0,423-vel



Geometriai eloszlas varhaté értéke és szérasa
Allitas
Ha az X valésziniiségi valtozé geometriai eloszlasi p paraméterrel, azaz

PX =k =(1-p)}'p (K
akkor

E(X) = %; D(X) = | 1=P.




Geometriai eloszlas varhaté értéke és szérasa
Allitas
Ha az X valésziniiségi valtozé geometriai eloszlasi p paraméterrel, azaz

PX=k=1-p)'p (k=12,..),

P

akkor

E(X) = %; D(X) = 1;2”.

. Tegyiik fel, hogy egy adott partot mindenki a tobbiektdl fiiggetleniil p =
0,06 valdsziniiséggel tamogat. Jeldlje X, hogy hany embert kell megkérdezni, mig
az els6 olyan embert megtalaljuk, aki ezt a partot tamogatna. Ekkor

1
0,06

4
E(X) = — 16,67, D(X) = |22

0,062

= 16, 16.




Nevezetes diszkrét eloszlasok varhaté értéke és szérasa

@ Ha X binomialis eloszlasi n renddel és p paraméterrel:
E(X)=np;  D(X)=+/np(1—p).

@ Ha X hipergeometriai eloszlasi N, M, n paraméterekkel:

E(X):%n; D(X) = \/n"/\//'<1_’\/\/l’>’/\\;:'1’.

@ Ha X Poisson-eloszlast A paraméterrel:

p2



Valészinliségi vektorvaltozo

Gyakran tobb mennyiséget egyszerre vizsgalunk, vagy ugyanazt tobbszér megmér-
jik. Peéldaul: véletlenszeriien valasztott ember havi jovedelme, kiadasa rezsire,

illetve élelmiszerre; vagy egy helyen 6t kiilonb6z6 miiszerrel megmérjitk a hémér-
sékletet.

Definici6 (Valészintiségi vektorvaltozo)

Egy X : Q — R" fiiggvény valésziniiségi vektorviltozd, ha tetszéleges ty, ta, ..., t,
szamokra

{we Q: Xi(w) < t1,X(w) < to, ..., Xp(w) <t} € A,

azaz aP(X; < t1,Xo < tp,..., X, < t,) valbsziniiség értelmes.

Itt X értékei n dimenziés vektorok, vagyis n hossz(i szamsorozatok, és X; ennek a
k. koordinatajat (elemét) jeloli.




Peremeloszlas

Val6szinliségi vektorvaltozé egyiittes eloszlasa: x, lehetséges értékek és py =
P(X = x,) valésziniiségek (k =1,2,...).

Az X = (X1, Xo, ..., X,) fiiggvény pontosan akkor val6sziniiségi vektorvaltozo, ha
minden koordinatéja valdszin(iségi valtoz6. Ez alapjan:

Definicié
Legyen X = (X1, Xo,...,X,) valoszindségi vektorvaltozo. Ekkor az Xy valdszi-

ndségi valtozo eloszlasat az X valésziniiségi vektorvaltozé k. peremeloszlasanak
nevezziik.

Az egyiittes eloszlds meghatarozza a peremeloszldsokat. Forditva nem, kivéve, ha
a koordinatak fliggetlenek.



Egyiittes eloszlas: példa

Kétszer dobunk szabalyos kockaval. Legyen X az elsé dobas, Y pedig a dobott
szamok koziil a nagyobb. Ekkor az (X, Y) valosziniiségi vektorvaltoz6 egyiittes
eloszlasa:

XY 1 2 3 4 5 6 Osszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36 1/6
4 0 0 0 1/9 1/36 1/36 1/6
5
6

0 0 0 0 5/36 1/36  1/6
0 0 0 0 0o 1/6 1/6
Osszesen 1/36 1/18 1/12 1/9 5/36 1/6 1

A peremeloszlasok:
X: (1,1/6),(2,1/6),(3,1/6),...,(6,1/6)
Y: (1,1/36),(2,1/18),...,(6,1/6)



Fliggetlenség: példa

Mely valésziniiségi valtozok tekinthetSk egymastdl fiiggetlennek, és melyek kozott
van kapcsolat? Zsofia egy felmérés véletlenszeriien valasztott résztvevdje.

[Zséfia autéinak széma]

[csapadékmen nyiség holnap Budapesten]

[Zséﬁa havi jévedelme]

[napsﬂtéses 6rak szama holnap Budaérsé’m]

Zsé6fia életkora

[csapadékmennyiség holnap New Yorkban]




Fliggetlenség: példa

Mely valésziniiségi valtozok tekinthetSk egymastdl fiiggetlennek, és melyek kozott
van kapcsolat? Zsofia egy felmérés véletlenszeriien valasztott résztvevdje.

Zséfia autdinak széma]

nagyobb jévedelem

esetén valdsziniibb,

[csapadékmen nyiség holnap Budapesten]

h t3bb autéj
R ha valahol esik, a

kdzelben is kevesebb

[Zséﬁa havi jévedelme]

EEEEEEEEEEER/ N

napsiités varhaté

nagyobb életkor esetén

valésziniibb, hogy

[napsﬂtéses 6rak szama holnap Budaérsé’m]

nagyobb jovedelme

és tobb autéja van
L]

2 " tavoli varosok id8jarasa
Zséfia életkora - R
fliggetlennek tekinthetd

[csapadékmennyiség holnap New Yorkban]




Fliggetlenség: példa

Emlékeztets: az A és B események fiiggetlenek, ha

P(ANB)=P(A)-P(B).

Ha példaul X a csapadékmennyiség holnap Budapesten (mm-ben), és Y New York-

ban, akkor példaul
A: X <5; B:Y <5

esetén ez a feltétel igy irhaté:
P(X <5,Y <5)=P(X <5)-P(Y <5).

Azaz, feltételezve, hogy a két varos idGjarasa egymastdl fliggetlen: annak val6szi-
niisége, hogy mindkét helyen legfeljebb 5 mm csapadék lesz, a két esemény
valésziniiségének szorzata.



Valészindiségi valtozok fiiggetlensége

@ keét valdsziniiségi valtozora: az X, Y : Q — R valészin(iségi valtozok fiig-
getlenek, ha

PX<t1,Y<t)=P(X<t;))-P(Y <t)

teljesiil tetszéleges t1, to € R valés szamokra.
@ véges sok valésziniiségi valtozéra: Xi,..., X, : Q — R val6sziniiségi val-

tozék fiiggetlenek, ha

(X1<t17X2<t2,.. X, < t,) =
=P <) ( < ). P(X, < tn)

teljesiil tetsz6leges ty, to, . .., t, valds szadmokra.

@ megszamlalhaté sok valésziniiségi valtozéra: az Xi, X5, X3 ... val6szin(-
ségi valtozok fiiggetlenek, ha koziiliik barmely véges sokat kivalasztva fiig-
getlen valdsziniiségi valtozdkat kapunk.



Fliggetlenség diszkrét esetben

Ha a val6sziniiségi valtozék diszkrétek, azaz lehetséges értékeik halmaza véges
vagy megszamlalhat6an végtelen, akkor a fiiggetlenséget az alabbi médon is ellen-
Grizhetjiik.

Az X és Y diszkrét val6szin(iségi valtozék pontosan akkor fiiggetlenek, ha

az X minden lehetséges x, értékére és

az Y minden lehetséges y, értékére teljesiil, hogy

P(X:Xk,yzyl):P(X:Xk)'P(Y:y/) (k,/:1,2,)

Vagyis: annak valésziniisége, hogy X értéke x, és Y értéke y;, ennek a két
eseménynek a valdsziniiségének a szorzata.



Valészintiségi valtozok fiiggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobdkockaval. lgaz-e, hogy az elsé dobott szam
és a masodik dobott szam értéke egymastdl fiiggetlen?



Valészintiségi valtozok fiiggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobdkockaval. lgaz-e, hogy az elsé dobott szam
és a masodik dobott szam értéke egymastdl fiiggetlen?

. a masodik dobasnal az els6 dobas értéke ,elfelejtédik”, nincs kapcsolat a két
dobas kozott = a két dobott szam



Valészintiségi valtozok fiiggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobdkockaval. lgaz-e, hogy az elsé dobott szam
és a masodik dobott szam értéke egymastdl fiiggetlen?

. a masodik dobasnal az els6 dobas értéke ,elfelejtédik”, nincs kapcsolat a két
dobas kozott = a két dobott szam

. Legyen X az els6 dobas, Y a masodik. Legyen példaul x, = 3,y, = 5.
Ekkor a feltétel teljesiil:



Valészintiségi valtozok fiiggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobdkockaval. lgaz-e, hogy az elsé dobott szam
és a masodik dobott szam értéke egymastdl fiiggetlen?

. a masodik dobasnal az els6 dobas értéke ,elfelejtédik”, nincs kapcsolat a két
dobas kozott = a két dobott szam

. Legyen X az els6 dobas, Y a masodik. Legyen példaul x, = 3,y, = 5.
Ekkor a feltétel teljesiil:

Hasonléképpen tetsz8leges (xk, y;) lehetséges értékekre (azaz 1 és 6 kozotti egé-
szekre) igaz, hogy

1 _
36

1
P(X:Xk,yzy/):]P(X:Xk)]P’(Y:y/): 6

[

Ezért valéban a két dobas egymastal fiiggetlen.



Valészintiségi valtozok fiiggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobdékockaval. Igaz-e, hogy a dobott szamok Gssze-
ge és szorzata fiiggetlen egymastél?



Valészintiségi valtozok fiiggetlensége: példa

Kétszer dobunk egy szabalyos dobdékockaval. Igaz-e, hogy a dobott szamok Gssze-
ge és szorzata fiiggetlen egymastél?

Tipp: minél nagyobb az 8sszeg, annal valésziniibb, hogy a szorzat értéke is inkabb
nagy lesz = nem fiiggetlenek.

Indoklas: legyen X az Gsszeg, Y a szorzat. Ha példaul X = 2: ez csak gy lehet,
hogy mindkét dobas 1-es, vagyis ekkor Y értéke biztosan 1. Ezért ha példaul x; =2
és yp = 2-t valasztunk, X =2 és Y = 2 egyszerre nem kovetkezhetnek be, és igy:

0=P(X=2,Y=2)#P(X=2)-P(Y =2) =

11
= P(11) - P(12 vagy 21) =

Vagyis az x; = 2 és y» = 2 parra nem teljesiil az elGirt feltétel, az Gsszeg és
szorzat nem fiiggetlenek.



A varhato érték tulajdonsagai

o (Gsszeg varhaté értéke) Ha X, Y valésziniiségi valtozok, és X, Y, X + Y var-
hat6 értéke létezik, akkor

E(X + Y) = E(X) + E(Y).

o (konstans kiemelése) Ha az X valdsziniiségi valtoz6 varhaté értéke létezik, és
¢ tetszbleges valdés szam, akkor

E(c- X)=c-E(X).

@ (szorzat varhat6 értéke fiiggetlen esetben) Ha az X és Y val6szin(ségi valto-
zok fuggetlenek, és X, Y, X - Y varhaté értéke létezik, akkor

E(XY) = E(X) - E(Y).

o (fiiggvény varhaté értéke) Ha g : R — R olyan fiiggvény, hogy E(X) létezik,
akkor

E(g(X)) = Zg(x,-)IP(X = Xi),

ahol az X lehetséges értékei xq, xo, . . ..



A szérasnégyzet tulajdonsagai

@ (nemnegativitds) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil

@ (szorzas és eltolas) ha a, b valds szamok, X véges sz6rasu val6sziniiségi val-
tozd, akkor

D?(aX 4+ b) = a°D*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).



A szérasnégyzet tulajdonsagai

@ (nemnegativitds) D?(X) > 0 és D(X) > 0 mindig teljesiil

@ (szorzas és eltolas) ha a, b valds szamok, X véges sz6rasu val6sziniiségi val-
tozd, akkor

D?(aX 4+ b) = a°D*(X) = D(aX + b) = |a|D(X).

o (Gsszeg szérasa fiiggetlen esetben) ha az X, Y valdsziniiségi valtozok fiigget-
lenek és szérasuk létezik, akkor

D*(X +Y)=D*(X)+D?*(Y) = D(X+Y)=+/D2(X)+D2(Y).

@ van olyan val6sziniiségi valtoz6, melynek varhaté értéke véges, de a szérasa
nem létezik (példaul: P(X = k) = c/k® megfelels c-vel)



A varhato érték és széras kiszamitasa
Legyen X olyan valésziniiségi valtozd, melynek varhaté értéke 4, szérasa 1,
az Y val6sziniiségi valtoz6 varhaté értéke 6, szérasa pedig 2. Tegyiik fel tovabba,

hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

o E(X+Y)=



A varhaté érték és szdras kiszamitasa

Legyen X olyan valésziniiségi valtozd, melynek varhaté értéke 4, szérasa 1,
az Y val6sziniiségi valtoz6 varhaté értéke 6, szérasa pedig 2. Tegyiik fel tovabba,
hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

o E(X+Y)=E(X)+E(Y) = 10;
e E(X-Y)=



A varhaté érték és szdras kiszamitasa

Legyen X olyan valésziniiségi valtozd, melynek varhaté értéke 4, szérasa 1,
az Y val6sziniiségi valtoz6 varhaté értéke 6, szérasa pedig 2. Tegyiik fel tovabba,
hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

o E(X+Y)=E(X)+E(Y) = 10;
@ E(X—Y)=E(X)-E(Y) =-2;
o E(2X +3Y) =



A varhaté érték és szdras kiszamitasa

Legyen X olyan valésziniiségi valtozd, melynek varhaté értéke 4, szérasa 1,
az Y val6sziniiségi valtoz6 varhaté értéke 6, szérasa pedig 2. Tegyiik fel tovabba,
hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

o E(X + Y)=E(X)+E(Y) = 10;

o E(X — Y)=E(X)—E(Y)=-2;

o E(2X +3Y) = 2E(X) + 3E(Y) =2-4+3-6 = 26;
o E(2X —3Y) =



A varhaté érték és szdras kiszamitasa

Legyen X olyan valésziniiségi valtozd, melynek varhaté értéke 4, szérasa 1,
az Y valészin(iségi valtozd varhaté értéke 6, szérasa pedig 2. Tegyiik fel tovabba,
hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

o E(X+Y)=E(X)+E(Y) =
@ E(X—-Y)=E(X)-E(Y)=-
@ E(2X +3Y) =2E(X)+3E(Y)=2-443-6 =26;
e E2X —3Y)=2E(X) —-3E(Y)=2-4-3-6=-10;
D(X+Y)=



A varhaté érték és szdras kiszamitasa

Legyen X olyan valésziniiségi valtozd, melynek varhaté értéke 4, szérasa 1,
az Y valészin(iségi valtozd varhaté értéke 6, szérasa pedig 2. Tegyiik fel tovabba,
hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor
o E(X+Y)=E(X)+E(Y) =10
@ E(X—-Y)=E(X)-E(Y)=-

E(2X +3Y) = 2E(X) + 3E(Y) =24+ 36 = 26;

E(2X —3Y) =2E(X) —-3E(Y)=2-4-3-6 = —-10;
D(X +Y) =+/D¥(X) + D2(Y) = V1+ 22 = /5,
DX-Y)=




A varhaté érték és szdras kiszamitasa

Legyen X olyan valésziniiségi valtozd, melynek varhaté értéke 4, szérasa 1,
az Y val6sziniiségi valtoz6 varhaté értéke 6, szérasa pedig 2. Tegyiik fel tovabba,
hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor
o E(X+Y)=E(X)+E(Y) = 10;

@ E(X—-Y)=E(X)-E(Y)=-

o E(2X +3Y) =2E(X) +3E(Y)=2-4+3-6 = 26;

e E2X —3Y)=2E(X) —-3E(Y)=2-4-3-6=-10;
X)+D?(Y) = V1+22 = /5;

X)+ (—1)2D%(Y) = V1+22 = \/5;

° D(X+Y)=/D?
o D(X—-Y)=,/D?
o D(2X +3Y) =

—_ o~



A varhaté érték és szdras kiszamitasa

Legyen X olyan valésziniiségi valtozd, melynek varhaté értéke 4, szérasa 1,
az Y val6sziniiségi valtoz6 varhaté értéke 6, szérasa pedig 2. Tegyiik fel tovabba,
hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor
o E(X+Y)=E(X)+E(Y) =10
@ E(X—-Y)=E(X)-E(Y)=-

o E(2X +3Y) =2E(X) +3E(Y)=2-4+3-6 = 26;

e E2X —3Y)=2E(X) —-3E(Y)=2-4-3-6=-10;

o D(X+Y)=/D*(X)+D2(Y)=V1+22=/5;

e D(X —Y)=/D*(X)+ (—1)2D%(Y) = V1 +22 = /5,

o D(2X 4+3Y) = /22D2(X) + 32D2(Y) = V&- 1+ 9 - 4 = \/40;
e D(2X —-3Y) =




A varhaté érték és szdras kiszamitasa

Legyen X olyan valésziniiségi valtozd, melynek varhaté értéke 4, szérasa 1,
az Y val6sziniiségi valtoz6 varhaté értéke 6, szérasa pedig 2. Tegyiik fel tovabba,
hogy X és Y fiiggetlenek. Ekkor

° E(X+VY)=E(X)+E(Y)=
o E(X—-Y)=E(X)-E(Y) =
o E(2X +3Y) = 2E(X) + 3E(Y )—2-4+3-6:26;
e E2X —3Y)=2E(X) —-3E(Y)=2-4-3-6=-10;
o D(X+Y)=+/D%X)+D%(Y)=V1+2° =5
e D(X —Y)=/D*(X)+ (—1)2D%(Y) = V1 +22 = /5,
o D(2X 4+3Y) = /22D2(X) + 32D2(Y) = V&- 1+ 9 - 4 = \/40;
e D(2X —3Y) = /22D2(X) + (-3)2D2(Y) =4 -1+9-4 = \/40.




A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Allitas
Ha az X valészindségi valtozé binomiélis eloszlasi n renddel és p paraméterrel,

azaz
n

P(X = k) = (k)pk(l—p)"_k (k=0,1,...,n),

akkor

E(X)=np;  D(X)=+/np(1-p).

Egy kérdGiv egy kérdésére n = 1000 megkérdezett koziil mindenki a tobbi-
ektdl fiiggetleniil p = 0,65 valdsziniiséggel valaszol. Ekkor a valaszadék szamanak
(melyet jeldljiink X-szel) a varhat6 értéke:

E(X) = np = 1000 - 0,65 = 650,

mig a szérasa:

D(X) = v/np(1 — p) = 1/1000- 0,65 - 0,35 = 15, 08.



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitas. Legyen X binomialis eloszlasii n renddel és p paraméterrel. Azaz: n

figgetlen kisérletet végziink, mindegyik p val6sziniiséggel sikeriil, X a sikeresek

szama. Vezessiik be az alabbi indikatorokat j = 1,2,..., n esetén:

X — 1 ha aj. kisérlet sikeres;
7710 haa . kisérlet nem sikeres.

Ekkor X éppen az indikatorok Osszege (az egyesek szama):

X:M+&+W+M:Z&.
j=1



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitas. Legyen X binomialis eloszlasii n renddel és p paraméterrel. Azaz: n
figgetlen kisérletet végziink, mindegyik p val6sziniiséggel sikeriil, X a sikeresek
szama. Vezessiik be az alabbi indikatorokat j = 1,2,..., n esetén:

X — 1 ha aj. kisérlet sikeres;
7710 haa . kisérlet nem sikeres.

Ekkor X éppen az indikatorok Osszege (az egyesek szama):
X:X1—|—X2+...+X,,:2Xj.
j=1

Mivel barmely j-re
E(X;))=1-P(X=1)+0-P(X =0) = p,
ezért

E(X) = E(Xi +Xao+. .. 4+X,) = E(X0)+E(X2)+. . . +E(X,) = ptp+...+p = np.



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitas. Ugyanazokat az indikatorokat hasznaljuk:

j =

)1 ha a j .kisérlet sikeres;
0 ha a j.kisérlet nem sikeres.



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Bizonyitas. Ugyanazokat az indikatorokat hasznaljuk:

)1 ha a j.kisérlet sikeres;
7710 ha aj.kisérlet nem sikeres.

Most X; = X?, hiszen 0> = 0 és 1? = 1, és mar lattuk, hogy E(X;) = p. Ezért
D*(X) = E(X?) — E(X))* = E(X;) — E(X;)* = p— p* = p(1 - p),

Mivel az X; indikatorok fiiggetlenek, és az 6sszegiik X:

D(X) = /D2(Xy + Xz + .. = /D2(X1) + D2(Xz) + ... + D%(X,) =
=vp(1—p)+p(l - )+--~+p(1—p=\/np1—p)

A hipergeometrikus eloszlas varhat6 értékére vonatkozé Gsszefiiggés szintén indika-
torokkal igazolhaté.



Hazi feladat oktéber 16., 10:15-ig

Annat minden nap a tobbitél fiiggetleniil p = 0,001 valésziniiséggel éri baleset.
Legyen X az, hogy holnaptdl hanyadik nap az elsS, amikor baleset éri, Y pedig az,
hogy az els8 balesete utan hany nap telik el a masodikig. (azaz a masodik balesete
holnaptél X + Y nap malva lesz.)

Mennyi X 4+ Y varhat6 értéke?

Mennyi X + Y szérasa?

Mennyi X — Y véarhat6 értéke?

Mennyi X — Y szérasa?



