
Valószín¶ségi változók (4. el®adás)

események (egy kísérlet eredményéhez igen vagy nem tartozik):

A: holnap lesz csapadék Budapesten

B: egy véletlenszer¶en választott magyar ember Budapesten lakik

C : egy véletlenszer¶en választott magyar ember 500000 forintnál többet keres

valószín¶ségi változók (egy kísérlet eredményéhez egy szám tartozik):

X : a holnap Budapesten lehulló csapadék mennyisége mm-ben

Y : egy véletlenszer¶en választott magyar ember lakcímének irányítószáma

Z : egy véletlenszer¶en választott magyar ember bruttó havi keresete forintban



Valószín¶ségi változók: jelölések és de�níció

X : a holnap lehulló csapadék mennyisége mm-ben→ P(X ≤ 5), azaz mennyi
annak valószín¶sége, hogy holnap legfeljebb 5 mm csapadék esik;

Y : egy véletlenszer¶en választott magyar ember lakcímének irányítószáma
→ P(Y = 2092), azaz mennyi annak valószín¶sége, hogy a kiválasztott ember
Budakeszin lakik, irányítószáma pontosan 2092

Z : egy véletlenszer¶en választott magyar ember bruttó havi keresete forintban
→ P(Z ≤ 500000), azaz mennyi annak valószín¶sége, hogy a kiválasztott
ember legfeljebb bruttó 500000 forintot keres havonta

De�níció (Valószín¶ségi változó)

Egy X : Ω → R függvény valószín¶ségi változó, ha tetsz®leges t valós számra
teljesül, hogy {ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t} ∈ A,
azaz tetsz®leges t valós számra a P(X ≤ t) valószín¶ség értelmes.



Valószín¶ségi változó: példa
Valakinek három gyereke születik. Legyen X a �úk száma. Ekkor az összes lehet®-
ség halmaza Ω, és X : Ω→ R függvény az alábbi módon:

Ω = {FFF ,FFL,FLF ,FLL, LFF , LFL, LLF , LLL};

X (LLL) = 0; X (LLF ) = X (LFL) = X (FLL) = 1;

X (FFL) = X (FLF ) = X (LFF ) = 2; X (FFF ) = 3.

Az X valószín¶ségi változó lehetséges értékei:

{0, 1, 2, 3} → véges halmaz

A lehetséges értékekhez tartozó valószín¶ségek, feltéve, hogy a gyerekek egymástól
függetlenül 1/2 valószín¶séggel �úk:

P(X = 0) = 1/8, P(X = 1) = 3/8,

P(X = 2) = 3/8, P(X = 3) = 1/8.



Diszkrét valószín¶ségi változó és eloszlása: de�níciók
De�níció
Egy X : Ω→ R függvény valószín¶ségi változó, ha tetsz®leges t valós számra

{ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t} ∈ A,

azaz tetsz®leges t valós számra a P(X ≤ t) valószín¶ség értelmes.

Ilyenkor a P(X = t) valószín¶ség is tetsz®leges t-re értelmes.

Az X : Ω → R valószín¶ségi változó diszkrét, ha ha lehetséges értékeinek

halmaza véges vagy megszámlálhatóan végtelen.

Legyenek az X diszkrét valószín¶ségi változó lehetséges értékei:

{x1, x2, . . .}, és pk = P(X = xk) (k = 1, 2, . . .).

Ekkor az (x1, p1), (x2, p2), . . . sorozat az X valószín¶ségi változó eloszlása. Ilyenkor

pk ≥ 0 minden k-ra, és
∞∑
k=1

pk = 1,

azaz a (pk)k≥0 sorozat valószín¶ségeloszlás.



Diszkrét valószín¶ségi változó és eloszlása: de�níciók
De�níció
Egy X : Ω→ R függvény valószín¶ségi változó, ha tetsz®leges t valós számra
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Legyenek az X diszkrét valószín¶ségi változó lehetséges értékei:

{x1, x2, . . .}, és pk = P(X = xk) (k = 1, 2, . . .).

Ekkor az (x1, p1), (x2, p2), . . . sorozat az X valószín¶ségi változó eloszlása. Ilyenkor
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azaz a (pk)k≥0 sorozat valószín¶ségeloszlás.



Diszkrét valószín¶ségi változó eloszlása
Három gyerek. Valakinek három gyereke születik, X a �úk száma, feltesszük,
hogy mind a 23 = 8 lehet®ség egyformán valószín¶. Ekkor X lehetséges értékei:

{0, 1, 2, 3} → véges halmaz → X diszkrét.

Ahogy láttuk:

P(X = 0) =
1
8

; P(X = 1) =
3
8

; P(X = 2) =
3
8

; P(X = 3) =
1
8
.

Mindezek alapján X eloszlása az alábbi sorozat:

(0, 1/8), (1, 3/8), (2, 3/8), (3, 1/8).

Szabályos kockadobás. Egyszer dobunk szabályos dobókockával, jelölje Y a do-
bott számot. Ekkor Y diszkrét, és az eloszlása:

(1, 1/6), (2, 1/6), (3, 1/6), (4, 1/6), (5, 1/6), (6, 1/6).



Példa: a �úk számának eloszlása

A �úk számának eloszlása: a lehetséges értékek:

{0, 1, 2, 3}

és a hozzájuk tartozó valószín¶ségek:

1/8, 3/8, 3/8, 1/8.



Valószín¶ségi változó eloszlása
De�níció (Valószín¶ségi változó)

Egy X : Ω→ R függvény valószín¶ségi változó, ha tetsz®leges t valós számra

{ω ∈ Ω : X (ω) ≤ t} ∈ A,

vagyis tetsz®leges t valós számra a P(X ≤ t) valószín¶ség értelmes.

Nem feltétlenül diszkrét X : Ω → R valószín¶ségi változó eloszlása: QX mérték,
melyre

QX (B) = P(X ∈ B),

ahol B ⊆ R megfelel® feltételeket teljesít® halmaz (Borel-halmaz).

Például: B = [a, b] intervallum esetén

QX ([a, b]) = P(X ∈ [a, b]) = P(a ≤ X ≤ b).

Vagy B = (−∞, t] félegyenes esetén

QX ((−∞, t]) = P(X ∈ (−∞, t]) = P(X ≤ t).



Házi feladat október 2., 10:15-ig

Hanna minden nap a többit®l függetlenül 1/2 valószín¶séggel 4-es, 1/2 va-
lószín¶séggel hatos villamossal jön egyetemre. Feltéve, hogy egy hónap 20
tanítási napja alatt pontosan nyolcszor jött négyessel, mennyi a valószín¶sé-
ge, hogy ebben a hónapban az els® tanítási napon négyes villamossal érkezett?

Tegyük fel, hogy a négyes villamos 0, 01 valószín¶séggel, a hatos villamos
0, 02 valószín¶séggel hibásodik meg a Hanna által megtett úton. Egy adott
napon mennyi a valószín¶sége, hogy az a villamos, amivel Hanna utazik,
meghibásodik?



Házi feladat október 2., 10:15-ig: megoldás
Hanna minden nap a többit®l függetlenül 1/2 valószín¶séggel 4-es, 1/2 valószí-
n¶séggel hatos villamossal jön egyetemre. Feltéve, hogy egy hónap 20 tanítási
napja alatt pontosan nyolcszor jött négyessel, mennyi a valószín¶sége, hogy ebben
a hónapban az els® tanítási napon négyes villamossal érkezett?

A: Hanna az els® tanítási napon négyessel érkezik

B: a 20 nap alatt nyolcszor jön négyessel

Az A-nak B-re vonatkozó feltételes valószín¶sége a visszatevéses mintavételre vo-
natkozó összefüggések alapján:

P(A|B) =
P(A ∩ B)

P(B)
=
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2
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)
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)(
20

8
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19!

7! · 12!
· 8! · 12!

20!
=

8
20

= 0, 4.

A számlálóban: A ∩ B esetén az els® napon négyessel jön, a többi 19 napon pedig
pontosan hétszer jön négyessel, és ezek egymástól függetlenek. A nevez®ben: a 20
napból pontosan 8-szor jön négyessel.



Házi feladat október 2., 10:15-ig: megoldás

Tegyük fel, hogy a négyes villamos 0, 01 valószín¶séggel, a hatos villamos 0, 02 va-
lószín¶séggel hibásodik meg a Hanna által megtett úton. Egy adott napon mennyi
a valószín¶sége, hogy az a villamos, amivel Hanna utazik, meghibásodik?

A: meghibásodik a villamos

B1: Hanna négyessel jön; B2: Hanna hatossal jön.

B1,B2 teljes eseményrendszer, hiszen pontosan az egyik következik be, és pozitív
a valószín¶ségük. A teljes valószín¶ség tétele alkalmazható:

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) = 0, 01 · 0, 5 + 0, 02 · 0, 5 = 0, 015.



Diszkrét valószín¶ségi változók várható értéke

Szerencsejáték igazságos ára: a nyeremény várható értéke, például ha 1/1000
valószín¶séggel 1000000 forintot nyerünk (különben semmit), akkor 1000.

Annyit nyerünk, amennyit egy szabályos dobókockával dobunk. A nyeremény
várható értéke:

1
6

(1 + 2 + . . .+ 6) =
21
6

= 3, 5.

Ha szabálytalan a kocka, például az 1 helyett is 6 van:

1
6

(6 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =
1
6

(2 + 3 + 4 + 5) +
1
3
· 6 =

13
3

= 4, 33.

A lehetséges értékeket megszorozzuk a hozzájuk tartozó valószín¶séggel, és ezeket
összeadjuk.



Diszkrét valószín¶ségi változók várható értéke

Szerencsejáték igazságos ára: a nyeremény várható értéke, például ha 1/1000
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összeadjuk.



Diszkrét valószín¶ségi változók várható értéke

De�níció (Várható érték, diszkrét eset)

Legyen X : Ω → R olyan diszkrét valószín¶ségi változó, melynek eloszlása
(x1, p1), (x2, p2), . . ., azaz P(X = xi ) = pi , ahol i = 1, 2, . . .. Ekkor X várható
értéke:

E(X ) =
∞∑
i=1

xipi , ha

∞∑
i=1

|xi |pi <∞.

Példa: három gyerek. Legyen X a �úk száma a három gyerek közül. Ekkor

E(X ) = 0 · 1
8

+ 1 · 3
8

+ 2 · 3
8

+ 3 · 1
8

=
12
8

=
3
2

= 1, 5.

Példa: szabályos kockadobás. Legyen Y egy szabályos dobókockával dobott
szám. Ekkor

E(Y ) = 1 · 1
6

+ 2 · 1
6

+ 3 · 1
6

+ 4 · 1
6

+ 5 · 1
6

+ 6 · 1
6

=
21
6

=
7
2

= 3, 5.



Diszkrét valószín¶ségi változók várható értéke

De�níció (Várható érték, diszkrét eset)
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E(X ) = 0 · 1
8

+ 1 · 3
8

+ 2 · 3
8

+ 3 · 1
8

=
12
8

=
3
2

= 1, 5.

Példa: szabályos kockadobás. Legyen Y egy szabályos dobókockával dobott
szám. Ekkor

E(Y ) = 1 · 1
6

+ 2 · 1
6

+ 3 · 1
6

+ 4 · 1
6

+ 5 · 1
6

+ 6 · 1
6

=
21
6

=
7
2

= 3, 5.



Diszkrét valószín¶ségi változók várható értéke

(elfajult eloszlás) Ha X = c fennáll 1 valószín¶séggel: E(X ) = c · P(X =
c) = c .

(korlátosság) Ha a ≤ X ≤ b valamely a < b számokra, akkor a ≤ E(X ) ≤ b.

(egyenletes eloszlás) Ha az x1, x2, . . . , xn számok mindegyikének 1/n a valószí-
n¶sége, akkor a várható érték a számok számtani közepe: x = 1

n (x1+. . .+xn).

(indikátor) Legyen IA az A esemény indikátora, vagyis 1, ha A bekövetkezik,
és 0 különben. Ekkor E(IA) = 1 · P(IA = 1) = P(A).

(összeg) Ha X ,Y valószín¶ségi változók és X + Y várható értéke létezik,
akkor

E(X + Y ) = E(X ) + E(Y ).



Függvény várható értéke

Állítás
Legyen X : Ω → R diszkrét valószín¶ségi változó, melynek lehetséges értékei
x1, x2, . . ., továbbá P(X = xk) = pk teljesül k ≥ 1 esetén. Legyen továbbá
g : R→ R függvény. Ekkor

E(g(X )) = g(x1)p1 + g(x2)p2 + g(x3)p3 . . . ,

ha ez a várható érték létezik.

Például: legyen Y egy szabályos dobókockával dobott szám. Ekkor g(x) = x2-tel:

E(Y 2) = 1 · 1
6

+ 22 · 1
6

+ 32 · 1
6

+ 42 · 1
6

+ 55 · 1
6

+ 62 · 1
6

=
91
6

= 15, 17.

Nem mindig létezik ez a várható érték. Például (szentpétervári paradoxon): Z
geometriai eloszlású p = 1/2 paraméterrel (azaz pk = 1

2k
, g(x) = 2x . Ekkor

E(g(Z )) = 21 · 1
2

+ 22 · 1
22

+ 23 · 1
23

+ . . . = 1 + 1 + 1 + . . . =∞.



Függvény várható értéke

Állítás
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Teljes várható érték tétele

De�níció (Feltételes várható érték)

Legyen X diszkrét valószín¶ségi változó, melynek lehetséges értékei x1, x2, . . ., és B
pozitív valószín¶ség¶ esemény. Ekkor az X -nek a B-re vonatkozó feltételes várható
értéke:

E(X |B) =
∞∑
k=1

xk · P(X = xk |B) =
∞∑
k=1

xk ·
P({X = xk} ∩ B)

P(B)
.

Például: két szabályos kockadobásnál az els® dobás feltételes várható értéke, felté-
ve, hogy az összeg 6:

három.

Állítás
Legyen X véges várható érték¶ valószín¶ségi változó, B1,B2, . . . pedig teljes ese-
ményrendszer (azaz uniójuk Ω, és bármely kett® metszete üres). Ekkor

E(X ) = E(X |B1)P(B1) + E(X |B2)P(B2) + . . . =
∞∑
k=1

E(X |Bk)P(Bk).



Teljes várható érték tétele

De�níció (Feltételes várható érték)

Legyen X diszkrét valószín¶ségi változó, melynek lehetséges értékei x1, x2, . . ., és B
pozitív valószín¶ség¶ esemény. Ekkor az X -nek a B-re vonatkozó feltételes várható
értéke:

E(X |B) =
∞∑
k=1

xk · P(X = xk |B) =
∞∑
k=1

xk ·
P({X = xk} ∩ B)

P(B)
.

Például: két szabályos kockadobásnál az els® dobás feltételes várható értéke, felté-
ve, hogy az összeg 6: három.

Állítás
Legyen X véges várható érték¶ valószín¶ségi változó, B1,B2, . . . pedig teljes ese-
ményrendszer (azaz uniójuk Ω, és bármely kett® metszete üres). Ekkor

E(X ) = E(X |B1)P(B1) + E(X |B2)P(B2) + . . . =
∞∑
k=1

E(X |Bk)P(Bk).



Valószín¶ségi változó szórása

Lehetséges motiváció: nem mindegy, hogy a buszok ütemesen (szabályosan) tíz
percenként érkeznek, vagy a követési id® várható értéke tíz perc, de hol öt, hol
tizenöt percenként jönnek; egy mér®eszközt®l a mérési hiba, vagyis a mérés bi-
zonytalansága is fontos, például nem mindegy, hogy adott pontosság eléréséhez
hány mérést kell átlagolni.

De�níció (Szórásnégyzet (variancia))

Legyen X : Ω → R valószín¶ségi változó, melyre E(X 2) létezik. Ekkor X szórás-
négyzete:

D2(X ) = E
(

(X − EX
)2)

.

De�níció (Szórás (standard deviation))

Legyen X : Ω → R valószín¶ségi változó, melyre E(X 2) létezik. Ekkor X szórás-
négyzete:

D(X ) =

√
E
(

(X − EX
)2)

.



Valószín¶ségi változó szórása
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négyzete:
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√
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.



A szórás kiszámítása
Állítás

Legyen X olyan diszkrét valószín¶ségi változó, melyre E(X 2) létezik. Ekkor

D2(X ) = E(X 2)−
[
E(X )

]2
.

Bizonyítás.

D2(X ) = E
(

(X − EX
)2)

= E
(
X 2 − 2XE(X ) + E(X )2

)
=

= E(X 2)− E
(
2XE(X )

)
+ E(X )2 =

= E(X 2)− 2E(X )2 + E(X )2 = E(X 2)−
[
E(X )

]2
,

ahol felhasználtuk, hogy összeg várható értéke a várható értékek összege, illetve
hogy a konstans szorzó kiemelhet®.

Megjegyzés: az x1, x2, . . . , xn számok tapasztalati szórása√√√√1
n

n∑
i=1

(
xi − x

)2
=

√√√√1
n

n∑
i=1

x2i − x2.



A szórás kiszámítása
Állítás
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Diszkrét valószín¶ségi változó szórása

Állítás

Legyen X olyan diszkrét valószín¶ségi változó, melyre E(X 2) létezik. Ekkor

D2(X ) = E(X 2)−
[
E(X )

]2
.

Állítás (A szórás kiszámítása egész értékek esetén)

Legyen X olyan diszkrét valószín¶ségi változó, melyre E(X 2) létezik, és melynek
lehetséges értékei nemnegatív egészek. Ekkor

D2(X ) =
∞∑
k=0

k2P(X = k)− E(X )2 =
∞∑
k=0

k2P(X = k)−
[ ∞∑

k=0

kP(X = k)

]2
.



Diszkrét valószín¶ségi változó szórása

Legyen továbbra is X a �úk száma három gyerek közül:

P(X = 0) = 1/8; P(X = 1) = 3/8; P(X = 2) = 3/8; P(X = 3) = 1/8.

Diszkrét esetben így számolhatunk:

E(X 2) =
3∑

k=0

k2P(X = k) = 0 · 1
8

+ 1 · 3
8

+ 4 · 3
8

+ 9 · 1
8

=
24
8

= 3.

Ebb®l és a korábbi számolásból

D2(X ) = E(X 2)−
[
E(X )

]2
= 3− 1, 52 = 3− 2, 25 = 0, 75 =

3
4
.

Végül pedig a �úk számának szórása:

D(X ) =

√
3
4

= 0, 866.



A kockadobás szórása

Legyen X egy szabályos dobókockával dobott szám. Ekkor

E(X 2) =
1
6
· 12 +

1
6
· 22 +

1
6
· 32 +

1
6
· 42 +

1
6
· 52 +

1
6
· 62 =

91
6
.

Másrészt

E(X ) =
1
6
· 1 +

1
6
· 2 +

1
6
· 3 +

1
6
· 4 +

1
6
· 5 +

1
6
· 6 =

7
2
.

Ebb®l

D2(X ) = E
(
X 2
)
− E(X )2 =

91
6
−
(
7
2

)2

= 2, 92.

A kockadobás szórása: D(X ) =
√
2, 92 = 1, 71.

Általában n oldalú dobókocka esetén: D(X ) =
√

n2−1
12

.



Binomiális eloszlás: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak együtt.

Tegyük fel, hogy egy tetsz®leges napon egymástól függetlenül

mindannyian p = 0, 03 valószín¶séggel hiányoznak.

Mennyi a valószín¶sége, hogy egy munkanapon

pontosan ketten hiányoznak a csapatból?

A B C D E F

néhány jó lehet®ség és a valószín¶sége:

0, 03 0, 03 0, 97 0, 97 0, 97 0, 97

0, 03 0, 97 0, 03 0, 97 0, 97 0, 97

0, 03 0, 97 0, 97 0, 03 0, 97 0, 97
...

0, 97 0, 03 0, 03 0, 97 0, 97 0, 97
...

0, 97 0, 97 0, 97 0, 97 0, 03 0, 03

→ 0, 032 · 0, 974

→ 0, 032 · 0, 974

→ 0, 032 · 0, 974

→ 0, 032 · 0, 974

→ 0, 032 · 0, 974

szorzás

0, 97 0, 03 0, 03 0, 97 0, 97 0, 97 → 0, 032 · 0, 974

a jó lehet®ségek száma, azaz

hányféleképpen választhatjuk ki a két hiányzót:
(
6

2

)
egy jó lehet®ség valószín¶sége: 0, 032 · 0, 974

tehát a valószín¶ség:

P(pontosan két hiányzó) =
(
6

2

)
· 0, 032 · 0, 974 = 1, 2%.
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Binomiális eloszlás

n független kísérletet végzünk;

mindegyik p valószín¶séggel sikerül;

X a sikeres kísérletek száma.

Például:

Visszatevéses mintavétel, n húzás, p a fekete golyók aránya.

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdezünk meg, egy adott kérdésre min-
denki egymástól függetlenül p = 0, 8 valószín¶séggel válaszol. A válaszok
száma binomiális eloszlású.

Egy biztosító n = 60000 ügyfelének mindegyike egymástól függetlenül p =
0, 0001 valószín¶séggel okoz balesetet egy adott évben. A balesetet okozó
ügyfelek száma binomiális eloszlású.

Tegyük fel, hogy a nyár n = 92 napjának mindegyikén egymástól függetlenül
p = 0, 02 valószín¶séggel lesz jéges® egy adott helyen. A nyári jéges®s napok
száma binomiális eloszlású.



Binomiális eloszlás

n független kísérletet végzünk;

mindegyik p valószín¶séggel sikerül;

X a sikeres kísérletek száma.

Mennyi a valószín¶sége, hogy pontosan k kísérlet sikerül, azaz X = k? Ahogyan
a korábbi példában láttuk:

A jó lehet®ségek száma, azaz hányféleképpen választhatjuk ki, hogy melyik k
kísérlet sikeres:

(
n
k

)
.

Egy jó lehet®ség valószín¶sége: pk(1 − p)n−k , hiszen a kísérletek függetle-
nek, ezért az együttes bekövetkezés (metszet) valószín¶sége a valószín¶ségek
szorzata, és k kísérlet sikerül, a többi n − k nem.

Mivel minden jó lehet®ség ugyanolyan valószín¶, az X = k valószín¶sége a
lehet®ségek számának és egy lehet®ség valószín¶ségének szorzata:

P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k (k = 0, 1, . . . , n).



Binomiális eloszlás: de�níció

n független kísérletet végzünk;

mindegyik p valószín¶séggel sikerül;

X a sikeres kísérletek száma.

Az X valószín¶ségi változó binomiális eloszlású n renddel és p paraméterrel, ha
lehetséges értékei:

0, 1, 2, . . . , n,

és minden 0 ≤ k ≤ n egészre

P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k .

(n ≥ 1 egész, 0 < p < 1.) Jelölés: Bin(n, p).



Példa: binomiális eloszlás

Binomiális eloszlás, n = 20, p = 0, 75. Vízszintes tengely: lehetséges értékek, azaz
k = 0, 1, . . . , 20, oszlopok magassága: a P(X = k) valószín¶ségek.



Példa: binomiális eloszlás

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdezünk meg. Egy adott kérdésre minden
résztvev® egymástól függetlenül p = 0, 8 valószín¶séggel válaszol. Jelölje X ,
hogy hányan válaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

X binomiális eloszlású n = 1500 renddel és p = 0, 8 paraméterrel.

Tetsz®leges 0 ≤ k ≤ 1500 esetén

P(k válasz) = P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

=

(
1500
k

)
0, 8k · 0, 21500−k .

Például annak valószín¶sége, hogy pontosan k = 1200-an válaszolnak a kér-
désre:

P(1200 válasz) = P(X = 1200) =

(
1500
1200

)
0, 81200 · 0, 2300 = 2, 57%.



A binomiális eloszlás várható értéke és szórása

Ha az X valószín¶ségi változó binomiális eloszlású n renddel és p paraméterrel,
azaz

P(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k (k = 0, 1, . . . , n),

akkor X várható értéke, illetve szórása:

E(X ) = np; D(X ) =
√
np(1− p).



Példa: binomiális eloszlás

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdezünk meg. Egy adott kérdésre minden
résztvev® egymástól függetlenül p = 0, 8 valószín¶séggel válaszol. Jelölje X ,
hogy hányan válaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

A válaszadók számának várható értéke:

E(X ) = np = 1500 · 0, 8 = 1200.

A válaszadók számának szórása:

D(X ) =
√
np(1− p) =

√
1500 · 0, 8 · 0, 2 = 15, 5.



Poisson-eloszlás: de�níció

ha n független kísérletb®l mindegyik p valószín¶séggel sikeres, ahol n �nagy�
és p �kicsi�: λ = np a sikeres kísérletek számának várható értéke;

annak valószín¶sége, hogy pontosan k kísérlet sikeres, λk

k! e
−λ-val közelíthet®

(a számolás és az ábra alapján);

ez a kifejezés könnyebben kezelhet®, például mert csak egy paraméterrel ren-
delkezik;

ez a gyakran használt Poisson-eloszlás ritkán bekövetkez® események szá-

mának modellezésére.

De�níció
Legyen λ > 0. Az X valószín¶ségi változó λ paraméter¶ Poisson-eloszlású, ha
lehetséges értékei:

k = 0, 1, 2, . . . , és ekkor P(X = k) =
λk

k!
e−λ.

A λ paraméter¶ Poisson-eloszlás várható értéke és szórása:

E(X ) = λ; D(X ) =
√
λ.



Gólok száma

Gólok száma (n = 95 mérk®zésb®l) és Poisson-eloszlás λ = X = 1, 375-tel



Példa: Poisson-eloszlás

Poisson-eloszlás, λ = 3, 61, k = 12-ig



A Poisson-eloszlás és binomális eloszlás kapcsolata

A binomiális eloszlás n = 92 renddel és p = 0, 0392 paraméterrel, illetve a Poisson-
eloszlás λ = np = 3, 61 paraméterrel



Poisson-eloszlás: példa

Az X valószín¶ségi változó λ paraméter¶ Poisson-eloszlású, ha lehetséges érté-
kei:

k = 0, 1, 2, . . . , és ekkor P(X = k) =
λk

k!
e−λ.

A λ paraméter¶ Poisson-eloszlás várható értéke és szórása:

E(X ) = λ; D(X ) =
√
λ.

Példa. Tegyük fel, hogy egy városban az egy nap alatt bekövetkez® autóbalese-
tek száma Poisson-eloszlású, és várható értéke 3, 61. Ekkor az egy nap alatt
bekövetkez® autóbalesetek számának szórása:

D(X ) =
√

3, 61 = 1, 9.

Annak valószín¶sége, hogy pontosan 5 baleset lesz:

P(X = 5) =
3, 615

5!
e−5 = 14%.



Binomális és Poisson-eloszlás az R-ben

ha X binomiális eloszlású n renddel és p paraméterrel, akkor

P(X = k) : dbinom(k, size = n, prob = p)

és
P(X ≤ k) : pbinom(k, size = n, prob = p).

Továbbá az

minta<-rbinom(r, size=n, prob=p)

eredményeképpen a �minta� vektorba r darab független adott binomiális el-
oszlású valószín¶ségi változó kerül.

ha X Poisson-eloszlású λ paraméterrel, akkor

P(X = k) : dpois(k, lambda =λ)

és
P(X ≤ k) : ppois(k, lambda =λ).

Továbbá az

minta<-rpois(r, lambda=λ)

eredményeképpen a �minta� vektorba r darab független λ paraméter¶ eloszlású
valószín¶ségi változó kerül.



Programozós házi feladat október 9., 10:15-ig (3 pont)

Tegyük fel, hogy egy város n lakosa közül mindenki egymástól függetlenül p
valószín¶séggel támogat egy adott pártot. Válasszunk tetsz®leges n ≥ 1000
és 0, 1 < p < 0, 9 számokat. Milyen eloszlású a pártot támogatók száma?
Mennyi a várható értéke, mennyi a szórása?

Sorsoljunk 500 elem¶ mintát a támogatók számának eloszlásából. Készítsünk
a kapott adatsorból hisztogramot.

Határozzuk meg a kapott adatsor átlagát (mean(...)) és (korrigált tapasz-
talati) szórását (sd(...)). Hasonlítsuk össze a kapott értékeket az els® kér-
désben kiszámolt várható értékkel és szórással.
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Számolós házi feladat október 9., 10:15-ig (3 pont)

Tegyük fel, hogy ha az A és B focicsapat egymás ellen játszik, akkor az A csa-
pat által rúgott gólok száma Poisson-eloszlású 1, 2 várható értékkel, a B csapat
által rúgott gólok száma Poisson-eloszású 1, 8 várható értékkel, továbbá ez a két
valószín¶ségi változó egymástól független.

Az A − −B labdarúgómérk®zésen mennyi az összes gól számának várható
értéke?

Feltéve, hogy egy mérk®zésen összesen 5 gól születik, mennyi a valószín¶sége,
hogy ebb®l k darabot szerzett az A csapat? Itt k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 lehet.

Ábrázoljuk a kapott feltételes valószín¶ségeket k függvényében (kézzel készí-
tett ábra is megfelel®).


