Val6szinlségi valtozok (4. el6adas)

események (egy kisérlet eredményéhez igen vagy nem tartozik):

@ A: holnap lesz csapadék Budapesten
@ B: egy véletlenszer(ien valasztott magyar ember Budapesten lakik

@ C: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember 500000 forintnal tSbbet keres
valosziniiségi valtozok (egy kisérlet eredményéhez egy szam tartozik):

@ X: a holnap Budapesten lehullé csapadék mennyisége mm-ben
@ Y: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyitészama

@ Z: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember brutté havi keresete forintban



Val6szinGségi valtozok: jelolések és definicio

@ X: a holnap lehullé csapadék mennyisége mm-ben — P(X < 5), azaz mennyi
annak valésziniisége, hogy holnap legfeljebb 5 mm csapadék esik;

@ Y: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember lakcimének iranyitészama
— P(Y = 2092), azaz mennyi annak valdsziniisége, hogy a kivalasztott ember
Budakeszin lakik, iranyitészama pontosan 2092

@ Z: egy véletlenszeriien valasztott magyar ember bruttd havi keresete forintban
— P(Z <500000), azaz mennyi annak valdszin(isége, hogy a kivalasztott
ember legfeljebb brutté 500000 forintot keres havonta

Definicié (Valésziniiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozd, ha tetszéleges t valés szamra

teljesil, hogy {weQ: X(w) <t} edA,
azaz tetszbleges t valés szamra a P(X < t) valdsziniiség értelmes.




Valészindségi valtozé: példa
Valakinek harom gyereke sziiletik. Legyen X a fitk szama. Ekkor az &sszes lehets-
ség halmaza Q, és X : Q — R fiiggvény az aldbbi médon:

Q={FFF,FFL,FLF FLL,LFF LFL LLF LLL};
X(LLL) = 0; X(LLF) = X(LFL) = X(FLL) =1;

Az X valésziniiségi valtozé lehetséges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz
A lehetséges értékekhez tartozo valdsziniiségek, feltéve, hogy a gyerekek egymastdl
fiiggetleniil 1/2 val6szintiséggel fiak:
P(X =0)=1/8, IP( ) =3/8,

P(X =2)=3/8, P(X=3)=1/8.



Diszkrét valdszinlségi valtozo és eloszlasa: definicidk
Definicié
Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozo, ha tetszbleges t valds szamra

{weQ: X(w) <t} e A,

azaz tetszbleges t valés szamra a P(X < t) valésziniség értelmes.

llyenkor a P(X = t) val6sziniiség is tetszéleges t-re értelmes.

Az X : Q — R val6sziniiségi valtozé diszkrét, ha ha lehetséges értékeinek
halmaza véges vagy megszamlalhatéan végtelen.



Diszkrét valdszinlségi valtozo és eloszlasa: definicidk
Definicié
Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozo, ha tetszbleges t valds szamra

{weQ: X(w) <t} e A,

azaz tetszbleges t valés szamra a P(X < t) valésziniség értelmes.

llyenkor a P(X = t) val6sziniiség is tetszéleges t-re értelmes.

Az X : Q — R val6sziniiségi valtozé diszkrét, ha ha lehetséges értékeinek
halmaza véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

Legyenek az X diszkrét valdsziniiségi valtozo lehetséges értékei:
{x1,x2, ...}, és py = P(X = x«) (k=1,2,...).
Ekkor az (x1, p1), (x2, p2), . . . sorozat az X valésziniiségi valtozo eloszlasa. llyenkor
o0
px > 0 minden k-ra, és Zpk =1,

k=1
azaz a (px)k>o Sorozat valésziniiségeloszlas.



Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasa
Valakinek harom gyereke sziiletik, X a fitk szama, feltessziik,
hogy mind a 23 = 8 lehet6ség egyforman valészint. Ekkor X lehetséges értékei:

{0,1,2,3} — véges halmaz — X diszkrét.

Ahogy lattuk:

IP>(X=0):1; P(le):g; IP(X:2):§; 1

Mindezek alapjan X eloszlasa az alabbi sorozat:

(0,1/8), (1,3/8), (2,3/8), (3,1/8).

Egyszer dobunk szabalyos dobdkockaval, jeldlje Y a do-
bott szamot. Ekkor Y diszkrét, és az eloszlasa:

(1,1/6), (2,1/6), (3,1/6), (4,1/6), (5,1/6), (6,1/6).



Példa: a fitk szamanak eloszlasa

2 3

Lehetséges értékek

0 1

000 005 010 015 020 025 030 035

A fitk szamanak eloszlasa: a lehetséges értékek:
{0,1,2,3}
és a hozzajuk tartozé valésziniiségek:

1/8, 3/8, 3/8, 1/8.
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Valészinlségi valtozé eloszlasa
Definicié (Valésziniiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozo, ha tetszbleges t valds szamra

{weQ: X(w) <t} e A,

vagyis tetszéleges t valos szamra a P(X < t) valésziniiség értelmes.

Nem feltétlenil diszkrét X : Q — R val6szin(iségi valtoz6 eloszlasa: Qx mérték,
melyre

Qx(B) =P(X € B),
ahol B C R megfelel§ feltételeket teljesité halmaz (Borel-halmaz).

Példaul: B = [a, b] intervallum esetén
QRx([a, b]) =P(X € [a, b]) = P(a < X < b).
Vagy B = (—o0, t] félegyenes esetén

Qx((—o0, t]) = P(X € (—o0, t]) = P(X < t).



Hazi feladat oktéber 2., 10:15-ig

@ Hanna minden nap a t6bbitdl fiiggetleniil 1/2 valésziniiséggel 4-es, 1/2 va-
[6szintiséggel hatos villamossal jon egyetemre. Feltéve, hogy egy hénap 20
tanitasi napja alatt pontosan nyolcszor j6tt négyessel, mennyi a val6szin(isé-
ge, hogy ebben a hénapban az elsé tanitasi napon négyes villamossal érkezett?

@ Tegyiik fel, hogy a négyes villamos 0,01 val6szintiséggel, a hatos villamos
0,02 valésziniiséggel hibasodik meg a Hanna altal megtett Gton. Egy adott
napon mennyi a valdsziniisége, hogy az a villamos, amivel Hanna utazik,
meghibasodik?



Hazi feladat oktéber 2., 10:15-ig: megoldas

Hanna minden nap a t6bbitdl fiiggetlenil 1/2 valésziniiséggel 4-es, 1/2 valészi-
niiséggel hatos villamossal jon egyetemre. Feltéve, hogy egy hénap 20 tanitasi
napja alatt pontosan nyolcszor j6tt négyessel, mennyi a valdsziniisége, hogy ebben
a hénapban az els6 tanitasi napon négyes villamossal érkezett?

A: Hanna az els6 tanitasi napon négyessel érkezik
B: a 20 nap alatt nyolcszor jon négyessel

Az A-nak B-re vonatkozé feltételes valdsziniisége a visszatevéses mintavételre vo-
natkozé Gsszefiiggések alapjan:

CBAnE) 3 () ()
A= TeE T e T
() 190 s 8

(280) 7120 20! 20

A szamlaléban: AN B esetén az els6 napon négyessel jon, a tébbi 19 napon pedig
pontosan hétszer jon négyessel, és ezek egymastdl fiiggetlenek. A nevezében: a 20
napbdl pontosan 8-szor jon négyessel.



Hazi feladat oktéber 2., 10:15-ig: megoldas

Tegyiik fel, hogy a négyes villamos 0, 01 valésziniiséggel, a hatos villamos 0, 02 va-
[6szinliséggel hibasodik meg a Hanna altal megtett Gton. Egy adott napon mennyi
a valésziniisége, hogy az a villamos, amivel Hanna utazik, meghibasodik?

A: meghibasodik a villamos
B;: Hanna négyessel jon; By: Hanna hatossal jon.

Bi, B; teljes eseményrendszer, hiszen pontosan az egyik kovetkezik be, és pozitiv
a val6szin(iségiik. A teljes valésziniiség tétele alkalmazhaté:

P(A) = P(A|B;)P(By) + P(A|B>)P(B,) = 0,01-0,5+0,02- 0,5 = 0,015.



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha 1/1000
val6sziniiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilénben semmit), akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobékockaval dobunk. A nyeremény

varhato értéke: ) o1
(142 6
6( +2+...46)= 5

@ Ha szabalytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:

=3,5.

1 13
6(6+2+3+4+5+6) (2+3+4+5)+§ 6—?:4,33.



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha 1/1000
val6sziniiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilénben semmit), akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobékockaval dobunk. A nyeremény
varhato értéke: ) o1

-(14+2+4+...4+6)=— =3,5.

@ Ha szabalytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:
1 1 1 13
6(6+2+3+4+5+6): 6(2+3+4+5)+§ 6= 3 =4,33.

A lehetséges értékeket megszorozzuk a hozzajuk tartozé valészintiséggel, és ezeket
Osszeadjuk.



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

Definici6 (Varhaté érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valosziniiségi valtozé, melynek eloszlasa

(x1,p1)s (X2, P2), - - -, @zaz P(X = x;) = p;, ahol i = 1,2,.... Ekkor X vérhaté

értéke: - -
E(X) = Zx,-p,-, ha Z Ixi|pi < 0.
i=1 i=1




Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke
Definici6 (Varhaté érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valosziniiségi valtozé, melynek eloszlasa

(x1,p1)s (X2, P2), - - -, @zaz P(X = x;) = p;, ahol i = 1,2,.... Ekkor X vérhaté
értéke:

E(X) = ix,-p;, ha i Ixi|pi < 0.
i=1

i=1

Legyen X a fitk szdma a harom gyerek koziil. Ekkor

1 3 3 1 12 3
E(X)=0-g+1 242 43 o= =-=15

Legyen Y egy szabalyos dobdkockaval dobott
szam. Ekkor

1 1 1 1 1 1
E(Y)=1--42--43--44--45.-46.-=°"=_-35
(Y) cT2 g3 oA 45246 o= o=




Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

(elfajult eloszlas) Ha X = ¢ fennall 1 valésziniiséggel: E(X) = ¢ - P(X =
c)=c.

(korlatossag) Ha a < X < b valamely a < b szamokra, akkor a < E(X) < b.

(egyenletes eloszlas) Ha az xq, xa, . . ., X, szamok mindegyikének 1/n a valdszi-
niisége, akkor a vérhato érték a szdmok szamtani kézepe: X = L(x+...4+x,).

(indikator) Legyen 14 az A esemény indikatora, vagyis 1, ha A bekdvetkezik,
és 0 kiilonben. Ekkor E(Ia) =1-P(Ia = 1) = P(A).

(6sszeg) Ha X, Y val6sziniiségi valtozék és X + Y varhaté értéke létezik,
akkor
E(X + Y) =E(X) + E(Y).



Fliggvény varhato értéke
Allitas
Legyen X : Q — R diszkrét valdsziniiségi valtozo, melynek lehetséges értékei

X1,Xp, ..., tovabba P(X = xx) = px teljesiil k > 1 esetén. Legyen tovibbs
g : R — R figgvény. Ekkor

E(g(X)) = g(x1)p1 + g(x2)p2 + g(x3)P3 - - -,

ha ez a varhaté érték létezik.

Példaul: legyen Y egy szabalyos dobokockaval dobott szam. Ekkor g(x) = x?-tel:

1 1 1 1 1 1 91
2y — 2.7 2.7 2.7 5.7 2.7:i:
E(Y?) =1 c+2% 243 - +4 o452 +6" o= = =1517




Fliggvény varhato értéke

Allitas
Legyen X : Q — R diszkrét valdsziniiségi valtozo, melynek lehetséges értékei
X1,Xp, ..., tovabba P(X = xx) = px teljesiil k > 1 esetén. Legyen tovibbs

g : R — R figgvény. Ekkor

E(g(X)) = g(x1)p1 + g(x2)p2 + g(x3)P3 - - -,

ha ez a varhaté érték létezik.

Példaul: legyen Y egy szabalyos dobokockaval dobott szam. Ekkor g(x) = x?-tel:

1 1 1 1 1 1 91
2y — 2.7 2.7 2.7 5.7 2.7:i:
E(Y?) =1 c+2% 243 - +4 o452 +6" o= = =1517

Nem mindig létezik ez a varhat6 érték. Példaul (szentpétervari paradoxon): Z
geometriai eloszlasi p = 1/2 paraméterrel (azaz px = 5, g(x) = 2. Ekkor

1 1

1
E(g(Z)):Zl-§+22~2—2+23-2—3+...:1+1+1+...:oo.




Teljes varhaté érték tétele

Definicié (Feltételes varhaté érték)
Legyen X diszkrét valGsziniiségi valtozd, melynek lehetséges értékei xq, x5, . .., és B
pozitiv valdsziniiségii esemény. Ekkor az X-nek a B-re vonatkozé feltételes varhaté
értéke:
oo oo
P{X = x}NB)
(X|B) ;Xk (X = x«|B) ;Xk F(B)

Példaul: két szabalyos kockadobasnal az els6 dobas feltételes varhaté értéke, felté-
ve, hogy az Gsszeg 6:



Teljes varhaté érték tétele

Definici6 (Feltételes varhaté érték)

Legyen X diszkrét valGszintiségi valtozd, melynek lehetséges értékei xq, x5, . .., és B
pozitiv valdsziniiségii esemény. Ekkor az X-nek a B-re vonatkozé feltételes varhaté
értéke:

E(X|B) = Zxk -P(X = x«|B) = Zxk . P({X ;(;k)} N B).

Példaul: két szabalyos kockadobasnal az els6 dobas feltételes varhaté értéke, felté-
ve, hogy az Gsszeg 6: harom.

Allitas
Legyen X véges varhaté értékii valdsziniiségi valtozé, By, B,, ... pedig teljes ese-
ményrendszer (azaz unidjuk 2, és barmely ketté metszete iires). Ekkor

E(X) = E(X|B1)P(B1) + E(X|B;)P( ZE X|By)P(By).




Valészinlségi valtozd szérasa

Lehetséges motivacié: nem mindegy, hogy a buszok iitemesen (szabalyosan) tiz
percenként érkeznek, vagy a kovetési id6 varhaté értéke tiz perc, de hol 6t, hol
tizen6t percenként jonnek; egy mérGeszkdztdl a mérési hiba, vagyis a mérés bi-
zonytalansaga is fontos, példaul nem mindegy, hogy adott pontossig eléréséhez
hany mérést kell atlagolni.

Definicié (Szérasnégyzet (variancia))

Legyen X : Q — R valdszintiségi valtozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor X szords-
négyzete:

D2(X) = E((X - 1Ex)2).




Valészinlségi valtozd szérasa

Lehetséges motivacié: nem mindegy, hogy a buszok iitemesen (szabalyosan) tiz
percenként érkeznek, vagy a kovetési id6 varhaté értéke tiz perc, de hol 6t, hol
tizen6t percenként jonnek; egy mérGeszkdztdl a mérési hiba, vagyis a mérés bi-
zonytalansaga is fontos, példaul nem mindegy, hogy adott pontossig eléréséhez
hany mérést kell atlagolni.

Definicié (Szérasnégyzet (variancia))

Legyen X : Q — R valdszintiségi valtozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor X szords-
négyzete:

D2(X) = E((X - 1Ex)2).

Definici6 (Széras (standard deviation))

Legyen X : Q — R valdszintiségi valtozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor X szords-
négyzete:

D(X) = E((X - ]EX)2>.




A sz6ras kiszamitasa
Allitas
Legyen X olyan diszkrét val6sziniiségi valtozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor

D*(X) = E(X?) - [E(X)]”.




A sz6ras kiszamitasa
Allitas
Legyen X olyan diszkrét val6sziniiségi valtozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor

D*(X) = E(X?) — [E(X)]’.

Bizonyitas.
D2(X) = E((X - IEJX)z) - E(x2 — 2XE(X) + E(X)z) -

E(X?) — E(2XE(X)) + E(X)? =
= E(X?) - 2E(X)? + E(X)? = E(X?) — [E(X)]”,

ahol felhasznaltuk, hogy 6sszeg varhaté értéke a varhaté értékek Osszege, illetve
hogy a konstans szorzé kiemelhet6.



A sz6ras kiszamitasa
Allitas
Legyen X olyan diszkrét val6sziniiségi valtozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor

D*(X) = E(X?) — [E(X)]’.

Bizonyitas.
D2(X) = E((X - IEJX)z) - IE(X2 — 2XE(X) + E(X)z) -

E(X?) — E(2XE(X)) + E(X)? =
= E(X?) - 2E(X)? + E(X)? = E(X?) - [E(X)]*,

ahol felhasznaltuk, hogy 6sszeg varhaté értéke a varhaté értékek Osszege, illetve
hogy a konstans szorzé kiemelhet6.

Megjegyzés: az xy, X, ..., X, szamok tapasztalati szérasa

n n

%Z(xi—Y)Z = %Zxﬁ—?z.

i=1 i=1



Diszkrét valdszinliségi valtozé szérasa

Allitas
Legyen X olyan diszkrét val6sziniiségi valtozo, melyre E(X?) létezik. Ekkor

D*(X) = E(X?) — [E(X)]".

Allitas (A széras kiszamitasa egész értékek esetén)

Legyen X olyan diszkrét valdszintiségi valtozo, melyre E(X?) létezik, és melynek
lehetséges értékei nemnegativ egészek. Ekkor

D?(X) = i KP(X = k) — E(X)? = i KP(X = k) — {i KP(X = k)} )

y



Diszkrét valdszinliségi valtozé szérasa
Legyen tovabbra is X a fitk szdma harom gyerek koziil:

P(X =0)=1/8; P(X=1)=3/8; P(X=2)=3/8 P(X=3)=1/8.

Diszkrét esetben igy szamolhatunk:

3
1 3 3 24
E(X?) =Y KPX=k=0-241-Z+4+4-249.2 =" =3,
(X?) % ( )=0-g+1-2+4 2+
Ebbdl és a korabbi szamolasbol
3
D*(X) = E(X?) — [E(X)]® =3 - 1,52 =3-2,25 = 0,75 = e

Végiil pedig a fitk szdmanak szérésa:



A kockadobés szérasa

Legyen X egy szabalyos dobdkockaval dobott szam. Ekkor

1 1 1 1 1 1 01
EX)=2--12+--224-.324+ .42 4 .52 4 .62 = -,
(%) 6 T e e e T 6
Masrészt
1 1 1 1 1 1 7
EX)=>-14+--24_--34+--44+--54_-6=_.
(%) 6 't Te et T TG 2
Ebbsl ,
) ) , 91 7
D*(X) =E(X?) — E(X) =5 |3) =29

A kockadobas szérdsa: D(X) = /2,92 =1,71.

Altalaban n oldalt dobdkocka esetén: D(X) = ”2151.



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?

ORONORORCONG

néhany j6 lehetség és a valbsziniisége:

0,03][0,03][0,97][0,97][0,97][0,97] — 0,032
0,03/[0,97]/0,03([0,97([0,97|[0,97| — 0,03
0,03//0,97]/0,97([0,03([0,97|[0,97| — 0,03

0,032

— 0,032

Szorzas

.0,97*
.0,97*
.0,97*
.0,97*

-0,074



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?

10,97]/0,03[0,03/0,970,97//0,97| — 0,03%-0,97*

a jo lehet&ségek szama, azaz
hanyféleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét:
egy jo lehet8ség valoszinlisége:
tehat a valdsziniiség:



Binomialis eloszlas: példa

Egy munkahelyi csapatban hatan dolgoznak egyiitt.
Tegyiik fel, hogy egy tetsz6leges napon egymastdl fiiggetleniil
mindannyian p = 0, 03 valésziniiséggel hianyoznak.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy munkanapon
pontosan ketten hianyoznak a csapatbol?

10,97]/0,03[0,03/0,970,97//0,97| — 0,03%-0,97*

a jo lehet&ségek szama, azaz
hanyféleképpen valaszthatjuk ki a két hianyzét: (g)
egy j6 lehetSség valésziniisége: 0,032 .0,974

tehat a valdsziniiség:

P(pontosan két hianyzé) = (%) - 0,032 - 0,97* = 1,2%.




Binomialis eloszlas

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.
Peéldaul:

@ Visszatevéses mintavétel, n hazas, p a fekete golydk aranya.

@ Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg, egy adott kérdésre min-
denki egymastdl fiiggetleniil p = 0,8 valdszintiséggel valaszol. A valaszok
szama binomiélis eloszlasa.

@ Egy biztosité n = 60000 iigyfelének mindegyike egymastdl fiiggetleniil p =
0,0001 valészintiséggel okoz balesetet egy adott évben. A balesetet okozé
tgyfelek szama binomialis eloszlasa.

@ Tegyiik fel, hogy a nyar n = 92 napjanak mindegyikén egymastdl fiiggetleniil
p = 0,02 valésziniiséggel lesz jégess egy adott helyen. A nyari jégesGs napok
szama binomialis eloszlasa.



Binomialis eloszlas

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.

Mennyi a valdszin(isége, hogy pontosan k kisérlet sikeriil, azaz X = k? Ahogyan
a korabbi példaban lattuk:

@ A 6 lehet8ségek szama, azaz hanyféleképpen valaszthatjuk ki, hogy melyik k

kiserlet sikeres: (7).

@ Egy j6 lehetSség valészintisége: p*(1 — p)"~*, hiszen a kisérletek fiiggetle-
nek, ezért az egyiittes bekdvetkezés (metszet) valdsziniisége a val6sziniiségek
szorzata, és k kisérlet sikeril, a tdbbi n — k nem.

@ Mivel minden jé lehet6ség ugyanolyan valészini, az X = k valdsziniisége a
lehetSségek szamanak és egy lehet8ség valdsziniiségének szorzata:

P(X = k) = <Z)pk(1 —p)" K (k=0,1,...,n).



Binomialis eloszlas: definicid

o n fiiggetlen kisérletet végziink;
@ mindegyik p valdsziniiséggel sikeriil;

@ X a sikeres kisérletek szama.

Az X valésziniiségi valtozé binomialis eloszlasa n renddel és p paraméterrel, ha
lehetséges értékei:

0,1,2,...,n,

és minden 0 < k < n egészre

n

P(x =) = ()1,

(n>1egeész, 0 < p <1.) Jelolés: Bin(n, p).



Példa: binomialis eloszlas

Bin(n=20, p=0,75)

Valészinlségek
0.10
|

g EIDH I | | D.:.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Lehetséges értékek

Binomialis eloszlas, n = 20, p = 0,75. Vizszintes tengely: lehetséges értékek, azaz
k=0,1,...,20, oszlopok magassiga: a P(X = k) valdsziniiségek.



Példa: binomialis eloszlas

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre minden
résztvevé egymastdl fiiggetleniil p = 0,8 val6sziniiséggel valaszol. Jeldlje X,
hogy hanyan valaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

@ X binomialis eloszlasii n = 1500 renddel és p = 0, 8 paraméterrel.

@ Tetszbleges 0 < k < 1500 esetén

P(k valasz) = P(X = k) = (:) pi(L—p)F =

— <15/f)0> 07 8k . 0’ 215007/(.

@ Példaul annak val6szin(isége, hogy pontosan k = 1200-an valaszolnak a kér-
désre:

1
P(1200 vélasz) = P(X = 1200) = (1288> 0,81200.0,23%0 = 2 57%.



A binomialis eloszlas varhatd értéke és szérasa

Ha az X valésziniiségi valtoz6é binomialis eloszlasa n renddel és p paraméterrel,
azaz

P(X = k) = <Z)pk(1 —p)" K (k=0,1,...,n),

akkor X varhaté értéke, illetve szérasa:

E(X) = np; D(X) = +/np(1 — p).



Példa: binomialis eloszlas

Egy felmérésben n = 1500 embert kérdeziink meg. Egy adott kérdésre minden
résztvevs egymastdl fiiggetleniil p = 0,8 valdsziniiséggel valaszol. Jeldlje X,
hogy hanyan valaszoltak erre a kérdésre. Ekkor

@ A valaszadék szamanak varhaté értéke:

E(X) = np = 1500 - 0,8 = 1200.

@ A véalaszadok szamanak szorasa:

D(X) = +/np(1 — p) = \/1500-0,8-0,2 = 15, 5.



Poisson-eloszlas: definicid

@ ha n fiiggetlen kisérletbsl mindegyik p val6szin(iséggel sikeres, ahol n ,,nagy”
és p kicsi": A = np a sikeres kisérletek szamanak varhato értéke;

. k P Ve 7z
@ annak valésziniisége, hogy pontosan k kisérlet sikeres, %e*’\—val kozelithetd
(a szamolas és az abra alapjan);
@ ez a kifejezés konnyebben kezelhetd, példaul mert csak egy paraméterrel ren-
delkezik;

@ ez a gyakran hasznalt Poisson-eloszlas ritkan bekovetkezé események sza-
manak modellezésére.

Definicié
Legyen A > 0. Az X valdsziniiségi valtozé \ paraméterii Poisson-eloszlasi, ha
lehetséges értékei:

k=0,1,2,..., ésekkor]P’(X:k):ﬂe

A )\ paraméterii Poisson-eloszlas varhaté értéke és szorasa:
E(X) =X D(X) =V



Gélok szama

Golok szama és Poisson-eloszlas

1 2 3 4 5

Lehetséges értékek

— medfigyelések
~—— Poisson(1,375)

valdszindségek
0.2
|

01

-

0.0
L

Golok szama (n = 95 mérkézésbsl) és Poisson-eloszlas A = X = 1,375-tel



Példa: Poisson-eloszlas
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Lehetséges értékek

Poisson-eloszlas, A = 3,61, k = 12-ig



A Poisson-eloszlas és binomalis eloszlas kapcsolata

Binomialis és Poisson-eloszlas

. = binomidlis
e Poisson
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Lehetséges értékek

A binomialis eloszlas n = 92 renddel és p = 0,0392 paraméterrel, illetve a Poisson-
eloszlas A = np = 3,61 paraméterrel



Poisson-eloszlas: példa

Az X valészin(iségi valtoz6 \ paraméterii Poisson-eloszlasii, ha lehetséges érté-
kei:
)\k
k=0,1,2,..., és ekkor P(X = k) = Fe*A.

A )\ paraméter(i Poisson-eloszlas varhaté értéke és szorasa:

E(X)=2X  D(X)=VA

Tegyiik fel, hogy egy varosban az egy nap alatt bekdvetkezé autébalese-

tek szama Poisson-eloszlasii, és varhato értéke 3,61. Ekkor az egy nap alatt
bekovetkez6 autdbalesetek szamanak szérasa:

D(X)=+/3,61=1,9.

Annak valésziniisége, hogy pontosan 5 baleset lesz:

3,615

P(X =5) = =5

e % =14%.



Binomalis és Poisson-eloszlas az R-ben

@ ha X binomialis eloszlast n renddel és p paraméterrel, akkor
P(X = k) : dbinom(k, size = n, prob = p)
és
P(X < k): pbinom(k, size = n,prob = p).
@ Tovabba az
minta<-rbinom(r, size=n, prob=p)

eredményeképpen a ,minta” vektorba r darab fiiggetlen adott binomialis el-
oszlash valésziniiségi valtozo keriil.

@ ha X Poisson-eloszlasti A paraméterrel, akkor
P(X = k) : dpois(k, lambda =\)
és
P(X < k): ppois(k, lambda =\).
@ Tovabba az
minta<-rpois(r, lambda=\)

eredményeképpen a ,,minta” vektorba r darab fiiggetlen A paraméterii eloszlasa
valdszinliségi valtozé keriil.



Programozds hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig (3 pont)

@ Tegyiik fel, hogy egy varos n lakosa koziil mindenki egymastdl fliggetlenil p
valészinliséggel tamogat egy adott partot. Valasszunk tetszéleges n > 1000
és 0,1 < p < 0,9 szamokat. Milyen eloszlast a partot tdmogaték szama?
Mennyi a varhaté értéke, mennyi a szérasa?

@ Sorsoljunk 500 elem(i mintat a tdmogatok szamanak eloszlasabdl. Készitsiink
a kapott adatsorbdl hisztogramot.

@ Hatarozzuk meg a kapott adatsor atlagat (mean(...)) és (korrigalt tapasz-
talati) szérasat (sd(...)). Hasonlitsuk &ssze a kapott értékeket az elsé kér-
désben kiszamolt varhaté értékkel és szérassal.



Programozds hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig (3 pont)

@ Tegyiik fel, hogy egy varos n lakosa koziil mindenki egymastdl fliggetlenil p
valészinliséggel tamogat egy adott partot. Valasszunk tetszéleges n > 1000
és 0,1 < p < 0,9 szamokat. Milyen eloszlast a partot tdmogaték szama?
Mennyi a varhaté értéke, mennyi a szérasa?

@ Sorsoljunk 500 elem(i mintat a tdmogatok szamanak eloszlasabdl. Készitsiink
a kapott adatsorbdl hisztogramot.

@ Hatarozzuk meg a kapott adatsor atlagat (mean(...)) és (korrigalt tapasz-
talati) szérasat (sd(...)). Hasonlitsuk &ssze a kapott értékeket az elsé kér-
désben kiszamolt varhaté értékkel és szérassal.



Szamol6s hazi feladat oktéber 9., 10:15-ig (3 pont)

Tegyiik fel, hogy ha az A és B focicsapat egymas ellen jatszik, akkor az A csa-
pat altal ragott gélok szama Poisson-eloszlast 1,2 varhaté értékkel, a B csapat
altal ragott gélok szama Poisson-eloszast 1,8 varhaté értékkel, tovabba ez a két
valészin(iségi valtozd egymastdl fiiggetlen.

@ Az A — —B labdarigémérkézésen mennyi az Gsszes gél szamanak varhaté
értéke?

@ Feltéve, hogy egy mérkézésen Gsszesen 5 gél sziiletik, mennyi a valdszin(isége,
hogy ebbdl k darabot szerzett az A csapat? Itt k =0,1,2,3,4,5 lehet.

@ Abrazoljuk a kapott feltételes valésziniiségeket k fiiggvényében (kézzel készi-
tett abra is megfelels).



