Unié valészintisége: példa (3. el6adas)
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Egy 72000 fés varosban 30000 embernek van autdja,
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Egy 72000 fés varosban 30000 embernek van autdja,
25000-nek lakasa, 12000-nek autdja és lakasa is.

ﬁ2000 fé

30000 auté
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Egy 72000 fés varosban 30000 embernek van autdja,
25000-nek lakasa, 12000-nek autdja és lakasa is.

Mennyi a val6sziniisége, hogy egy véletlenszer(ien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) =
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(autd)
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(auté) +P(lakas)

ﬁ2000 fé

30000 auté
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(auté) +P(lakas) —P(mindkettd)

12000 embert kétszer szamoltunk, ezt le kell vonni

ﬁ2000 fé

30000 auté




Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(auté) +P(lakas) —P(mindkettd)
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000/72000
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
P(legalabb az egyik) = P(auté) +P(lakas) —P(mindkettd)
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000/72000
= 43000/72000 = 59%.
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?

( PauB) = P(auté) +P(lakas) —P(mindketts) )
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000/72000
unié = 43000/72000 = 59%.
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?

( PauB) = P(A)  +P(lakas) —P(mindketts) |
— 30000/72000 + 25000,72000 — 12000,72000
uni6 = 43000/72000 = 59%.
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?

( PauB) = P(A) +P(B) —P(mindketts) )
— 30000/72000 + 25000,/72000 — 12000/72000
uni6 = 43000/72000 = 59%.
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Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?

( PauB) = P(A) +P(B) —P(ANB) )
— 30000,/72000 -+ 25000,/72000 — 12000, 72000
uni6 = 43000,/72000 = 59%.
metszet
ﬁzooo 6 \

30000 auté




Unié valészintisége: példa (3. el6adas)

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
ember legalabb az egyikkel rendelkezik?
( PauB) = P(A) +P(B) —P(ANB) )
= 30000,/72000 + 25000/72000 — 12000/72000

— 43000/72000 = 59%.
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Szitaformula harom eseményre

f Q N Gsszes lehet8ség halmaza

»1 J

Az unié (legalabb az egyik bekovetkezik) valésziniisége:
P(AUBU C) = P(A) + P(B) + P(C)
-P(ANB) —P(AN C)-P(BN C)+
+P(An BN C).




Szitaformula

Szitaformula két eseményre. Annak valésziniisége, hogy A és B koziil legalabb
az egyik bekovetkezik:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Szitaformula harom eseményre. Annak valésziniisége, hogy A, B és C koziil
legalabb az egyik bekovetkezik:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB)—
—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)



Szitaformula

Szitaformula két eseményre. Annak valésziniisége, hogy A és B koziil legalabb
az egyik bekovetkezik:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Szitaformula harom eseményre. Annak valésziniisége, hogy A, B és C koziil
legalabb az egyik bekovetkezik:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB)—
—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

Szitaformula altaldnosan: az As,..., A, események uniéjanak (vagyis annak, hogy
legalabb az egyik bekdvetkezik) a valdsziniisége:

(U A; ) P(A1) + P(A) + ...+ P(A,) — P(Ar N As) — P(A; N Az)—

—...—P(AnflﬂAn)ﬁ-P(Al OA20A3)+



Szitaformula

Annak valészin(isége, hogy az Aj, Az, ..., A, események koziil legaldbb az egyik
bekovetkezik:

(UA) P(A1) + P(A3) + ...+ P(A,) — P(A; N Ay) — P(A; N Az)—

—P(A,—1 NA,) + P(AL N AN A3) +
Vagyis:

n n

p(UA,) =N "PA) - Y P(A NAL)+

i=1 i=1 1<iy<ia<n

+ ) P(A, NA, NAL)-
1<ih<i<iz<n

A (FD)™P(AL N NA))

n

=) (—1)kt > P(A, NA,N...NA,).
k

=1 1<ip<ip<..<ix<n



Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy varos 20000 valasztépolgara koziil 3467-en tdmogatnak egy
adott partot.

© Mennyi a valdszinlisége, hogy 2000 véletlenszer(ien valasztott embert megkér-
dezve pontosan 348 lesz koziiliik, aki tdmogatja ezt a partot, ha az embereket
véletlenszeriien, egyenletesen valasztjuk Ggy, hogy a mar megkérdezetteket
nem sorsoljuk ki Gjra?

© Mennyi ugyanez a val6sziniiség, ha a mintat Ggy valasztjuk, hogy minden
sorsolasnal mind a 20000 valasztépolgar koziil valasztunk, a korabbi valaszta-
sokat elfelejtve? Mennyi a kiilonbsége ennek és az el6z6 val6sziniiségnek?

© Szorgalmi feladat: készitsiink szimulaciét, ami elvégzi (a)-beli kisérletet 100-
szor, és készitsiink hisztogramot az egyes kisérleteknél a tamogatdk szamabal.

Q Szorgalmi feladat: Készitsiik el ugyanezt a (b)-beli kisérletre. Hasonlitsuk
Ossze a két hisztogramot.



Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy varos 20000 valasztépolgara koziil 3467-en tdmogatnak egy
adott partot.

Mennyi a valdsziniisége, hogy 2000 véletlenszeriien valasztott embert megkérdezve
pontosan 348 lesz koziiliik, aki tdmogatja ezt a partot, ha az embereket véletlen-
szer(ien, egyenletesen vélasztjuk Ggy, hogy a mar megkérdezetteket nem sorsoljuk
ki ajra?

Ez a visszatevés nélkiili mintavétel, ahol N = 20000, M = 3467, n = 2000 és
k = 348:

(M) (NfM) (3467) . (2000073467)

P(348 tamogato) = ~<L_vn—k/ _ 1348) \ 2000-348 ] _ 5 470/

(%) (%000)

A kivalasztott tamogatok szama hipergeometrikus eloszlasa, ezért az R-ben igy
szamolhatunk:

> dhyper(348, m=3467, n=(20000-3467), k=2000)
[1] 0.0247201



Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy varos 20000 valasztopolgara koziil 3467-en tdmogatnak egy
adott partot. Mennyi a valdsziniisége, hogy 2000 véletlenszeriien valasztott embert
megkérdezve pontosan 348 lesz koziiliik, aki tamogatja ezt a partot, ha az embe-
reket véletlenszeriien, egyenletesen valasztjuk Ggy, hogy hogy minden sorsolasnal
mind a 20000 valasztépolgar koziil valasztunk, a kordbbi valasztasokat elfelejtve?
Mennyi a kiilonbsége ennek és az el6z6 valdsziniiségnek?

Ez a visszatevéses mintavétel, ahol N = 20000, M = 3467, n = 2000 és k = 348:

k n—k
n\ (M M
P(348 4 5) = Z) (1= 2 -
(348 tamogatd) (k> (N) ( N)
2000 [ 3467 \* 3467 \ 2000 %*
= =00 ) (1 228 =2,35%

348 20000 20000
A kivalasztott tdmogaték szama binomialis eloszlasi, ezért az R-ben igy szamol-
hatunk:
> dbinom(348, size=2000, prob=(3467/20000))

[1] 0.02345543

A kiilonbség a kétféle mintavétel kozott: 0,12%.



Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy varos 20000 valasztépolgara koziil 3467-en tdmogatnak egy
adott partot. Mennyi a valésziniisége, hogy 2000 véletlenszer(ien valasztott embert
megkérdezve pontosan 348 lesz koziiliik, aki tamogatja ezt a partot, ha az embe-
reket véletlenszeriien, egyenletesen valasztjuk dgy, hogy hogy minden sorsolasnal
mind a 20000 valasztopolgar koziil valasztunk, a korabbi vélasztasokat elfelejtve?
Mennyi a kiilonbsége ennek és az el6z6 val6sziniiségnek?

(%) (()M) B <k> (%’)(1 B x) _

/\/C((/\A//I:il))..'...((l\/\lxz_—kk:11)) - (,\A,I,>k<1_%>nk] _

() C-6-))

IN



Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

> x<-c(rep(1, 3467),rep(0, 20000-3467))

tamogaté: 1, nem tamo-
gato: 0

> sample(x,2000, replace=FALSE) visszatevés nélkiil kétezer elemet

sorsolunk
[t 01000 ...
> sum(sample(x,2000, replace=FALSE))
[1] 328

a tamogatok szama az Gsszeg



Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

> x<-c(rep(1, 3467),rep(0, 20000-3467)) tamogaté: 1, nem tamo-

gato: 0

> sample(x,2000, replace=FALSE) visszatevés nélkiil kétezer elemet
sorsolunk

[t 01000 ...

> sum(sample(x,2000, replace=FALSE)) a tamogaték szama az Gsszeg
[1] 328

> eredmeny<-rep(0,100) 100 darab csupa 0, majd 100 ismétlés

> for (k in 1:100) {eredmeny[k] = sum(sample(x,2000, replace=FALSE)
> eredmeny a 100 sorsolas eredménye, majd hisztogram

[1] 343 348 340 321 372 337 346 ....

> hist(eredmeny, col="#5596f2"’, main=""Tamogatdk szama’’, xlab=
»Lehetséges értékek’”, ylab="’relativ gyakorisagok’’)



Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

Tamogatok széma

relativ gyakorisagok

Lehetséges értékek

A tamogatok szamanak hisztogramja 100 megfigyelésbdl, visszatevés nélkiili min-
tavétellel (N = 20000 lakos, M = 3467 tamogat6, n = 2000 elem(i minta)
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Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

> x<-c(rep(1, 3467),rep(0, 20000-3467))

tamogaté: 1, nem tamo-
gato: 0

> sample(x,2000, replace=TRUE) visszatevéssel kétezer elemet

sorsolunk
[t 01010 ...
> sum(sample(x,2000, replace=TRUE))
[1] 336

a tamogatok szama az Gsszeg



Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

> x<-c(rep(1, 3467),rep(0, 20000-3467)) tamogaté: 1, nem tamo-

gato: 0

> sample(x,2000, replace=TRUE) visszatevéssel kétezer elemet
sorsolunk

[t 01010 ...

> sum(sample(x,2000, replace=TRUE)) a tamogatdk szama az Gsszeg

[1] 336

> eredmeny2<-rep(0,100) 100 darab csupa 0, majd 100 ismétlés

> for (k in 1:100) {eredmeny2[k] = sum(sample(x,2000, replace=TRUE)
> eredmeny?2 a 100 sorsolas eredménye, majd hisztogram

[1] 356 342 367 339 347 350 368 ....

> hist(eredmeny2, col="’#5596f2’’, main=""Tamogatdk szama’’, xlab=
»Lehetséges értékek’”, ylab="’relativ gyakorisagok’’)



Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

Tamogatok széma

relativ gyakorisagok
1

r T T T 1
300 320 340 360 380

Lehetséges értékek

A tamogatdk szamanak hisztogramja 100 megfigyelésbdl, visszatevéses mintavé-
tellel (N = 20000 lakos, M = 3467 tamogat6, n = 2000 elem{i minta)
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Feltételes valészintiség: példa

Gabornak harom gyereke van.



Feltételes valészintiség: példa

Gabornak harom gyereke van.

Mennyi a val6sziniisége, hogy a kézépsé gyermeke fia?



Feltételes valészintiség: példa

Gabornak harom gyereke van.

Mennyi a val6sziniisége, hogy a kézépsé gyermeke fia?
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Feltételes valészintiség: példa

Gabornak harom gyereke van.

Mennyi a val6sziniisége, hogy a kézépsé gyermeke fia?

/Q \ A esemény

FFF LLF
2% =8
egyforman LFF LFL P(A) = § = 50%
valoszuiu FLE FLL
lehetSség
FFL LLL

4 j6 lehetGség k




Feltételes valészintiség: példa

Gabornak harom gyereke van.
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A esemény



Feltételes valészintiség: példa

[feltétel: plusz informéciéj

Gabornak harom gyereke van. l B esemény
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A esemény



Feltételes valészintiség: példa

[feltétel: plusz informéciéj

Gabornak harom gyereke van. l B esemény
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A esemény
KQ B \

FFF LLF
2% =38
egyforman LFF LFL
valészinii FLE FLL

lehetSség

k FFL LLL J




Feltételes valészintiség: példa

[feltétel: plusz informéciéj

Gabornak harom gyereke van. l B esemény
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A esemény
KQ B \ P(B) = 3/8

FFF LLF
2% =38
valészin( FLE FLL

lehetSség

k FFL LLL j




Feltételes valészintiség: példa

[feltétel: plusz informéciéj

Gabornak harom gyereke van. l B esemény
Azt is elarulja, hogy pontosan egy fia van.
Most mennyi a valésziniisége, hogy a kozépsé gyermeke fia?

A esemény
KQ B \ P(B) = 3/8

FFF LLF
A-nak B-re
el LFF LFL|«—— [P(ANB)=1/8
feltételes va- FLF FLL
|6szin(isége
FFL LLL j
1/8

< 1 =P(A) ebben az esetben.

[N

P(B) 3/8




Feltételes valészintiség

Legyenek A, B € A események agy, hogy P(B) > 0.



Feltételes valészintiség

Legyenek A, B € A események agy, hogy P(B) > 0.

Ekkor az A eseménynek B-re vonatkozé feltételes valdsziniisége:



Feltételes valészintiség

Legyenek A, B € A események agy, hogy P(B) > 0.

Ekkor az A eseménynek B-re vonatkozé feltételes valdsziniisége:

ANB
P(AB) = 252




Feltételes valészintiség

Legyenek A, B € A események agy, hogy P(B) > 0.

Ekkor az A eseménynek B-re vonatkozé feltételes valdsziniisége:

P(AnB) ¥— | metszet valdszinlisége
P(A|B) = Ha52). ( ge)
A és B is bekdvetkezik




Feltételes valészintiség

Legyenek A, B € A események agy, hogy P(B) > 0.

Ekkor az A eseménynek B-re vonatkozé feltételes valdsziniisége:

P(AnB) ¥— | metszet valdszinlisége
P(A|B) = Ha52). ( ge)
T A és B is bekdvetkezik

[feltétel valészinﬁsége]

P(B) > 0, lehet osztani

Ertelmezés: feltéve, hogy
B bekovetkezett, mennyi

a val6szin(isége, hogy A is
bekovetkezik




Feltételes valészintiség

Legyenek A, B € A események tgy, hogy P(B) > 0.

Ekkor az A eseménynek B-re vonatkozé feltételes valdsziniisége:

P(AnB) ¥— | metszet valdszinlisége
P(A|B) = Ha52). ( ge)
T A és B is bekdvetkezik

[feltétel valészinﬁsége]

P(B) > 0, lehet osztani

Ertelmezés: feltéve, hogy
B bekovetkezett, mennyi

a val6szin(isége, hogy A is
bekovetkezik




Feltételes valészintiség: példa

Egy 72000 f6s varosban harmincezer embernek van autdja, huszonttezernek lakasa,
tizenkét ezernek mindkett6. Egy véletlenszeriien valasztott lakosrdl tudjuk, hogy

van autéja. Erre vonatkozéan mennyi a feltételes val6sziniisége, hogy az illetének
van lakasa?

ﬁzooo 6 \

30000 auté




Feltételes valészintiség: példa

Egy 72000 f6s varosban harmincezer embernek van autdja, huszonttezernek lakasa,
tizenkét ezernek mindkett6. Egy véletlenszeriien valasztott lakosrdl tudjuk, hogy

van autéja. Erre vonatkozéan mennyi a feltételes val6sziniisége, hogy az illetének
van lakasa?

ﬁzooo 6 \

30000 auté

\_ J

p(La) = F(LNA) _ 12000/72000 _ 12000 25000

- = =40% > P(L) = ==—— = 34,7%.
P(A) 30000,/72000 ~ 30000 %> P(L) = 23000 K




Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott mennyi-
ségii csapadék esetén mennyi valészintiséggel azik be a satra, illetve az el6rejelzés
szerint mennyi az adott csapadékmennyiség valésziniisége.

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas val6sziniisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

Mennyi a valésziniisége, hogy Hanna satra beazik?



Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott mennyi-
ségii csapadék esetén mennyi valészintiséggel azik be a satra, illetve az el6rejelzés
szerint mennyi az adott csapadékmennyiség valésziniisége.

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas val6sziniisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

Mennyi a valésziniisége, hogy Hanna satra beazik?

Hanna a beazott satorrél kiild képeket.

Erre feltételesen mennyi annak val6sziniisége, hogy Sopronban tébb mint 10 mm
esd esett ezen a napon?



Teljes valoszintiség tétele

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tébb
beazas valésziniisége 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

[Bl: nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]

[A: Hanna satra beézik]

[B3 :5—10 mm csapadék] [84 : > 10 mm csapadék]




Teljes valoszintiség tétele

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tébb
beazas valésziniisége 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

[Bl: nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]

P(B;) =0,4 P(B,)=0,1

[A: Hanna satra beézik]

P(B;) = 0,3 P(B;) = 0,2

[B3 :5—10 mm csapadék] [84 : > 10 mm csapadék]




Teljes valoszintiség tétele

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tébb
beazas valésziniisége 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

[Bl: nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]

P(B;) =0,4

P(A|B;) = 0

P(B,) = 0,1
P(A|B,) = 0,15

[A: Hanna satra beézik]

P(A|B;) = 0,35 P(A|Bs) = 0,6

P(B;) = 0,3 P(B;) = 0,2

[B3 :5—10 mm csapadék] [84 : > 10 mm csapadék]




Teljes valoszintiség tétele

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tébb
beazas valésziniisége 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

[Bl: nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]

P(B;) =0,4

P(A|B;) = 0

P(B,) = 0,1
P(A|B,) = 0,15

[A: Hanna satra beézik]

P(A|B;) = 0,35 P(A|Bs) = 0,6

P(B;) = 0,3 P(B;) = 0,2

[B3 :5—10 mm csapadék] [84 : > 10 mm csapadék]
P(A) = P(A|B1)P(By) + P(A| B2)P(B2)+
+P(A|B3)P(Bs) + B(A|B,)B(Bs) =




Teljes valoszintiség tétele

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tébb
beazas valésziniisége 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

[Bl: nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]

P(B;) =0,4

P(A|B;) = 0

P(B,) = 0,1
P(A|B,) = 0,15

[A: Hanna satra beézik]

P(A|B;) = 0,35 P(A|Bs) = 0,6

P(B;) = 0,3 P(B;) = 0,2

[B3 :5—10 mm csapadék] [84 : > 10 mm csapadék]
P(A) = P(A|B1)P(By) + P(A| B2)P(B2)+
+P(A[B3)P(Bs3) + P(A|B4)P(B4) =
=0-0,4+0,15-0,1+0,35-0,3+0,6-0,2 =24%.




Bayes-tétel: példa

Hanna satorozni megy Sopronba. Az alabbi tablazat mutatja, hogy adott mennyi-
ségli csapadék esetén mennyi valészinliséggel azik be a satra, illetve az el6rejelzés
szerint mennyi az adott csapadékmennyiség val6sziniisége.

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas val6sziniisége 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

Mennyi a valésziniisége, hogy Hanna satra beazik?

0-0,4+0,15-0,14+0,35-0,3+0,6-0,2 = 24%.

Hanna a beazott satorrél kiild képeket.

Erre feltételesen mennyi annak val6sziniisége, hogy Sopronban tébb mint 10 mm
esd esett ezen a napon?



Bayes-tétel: példa

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas valészintisége 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

[Bl: nincs csapadék] [Bg :0—5mm csapadék]

P(B,) =0,4

P(A|B;) = 0 P(A|B;) = 0,15

[A: Hanna satra beézik]

P(A|Bs) = 0,35 P(A|Bs) = 0,6

P(Bs) = 0,2

[B3 :5—10 mm csapadék] [B4 : > 10 mm csapadék]




Bayes-tétel: példa

Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valdsziniisége, hogy Sop-
ronban tébb mint 10 mm esd esett ezen a napon? Azaz mennyi P(B4|A)?

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas valoszintisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%




Bayes-tétel: példa

Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valdsziniisége, hogy Sop-
ronban tébb mint 10 mm esd esett ezen a napon? Azaz mennyi P(B4|A)?

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas valoszintisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%
P(A[Ba)F(Ba)
(Be[A) P(A|B)P(By) + ... + P(A|Bs)P(Bs)

0,6-0,2 0,12

- = = 50%.
0-0,3+0,15-0,1+0,35-0,3+0,6-0,2 0,24 %




Bayes-tétel: példa

Hanna a beazott satorrdl kiild képeket. Mennyi annak valdsziniisége, hogy Sop-
ronban tébb mint 10 mm esd esett ezen a napon? Azaz mennyi P(B4|A)?

csapadék (mm) 0 0-5 5-—10 10-nél tobb
beazas valoszintisege 0 15%  35% 60%
elérejelzés 40% 10%  30% 20%

B P(A[B4)P(B4) -
P(B4|A) = P(A|B)P(B1) + ...+ P(A|By)P(Bs)
0,6-0,2 _012

~0.0,3+0,15-0,1+0,35-0,3+0,6-0,2 0,24

= 50%.

Vagyis feltéve, hogy bedzott a sator, 50% val6szintiséggel volt 10 mm-nél tébb
csapadék. Ez tébb, mint 20%: feltéve, hogy beazott a sator, valésziniibb a sok
csapadék, mint az 4j informacié nélkiil.



Teljes eseményrendszer

Definicié (Teljes eseményrendszer)

A Bi,B,,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét teljes
eseményrendszernek nevezziik, ha

(i) U2, Bi = Q, azaz minden elemi esemény szerepel valamelyik eseményben;

(i) BiN Bj = 0 teljesiil minden 1 < i < j-re, azaz paronként kizaréak, semelyik
elemi esemény nem szerepel egyszerre két eseményben is;

(iii) P(B;) > 0 minden i =1,2,...-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valdsziniisége.




Teljes eseményrendszer

Definicié (Teljes eseményrendszer)

A Bi,B,,... € A (véges vagy megszamlilhaté sok) esemény egyiittesét teljes
eseményrendszernek nevezziik, ha

(i) U2, Bi = Q, azaz minden elemi esemény szerepel valamelyik eseményben;

(i) BiN Bj = 0 teljesiil minden 1 < i < j-re, azaz paronként kizaréak, semelyik
elemi esemény nem szerepel egyszerre két eseményben is;

(iii) P(B;) > 0 minden i =1,2,...-re, azaz mindegyiknek pozitiv a valdsziniisége.

Tétel (Teljes valészintiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, Bs, . .. pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A) = P(A|B1)P(By1) +P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3) +. .. = iP(A|Bi)P(Bi)-
i=1

v




Bayes-tétel

Tétel (Teljes valészintiség tétele)

Legyen A € A tetszbleges esemény, By, Bs, . .. pedig teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(B3) +. .. = iP(A|Bi)P(Bi)-

i=1

Tétel (Bayes-tétel)

Legyen A € A olyan esemény, melyre P(A) > 0, By, B, ... pedig teljes esemény-
rendszer. Ekkor minden k = 1,2, .. .-re teljesiil, hogy

- P(A|Bi)P(Bx)
P(Bx|A) = P(A|B;)P(By) + P(A|B:)P(Bs) + P(A[B3)P(Bs) + . ..
__ P(A[B)P(Bx)
S 2L PAIB)P(B;)




Bayes-tétel: példa

Tegyiik fel, hogy egy varos lakossaganak 36%-a rendelkezik diplomaval,
42%-a érettségivel (mint legmagasabb végzettség), a tobbiek egyikkel sem. A
diploméasok 23%-a, az érettségizettek 21%-a, az érettségivel nem rendelkezék 10%-
anak van sajat autgja.

@ Mennyi a valészin(isége, hogy egy véletlenszeriien valasztott lakos sajat auté-
val rendelkezik?

@ A véros egyik lakosa elarulja, hogy van sajat autéja. Ez alapjan mennyi a
feltételes valosziniisége, hogy az illets diploméaval rendelkezik?



Bayes-tétel: példa

Tegyiik fel, hogy egy varos lakossaganak 36%-a rendelkezik diplomaval,
42%-a érettségivel (mint legmagasabb végzettség), a tobbiek egyikkel sem. A
diploméasok 23%-a, az érettségizettek 21%-a, az érettségivel nem rendelkezék 10%-
anak van sajat autogja.

A: aut6; B;: diploma; By: érettségi; B3: nem érettségizett

P(A) =P(ANB)+P(ANBy) +P(AN Bs3) =
= P(A|B1)P(By) + P(A|B>)P(B,) + P(A|B3)P(Bs) =
—0,23-0,36+0,21-0,42+0,1-0,22 = 19, 3%.

Vagyis egy véletlenszeriien valasztott lakos 19, 3% val6sziniiséggel rendelkezik sajat
autéval.



Bayes-tétel: példa

Tegyiik fel, hogy egy varos lakossaganak 36%-a rendelkezik diplomaval,
42%-a érettségivel (mint legmagasabb végzettség), a tobbiek egyikkel sem. A
diploméasok 23%-a, az érettségizettek 21%-a, az érettségivel nem rendelkez8k 10%-
anak van sajat autgja.

A: auto; B;: diploma; By: érettségi; B3: nem érettségizett

B P(A|B1)P(By) _
P(B1|A) = P(A|B1)P(By) + P(A|B2)P(Bs) + P(A|B3)P(Bs) B
0,23-0,36

T 0,23-0,3610,21-0,42+0,1-0,22

= 42,9%.

Vagyis egy autéval rendelkez lakosnak 42, 9% val6sziniiséggel van diploméaja. Ez
nagyobb a diplomasok aranyanal (36%), hiszen a diploméasok kdzétt nagyobb az
autésok aranya, mint a teljes népességben.



Hazi feladat oktéber 2., 10:15-ig

@ Hanna minden nap a t6bbitdl fiiggetleniil 1/2 valésziniiséggel 4-es, 1/2 va-
[6szintiséggel hatos villamossal jon egyetemre. Feltéve, hogy egy hénap 20
tanitasi napja alatt pontosan nyolcszor j6tt négyessel, mennyi a val6szin(isé-
ge, hogy ebben a hénapban az elsé tanitasi napon négyes villamossal érkezett?

@ Tegyiik fel, hogy a négyes villamos 0,01 val6szintiséggel, a hatos villamos
0,02 valésziniiséggel hibasodik meg a Hanna altal megtett Gton. Egy adott
napon mennyi a valdsziniisége, hogy az a villamos, amivel Hanna utazik,
meghibasodik?



Fliggetlenség

Mely események tekintheték egymastél fiiggetlennek, és melyek kézott van kapcso-
lat? Péter egy felmérés véletlenszer(ien valasztott résztvevgje.

[Péternek van sajat autc')ja]

[holnap Budapesten lesz csapadék]

[Péter jovedelme tobb az étlagosnél]

[holnap Budadrson nem lesz csapadék]

[Péter jovedelme tobb az atlagos kétszeresénél]

[holnap New Yorkban lesz csapadék]




Fliggetlenség

Mely események tekintheték egymastél fiiggetlennek, és melyek kézott van kapcso-
lat? Péter egy felmérés véletlenszer(ien valasztott résztvevgje.

Péternek van sajat autc')ja]

nagyobb jovedelem

[holnap Budapesten lesz csapadék]

esetén nagyobb

valésziniiséggel van autéja _
ha valahol nincs

csapadék, a kdzelben is

[Péter jovedelme tobb az étlagosnél]

EEEEEEEEEEEEEN —

kisebb valésziniiséggel van

az alsébol ks-

[holnap Budadrson nem lesz csapadék]

vetkezik a felsé

[Péter jovedelme tobb az atlagos kétszeresénél]

tavoli varosok id8jarasa

[holnap New Yorkban lesz csapadék]

fliggetlennek tekinthetd




Események fliggetlensége: példa
Tegyiik fel, hogy egy varosban

@ Osszesen 100000 ember él;

@ 15000 embernek van sajat autéja (A esemény):

15000
P(A) = =0,15.
(4) 100000 0,15

@ 25000-nek tébb a jovedelme az atlagosnal (B esemény):

25000
B) = =0,25.
(B) 100000 0,25
@ 10000 ember van, akinek tobb a jovedelme az atlagosnal és sajat autéval
rendelkezik: 10000
(AN B) 100000 0

, vagyis az, hogy egy véletlenszeriien valasztott lakos jovedelme
tobb az atlagosnal, és sajat autéval rendelkezik?



Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk Gssze az autéval rendelkezGk aranyat



Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk 6ssze az autdval rendelkezék aranyat a teljes lakossagban,

Az autéval rendel-
kez6k ardnya a tel-
jes lakossagban:

__ 15000 __
]P(A) ~ 100000 O’ 15




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk Gssze az autéval rendelkezGk aranyat a teljes lakossagban, illet-
ve az atlagosnal nagyobb j6vedelmiiek k6zott. Sajat auté (A): 10000, nagy
jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, &sszes lakos: 100000.

Ha fiiggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel-
kez6k ardnya a tel-
jes lakossagban:

100000

P(A) = o = 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
nagyobb jovedelmiiek

w0 10000
kézdtt: 55500 = 0,4




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk Gssze az autéval rendelkezGk aranyat a teljes lakossagban, illet-
ve az atlagosnal nagyobb j6vedelmiiek k6zott. Sajat auté (A): 10000, nagy
jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, &sszes lakos: 100000.

Ha fiiggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel-
kez6k ardnya a tel-
jes lakossagban:

100000

P(A) = o = 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
nagyobb jovedelmiiek

w0 10000
kézdtt: 55500 = 0,4




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk Gssze az autéval rendelkezGk aranyat a teljes lakossagban, illet-
ve az atlagosnal nagyobb j6vedelmiiek k6zott. Sajat auté (A): 10000, nagy
jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, &sszes lakos: 100000.

Ha fiiggetlen a két esemény, akkor a két arany megegyezik.

Az autéval rendel-
kez6k ardnya a tel-
jes lakossagban:

__ 15000 __
P(A) ~ 100000 O’ 15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
nagyobb jovedelmiiek

w0 10000
kézdtt: 55500 = 0,4

Az autéval rendelkez6k aranya tobb az atlagosnal nagyobb
jovedelmiek kozott = a két esemény nem fiiggetlen.




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk Gssze az autdval rendelkez6k aranyat a teljes lakossagban, illet-
ve az atlagosnal nagyobb jévedelmiiek k6zott. Sajat autd (A): 10000, nagy
jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, &sszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-
kez6k aranya a tel-
jes lakossagban:

100000

P(A) = 28990 _ 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
nagyobb jovedelmiiek

2o 10000
kdzdtt: 5p000 = 0,4

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk Gssze az autdval rendelkez6k aranyat a teljes lakossagban, illet-
ve az atlagosnal nagyobb jévedelmiiek k6zott. Sajat autd (A): 10000, nagy
jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, &sszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-
kez6k aranya a tel-
jes lakossagban:

100000

P(A) = 28990 _ 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
nagyobb jovedelmiiek

2o 10000
kdzdtt: 5p000 = 0,4

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz

[ r -




Események fliggetlensége: példa

Hasonlitsuk Gssze az autdval rendelkez6k aranyat a teljes lakossagban, illet-
ve az atlagosnal nagyobb jévedelmiiek k6zott. Sajat autd (A): 10000, nagy

jovedelem (B): 25000,

mindketté (AN B): 10000, &sszes lakos: 100000.

Az autéval rendel-
kez6k aranya a tel-
jes lakossagban:

100000

P(A) = 28990 _ 0,15

Az autéval rendelkezék
aranya az atlagosnal
nagyobb jovedelmiiek

2o 10000
kdzdtt: 5p000 = 0,4

Akkor egyezett volna meg a két arany, ha P(A|B) = P(A), azaz

[ r -

P(A)P(B) = P(AN B).




Események fliggetlensége

Az A, B € A események fiiggetlenek, ha
P(AN B) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valésziniisége a valésziniiségek szorzata.



Események fliggetlensége

Az A, B € A események fiiggetlenek, ha
P(AN B) =P(A) - P(B),

vagyis a metszet valésziniisége a valésziniiségek szorzata.

Tobb eseménynél tetsz6leges részhalmazra teljesiilnie kell ennek a tulajdonsagnak.

Az A1, As, ... € A események fiiggetlenek, ha tetszbleges k > 1és 1< i < i <
... < I < nszamokra

IP(A,‘I n A,’2 n...N Aik) = P(Ah )P(Alz) s P(Aik)'



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az alabbi két esemény: az elsd
dobas hatos; a masodik dobas hatos?



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az alabbi két esemény: az elsd
dobas hatos; a masodik dobas hatos?

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; B: a masodik dobas hatos; A N B: mindkét dobas hatos



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az alabbi két esemény: az elsd
dobas hatos; a masodik dobas hatos?

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; B: a masodik dobas hatos; A N B: mindkét dobas hatos

% — P(ANB) = P(A) - P(B) =

[N
| =

Az A és B események fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az alabbi két esemény: az elsé
dobas hatos; az 6sszeg 107



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az alabbi két esemény: az elsé
dobas hatos; az 6sszeg 107

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; C: az 6sszeg 10; AN C: az elsé dobas hatos, a masodik
négyes



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az alabbi két esemény: az elsé
dobas hatos; az 6sszeg 107

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; C: az 6sszeg 10; AN C: az elsé dobas hatos, a masodik

négyes
1 1 1
— =P(A P(A)-P =—- —.

Az A és C események nem fiiggetlenek.



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az alabbi két esemény: az elsé
dobas hatos; az G6sszeg 77



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az alabbi két esemény: az elsé
dobas hatos; az G6sszeg 77

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; D: az 6sszeg 7; A N D: az els6 dobas hatos, a masodik
egyes



Fliggetlenség: példa

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Fiiggetlen-e az alabbi két esemény: az elsé
dobas hatos; az G6sszeg 77

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

A: az els6 dobas hatos; D: az 6sszeg 7; A N D: az els6 dobas hatos, a masodik
egyes

% — P(AN D) = B(A) - P(D) =

[ N
[ N

Az A és D események



