A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6 (2. el6adas)
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Relativ gyakorisag

Legyen 2 az eseménytér, a lehetséges kimenetelek halmaza, és A C Q egy esemény,
vagyis ennek egy részhalmaza.

Az A esemény relativ gyakorisaga n kisérletbdl:

az Gsszes kisérlet szama n

HA) = A bekdvetkezéseinek szama A bekdvetkezéseinek szama

A relativ gyakorisagra az alabbiak igazak:

@ eseményekhez rendel nemnegativ szamokat, azaz A € A esetén r(A) >0

@ additiv: ha A;, Ay, ... € A események, és barmely kett6 metszete iires, akkor
r(A1UA2UA3U...) = r(A1)+r(A2)+r(A3)+

@ r(Q2) =1, azaz a biztos esemény relativ gyakorisaga 1



A valésziniiség axiomatikus felépitése

Q: eseménytér (a lehetséges kimenetelek Gsszessége)

A: az események halmaza

P: valésziniiség, amire az alabbiak teljesiilnek:

o eseményekhez rendel nemnegativ szamokat, azaz A € A esetén P(A) >0

@ additiv: ha A, Ay, ... € A események, és barmely kett6 metszete iires, akkor
P(AfUAUA3U...) =P(A1) + P(A2) + P(As3) + ...

e P(Q) =1, azaz a biztos esemény valészintisége 1

Az (Q,A,P) harmast valésziniiségi mezdnek nevezziik.



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (Q, A, P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezg, ha

@ az {2 eseménytér egy nem iires halmaz;



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (Q, A, P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezg, ha

@ az {2 eseménytér egy nem iires halmaz;
o A C P(Q) az az események halmaza, azaz minden A € A-ra A C Q ugy,
hogy
(i) Qe A
(i) ha A, As,... € A, akkor |J2, A, € A (azaz megszamlalhat6 sok A-beli
elem unigja is A-beli);
(i) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (Q, A, P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezg, ha

@ az {2 eseménytér egy nem iires halmaz;

o A C P(Q) az az események halmaza, azaz minden A € A-ra A C Q ugy,
hogy
(i) Qe A
(i) ha A, As,... € A, akkor |J2, A, € A (azaz megszamlalhat6 sok A-beli
elem unigja is A-beli);
(i) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.
@ a valésziniiség egy P : A — [0, 1] fiiggvény, melyre
(i) P(Q2) =1, azaz a biztos esemény valészintisége 1;
(i) ha Ag,As,... € Aésminden 1 << j-re AiNA; =0, akkor

n»( U An> _ 3 B(4y)
n=1 n=1

azaz megszamlalhaté sok kizaré esemény unidjanak valdsziniisége a va-
[6szintiségek Osszege.



Véges val6szinliségi mezd

Tegyiik fel, hogy véges sok lehetséges kimenetel van, vagyis Q = {w1,ws, ..., wns},
tovabba A az Q Osszes részhalmazabdl all.

Jelolés: p; = P(wj) a j. kimenetel valdsziniisége. Ekkor az additivitas miatt
n
1:P(Q)ZPI+P2+~~+Pn:ZPja
j=1

vagyis az elemi események valdsziniiségének Gsszege 1. Tovabba
P(A) = P( U Pj) = >
Jiwi€A Jiwi€A
ami azt jelenti, hogy

minden esemény valésziniisége a benne lévé elemi események valdsziniisé-
gének Osszege.



Klasszikus valdszin(iségi mezé
Legyen (2, A, P) olyan val6szinliségi mez8, melyre

@ ) véges halmaz;
@ A az ) 6sszes részhalmazabdl all;

@ tovabba minden elemi esemény egyforman valészinii, azaz

1
P(wj) = pj = - minden j =1,2,..., n-re.

Ekkor (€2, A, P)-t klasszikus valdsziniiségi mezének nevezziik. llyenkor tetszéle-
ges A € A eseményre

kK 1 1
PA=—==4+=-+...4+—,
n n n n

ahol k az A elemeinek szdma, n pedig az 6sszes elemi esemény (lehet8ség) szama.



Klasszikus valdszin(iségi mezé
Legyen (2, A, P) olyan val6szinliségi mez8, melyre

@ ) véges halmaz;
@ A az ) 6sszes részhalmazabdl all;

@ tovabba minden elemi esemény egyforman valészinii, azaz

1
P(wj) = pj = - minden j =1,2,..., n-re.

Ekkor (€2, A, P)-t klasszikus valdsziniiségi mezének nevezziik. llyenkor tetszéle-
ges A € A eseményre

kK 1 1
PA=—==4+=-+...4+—,
n n n n

ahol k az A elemeinek szdma, n pedig az 6sszes elemi esemény (lehet8ség) szama.

kétszer dobunk egy szabalyos kockaval, A: az 6sszeg 7. Ekkor k = 6 és
n = 36 alapjan P(A) =1/6=1/36+1/36+1/36+1/36 +1/36 + 1/36.



Példa: két szabalyos kockadobés

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valésziniisége, hogy a dobott sza-
mok &sszege 77



Példa: két szabalyos kockadobés
Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valésziniisége, hogy a dobott sza-
mok &sszege 77

A dobdékockak, emberek, targyak stb. mindig kiilonb6zéek.

@ eseménytér: lehetséges dobassorozatok. Ezek szama:

6 - 6 = 36; mindkét dobas hatféle lehet.

@ A dobassorozatok egyforman valészintiek: mindegyiknek 1/36 a valésziniisége.
@ A kedvez6 dobassorozatok szama: 6.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehat P(az Gsszeg 7) = 6/36 = 1/6.



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

Egy dobozban négy kék és két piros golyd van. Kivesziink egy goly6t, mindegyiket
azonos valdsziniiséggel vélasztva, majd még egyet, a megmaradt 6t mindegyikét
azonos valdsziniiséggel valasztva.

Legyen A; az az esemény, hogy j darab kék golyét hazunk (j = 0,1, 2).

a) Mennyi a valésziniisége, hogy két kék goly6ét hizunk? Annak valésziniisége,
hogy egy kéket és egy pirosat? Es annak val6szintisége, hogy csak pirosat? Azaz
mennyi Ag, A1, Ay valbsziniisége?

b) Készitsiink szamit6gépes szimulaciét, mely a fenti kisérletet szazszor elvégzi, és
megadja a hazott kék golydk szamat. Készitsiink hisztogramot, mely a kihdzott
kék golydk szamat abrazolja a szaz hazasbol.

c) Mennyi a legnagyobb eltérés A; relativ gyakorisaga (vagyis bek6vetkezésének
aranya a szaz kisérletbdl) és A; valdsziniisége, azaz P(A;) kozott?



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

Négy kék, két piros goly6, kettét hiizunk visszatevés nélkiil.
Legyen A; az az esemény, hogy j darab kék golyét hazunk (j = 0,1, 2).

A hazas eredményeképpen, ha a sorrendet nem vessziik figyelembe, két kiilonbo-
z8 golydt hizunk, és a szimmetria miatt minden part azonos valésziniiséggel
hazunk.

Hat goly6 esetén a lehetséges parok szama:

6:5 (6
— = = 15.
2 =)



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

Négy kék, két piros goly6, kettét hiizunk visszatevés nélkiil.
Legyen A; az az esemény, hogy j darab kék golyét hazunk (j = 0,1, 2).

A hazas eredményeképpen, ha a sorrendet nem vessziik figyelembe, két kiilonbo-
z8 golydt hizunk, és a szimmetria miatt minden part azonos valésziniiséggel
hazunk.

Hat goly6 esetén a lehetséges parok szama:

6:5 (6
— = = 15.
2 =)

Az olyan parok szama, amikor csak piros goly6t huzunk: 1, hiszen &sszesen 2 piros
goly6 van.
1
P(Ag) = P(két piros golyd) = 5= 6,7%.



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

Négy kék, két piros golyd, kettét hiizunk visszatevés nélkiil.
Legyen A; az az esemény, hogy j darab kék golyét hazunk (j = 0,1, 2).

Hat goly6 esetén a lehetséges parok szama: &2 = (§) = 15.



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

Négy kék, két piros golyd, kettét hiizunk visszatevés nélkiil.

Legyen A; az az esemény, hogy j darab kék golyét hazunk (j = 0,1, 2).

Hat goly6 esetén a lehetséges parok szama: &2 = (§) = 15.

Az olyan péarok szama, amikor csak piros golydt hazunk: 1, hiszen Osszesen két
piros golyé van.

1
P(Ao) = P(két piros golyd) = 5= 6,7%.

Az olyan parok szama, amikor egy kék és egy piros goly6t hazunk:



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

Négy kék, két piros golyd, kettét hiizunk visszatevés nélkiil.

Legyen A; az az esemény, hogy j darab kék golyét hazunk (j = 0,1, 2).

Hat goly6 esetén a lehetséges parok szama: &2 = (§) = 15.

Az olyan péarok szama, amikor csak piros golydt hazunk: 1, hiszen Osszesen két

piros golyé van.

1
P(Ao) = P(két piros golyd) = 5= 6,7%.

Az olyan parok szama, amikor egy kék és egy piros golyét hizunk: 4-2 = 8, hiszen
mind a négy kék golyé mindkét kékkel valaszthaté. Ezért
8

2.4
P(A;) = P(egy kék, egy piros golys) = ™ = 53, 3%.



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

Négy kék, két piros goly6, kettét hazunk visszatevés nélkiil. Legyen A; az
az esemény, hogy j darab kék golyét hizunk (j = 0,1,2). Hat goly6 esetén a

lehetséges parok szama: &2 = (3) = 15.



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

Négy kék, két piros goly6, kettét hazunk visszatevés nélkiil. Legyen A; az
az esemény, hogy j darab kék golyét hizunk (j = 0,1,2). Hat goly6 esetén a
6-5

lehetséges parok szama: &2 = (3) = 15.

P(Ao) = P(két piros golyd) = l =6,7%.

15
. . . 2-4 8 .
P(A;) = P(egy kék, egy piros goly6) = 15 ~ 1= 53, 3%.

Az olyan parok szama, amikor két kék golyét hazunk: 43 = (;) =6, ezért

4
P(Az) = P(két kék golys) = Q = 6 = 40%.

6
) 1
Természetesen Ao, A1, Ay kdziil pontosan az egyik kdvetkezik be, igy
1 8 6

15 15 15



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

> x<-c(1,1,1,1,0,0) kék: 1, piros: 0

> sample(x,2, replace=FALSE) visszatevés nélkiil két elemet
sorsolunk

[1] 1 1

> sum(sample(x,2, replace=FALSE))

(11 2

a kékek szama = az Gsszeg



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

> x<-c(1,1,1,1,0,0) kék: 1, piros: 0

> sample(x,2, replace=FALSE) visszatevés nélkiil két elemet
sorsolunk

[1] 1 1

> sum(sample(x,2, replace=FALSE)) a kékek szama = az dsszeg

[11 2

> eredmeny<-rep(0,100) 100 darab csupa 0, majd 100 ismétlés

> for (k in 1:100) {eredmeny[k] = sum(sample(x,2, replace=FALSE))}
> eredmeny a 100 sorsolas eredménye, majd hisztogram

(1121210221 ...



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

> x<-c(1,1,1,1,0,0) kék: 1, piros: 0

> sample(x,2, replace=FALSE) visszatevés nélkiil két elemet
sorsolunk

[1] 1 1

> sum(sample(x,2, replace=FALSE)) a kékek szama = az dsszeg

[11 2

> eredmeny<-rep(0,100) 100 darab csupa 0, majd 100 ismétlés

> for (k in 1:100) {eredmeny[k] = sum(sample(x,2, replace=FALSE))}
> eredmeny a 100 sorsolas eredménye, majd hisztogram

(1121210221 ...

> hist(eredmeny, col="#5596f2"’, main=""Kék golydk szama’’, xlab=
»Lehetséges értékek’”, ylab="’relativ gyakorisagok’’)



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

relativ gyakorisagok
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Lehetséges értékek



Hazi feladat szeptember 18-ig: megoldas

Megfigyelések és valdszinliségek

— relativ gyakorisag
—— valészinliségek

0.3 04 05
1

relativ gyakorisag és valdsziniségek

0.1

0 1 2

0.0

Lehetséges értékek

A relativ gyakorisagok szazelem(i mintabdl és a valdszintiségek (1/15,8/15,6/15).
A legnagyobb kiilénbség: 4%.



Leszamlalasok és jelolések

nl =

_ n\ ' n(n—1)...(n—k+1)
n-(n—1)-(n—2)-...2-1; <k> T K(n— k) k(k—1)...2-1 ’

n targyat nl-féleképpen lehet sorrendbe tenni.

n targy koziil k darabot visszatevés nélkiil n(n—1)...(n— k + 1)-féleképpen
lehet hazni, ha figyelembe vessziitk a sorrendet: az els§ n-féle, a masodik
n — 1-féle lehet (akarmi volt az elsé), a harmadik n — 2-féle lehet (akarmi volt
az els6 kettd), és igy tovabb

n targy kozil egy k darabbdl allé csoportot (Z)—féleképpen lehet kivalasztani
(itt a kivalasztas sorrendje nem szamit)

ha n egyméas utani kisérlet mindegyikénél k lehetGség van, akkor az Gsszes
lehet8ség szdma a sorrendet is figyelembe véve

n-n-...~n:nk.

Példaul egy kockadobas hatféle lehet, ketté 36-féle, hdrom 6 - 6 - 6-féle, n
kockadobas 6"-féle.



Tulajdonsagok

D=0"0) G)=u()=n (5)="5"
(,f,)zo, ha N > .

(x +y)? = x2 + 2xy + y? 4ltalanositasa a binomialis tétel:

n n
(X+y)n:Xn+an_1y+< )Xn—2y2+.“_’_< )Xky"_k+...+nxy

)

2 k

Kovetkezmény x = y = 1-re:

2o (D) () () e () e (7))

n—1 _’_yn.



Multinomialis/polinomialis tétel

@ (x+y)?=x>+2xy +y?
@ (x+y+2zP2=x>+y?>+22+2xy +2xz+2yz
@ (x+y)?=x3+3x%y +3xy2 + 3



Multinomialis/polinomialis tétel

o (x+y)2=x>+2xy+y?

@ (x+y+2zP2=x>+y?>+22+2xy +2xz+2yz
@ (x+y)?=x3+3x%y +3xy2 + 3
@ altalanosan:
(x1 +x2 + +Xk)"zzn—!~xi‘~xi2~...~xik
IR R R ko
ahol 6sszegziink az Gsszes olyan (i1, f, . . ., ix) pozitiv egészekbdl all6 sorozat-

ra, melyre iy +ip + ...+ iy = n.



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Egy vizilabdacsapat 13 tagja koziil harom jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak két kiilonb6zé jatékost,
minden lehetséges part azonos valé6szintiséggel valasztva.

e o )

o O
O
O
O@
O O
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Egy vizilabdacsapat 13 tagja koziil harom jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak két kiilonb6zé jatékost,
minden lehetséges part azonos valé6szintiséggel valasztva.

Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott jatékosok koziil
egy sem doppingol?

e o )

o O
O
O]
O@
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet 13 jatékos koziil két kiillonb6zét valasztani?

o o )

o O
O
O]
OO
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

(123) =18
egyformén
valészinii
eset van

elsé

nﬁsodik
- (123) =18

a sorrend nem szamit

-

@

o )
o O
O
O@
®
O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet 13-3=10 nem doppingolé jatékos
koziil két killonboz6t valasztani?

199 — (1) = 45

e o )

13) _ 78
gng)formén O O o
valészin(
eset van @ O @
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Annak valésziniisége, hogy a két jatékos egyike sem doppingol:

e o )

13) _ 78
gng)formén O O o
valészin(
eset van @ O @
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

egyik sem doppingol — (10)

Osszes eset

(123) =18
egyforméan
valészinii
eset van

= (

N

13)

=55 _ 57, 7%.

-

@

e )
o O
O
O@
®
O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Egy vizilabdacsapat 13 tagja koziil harom jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak két kiilonb6zé jatékost,
minden lehetséges part azonos val6sziniiséggel valasztva.

0 o )

o O
O
O
OO
O O
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Egy vizilabdacsapat 13 tagja koziil harom jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak két kiilonb6zé jatékost,
minden lehetséges part azonos val6sziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a kivalasztott jatékosok koziil
pontosan egy doppingol?

e o )

o O
O
O
O©
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet 13 jatékos koziil két kiilonboz6t valasztani?

0 o )

o O
O
O
OO
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

elsé masodik

P
2152 (3) = 78

a sorrend nem szamit

0 o )

o O
O
O
OO
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet egy doppingolé és egy nem doppingolé
jatékost valasztani?

0 o )

13) _ 78
(Eng)formén O O o
valdszind
eset van O O O
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet egy doppingolé és egy nem doppingolé
jatékost valasztani?

3-10=230

e o )

13) _ 78
(Eng)formén O O o
valdszind
eset van O O @
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Hanyféleképpen lehet egy doppingolé és egy nem doppingolé
jatékost valasztani?
3-10=30
a doppingol6 haromféle, a masik tizféle lehet

ezek mind kiildnb6z6 esetek

e o )

13) _ 78
(Egzy)formén O O o
valdszind
eset van O O @
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Annak valészintisége, hogy a két jatékos koziil
pontosan egy doppingol:
ik igen. masik 3
egyik igen, masik nem 310 __ % — 38,5%.

Osszes eset - (123)
a o )
(123) =178 O O
egyformén o
valészin(
eset van O O @
O ®
© O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa

Annak valészintisége, hogy a két jatékos koziil
pontosan egy doppingol:
ik igen. masik 3
egyik igen, masik nem 310 __ % — 38,5%.

. 13
Osszes eset - ( 2 )
mindketté doppingol: 100 — 57,7 — 38,5 = 3,8%

e o )

13) _ g
(Egzy)formén O O o
valdszind
eset van O O O
O ®
~ O




Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Egy vizilabdacsapat N tagja koziil



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Egy vizilabdacsapat N tagja koziil M jatékos doppingol.



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Egy vizilabdacsapat N tagja koziil M jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak n kiilonb6z6 jatékost,
minden lehetséges csoportot azonos valdsziniiséggel valasztva.



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Egy vizilabdacsapat N tagja koziil M jatékos doppingol.
A doppingtesztre kivalasztanak n kiilonb6z6 jatékost,
minden lehetséges csoportot azonos valdsziniiséggel valasztva.

Mennyi a valésziniisége, hogy a kivalasztott jatékosok koziil
pontosan k doppingol?



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet N jatékos koziil n kiilonb6z6t valasztani?



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet N jatékos koziil n kiilonb6z6t valasztani?

els6 masodik n.
\N~(N—1)~.,.~(N—r;L+1) _ N! o (N)
n‘(n—12];...~1 ~ nl(N=n)! T \n

a sorrend nem szamit



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet N jatékos koziil n kiilonb6z6t valasztani?

els6 masodik n.
\N~(N—1)~.,.~(N—r;L+1) _ N! o (N)
n‘(n—12];...~1 ~ nl(N=n)! T \n

a sorrend nem szamit

Hanyféleképpen lehet k doppingolé és n — k nem doppingol6
jatékost vélasztani, ha 6sszesen M doppingolé
és N — M nem doppingolé jatékos van?



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet N jatékos koziil n kiilonb6z6t valasztani?

els6 masodik n.
\N~(N—1)~.,.~(N—r;L+1) _ N! o (N)
n‘(n—12];...~1 ~ nl(N=n)! T \n

a sorrend nem szamit

Hanyféleképpen lehet k doppingolé és n — k nem doppingol6
jatékost vélasztani, ha 6sszesen M doppingolé
és N — M nem doppingolé jatékos van?

(%)- (W)

. / \ .
doppingolék nem doppingoldk



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet N jatékos koziil n kiilonb6z6t valasztani?

els6 masodik n.
\N~(N—1)~.,.~(N—r;L+1) _ N! o (N)
n‘(n—12];...~1 ~ nl(N=n)! T \n

a sorrend nem szamit

Hanyféleképpen lehet k doppingolé és n — k nem doppingol6
jatékost vélasztani, ha 6sszesen M doppingolé
és N — M nem doppingolé jatékos van?

(3): (i)
doppina;k I ne(m\doppingolék

barmelyik csoport barmelyikkel parosithaté és kiilonb6z6 esetet ad,

ezért lehet szorozni



Visszatevés nélkiili mintavétel: példa
Hanyféleképpen lehet N jatékos koziil n kiilonb6z6t valasztani?

els6 masodik n.
\N~(N—1)~.,.~(N—r;L+1) _ N! o (N)
n‘(n—12];...~1 ~ nl(N=n)! T \n

a sorrend nem szamit

Hanyféleképpen lehet k doppingolé és n — k nem doppingol6
jatékost vélasztani, ha 6sszesen M doppingolé
és N — M nem doppingolé jatékos van?

(3): (i)
doppina;k I ne(m\doppingolék

barmelyik csoport barmelyikkel parosithaté és kiilonb6z6 esetet ad,

ezért lehet szorozni

P(pontosan k jatékos doppingol az n kdzil) = T




Visszatevés nélkili mintavétel

@ Egy dobozban N golyé van, koziilik M fekete, a tobbi fehér.



Visszatevés nélkili mintavétel

@ Egy dobozban N golyé van, koziilik M fekete, a tobbi fehér.

@ Visszatevés nélkiil kihaznak n darabot (minden hizasnal minden, még a
dobozban 1évé goly6t azonos valésziniiséggel valasztva).



Visszatevés nélkili mintavétel

@ Egy dobozban N golyé van, koziilik M fekete, a tobbi fehér.

@ Visszatevés nélkiil kihaznak n darabot (minden hizasnal minden, még a
dobozban 1évé goly6t azonos valésziniiséggel valasztva).

o Tegyiik fel, hogy n < M és n < N — M. Annak valészin(isége, hogy pontosan
k darab fekete golyét haznak ki:



Visszatevés nélkili mintavétel

@ Egy dobozban N golyé van, koziilik M fekete, a tobbi fehér.

@ Visszatevés nélkiil kihaznak n darabot (minden hizasnal minden, még a
dobozban 1évé goly6t azonos valésziniiséggel valasztva).

o Tegyiik fel, hogy n < M és n < N — M. Annak valészin(isége, hogy pontosan
k darab fekete golyét haznak ki:

Gy
I

Megjegyzés: a kihlzott fekete golyék szama hipergeometrikus eloszlasa.

P(pontosan k fekete) =

Mivel az (',\1’) lehetséges eset mindegyike egyforman valészindi, a klasszikus valé-
sziniiségi mez6 modelljét hasznaltuk.



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztilyba 8 lany és 25 fia jar.



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztilyba 8 lany és 25 fia jar.
Egy felméréshez véletlenszeriien kivilasztanak egy hatfés csapatot



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztilyba 8 lany és 25 fia jar.
Egy felméréshez véletlenszeriien kivilasztanak egy hatfés csapatot
agy, hogy minden hatfés csoportot azonos val6sziniiséggel valasztanak.



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

Egy osztilyba 8 lany és 25 fia jar.
Egy felméréshez véletlenszeriien kivilasztanak egy hatfés csapatot
agy, hogy minden hatfés csoportot azonos val6sziniiséggel valasztanak.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a kivalasztott csapatban
pontosan két lany van?



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

(N = 33 a diakok széma)

Egy osztalyba 8 lany és 25 fia jar. /
Egy felméréshez véletlenszeriien kivilasztanak egy hatfés csapatot
agy, hogy minden hatfés csoportot azonos val6sziniiséggel valasztanak.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a kivalasztott csapatban
pontosan két lany van?



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

(N = 33 a diakok széma]

[M = 8 a lanyok széma]

Egy osztalyba 8 lany és 25 fia jar. /
Egy felméréshez véletlenszeriien kivilasztanak egy hatfés csapatot
agy, hogy minden hatfés csoportot azonos val6sziniiséggel valasztanak.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a kivalasztott csapatban
pontosan két lany van?



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

(N = 33 a diakok széma]

[M = 8 a lanyok széma]

Egy osztalyba 8 lany és 25 fidi jar. / (’7 = 6 a minta nagységaj

Egy felméréshez véletlenszeriien kivilasztanak egy hatfés csapatot
agy, hogy minden hatfés csoportot azonos val6sziniiséggel valasztanak.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a kivalasztott csapatban
pontosan két lany van?



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

(N = 33 a diakok széma]

[M = 8 a lanyok széma]

Egy osztalyba 8 lany és 25 fidi jar. / (’7 = 6 a minta nagységaj

Egy felméréshez véletlenszeriien kivilasztanak egy hatfés csapatot
agy, hogy minden hatfés csoportot azonos val6sziniiséggel valasztanak.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a kivalasztott csapatban

k = 2 a kérdés| «<— pontosan két lany van?



Példa: visszatevés nélkili mintavétel

(N = 33 a diakok széma]

[M = 8 a lanyok széma]

Egy osztalyba 8 lany és 25 fidi jar. / (’7 = 6 a minta nagységaj

Egy felméréshez véletlenszeriien kivilasztanak egy hatfés csapatot
agy, hogy minden hatfés csoportot azonos val6sziniiséggel valasztanak.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a kivalasztott csapatban

k = 2 a kérdés| «<— pontosan két lany van?

P(pontosan két lany) = (T)((An%:y) = (2235‘5) = 31,9%.




Példa: visszatevés nélkili mintavétel

[M = 8 a lanyok széma] (W = 33 a diakok szama)

Egy osztalyba 8 lany és 25 fidi jar. / (’7 = 6 a minta nagységaj

Egy felméréshez véletlenszeriien kivilasztanak egy hatfés csapatot

agy, hogy minden hatfés csoportot azonos val6sziniiséggel valasztanak.

Mennyi a valdsziniisége, hogy a kivalasztott csapatban

k = 2 a kérdés| «<— pontosan két lany van?

lanyok kivalasztasa  fiak kivéalasztasa

P(pontosan két lany) = (T)((An%:y) = (2235‘5) = 31,9%.

szorzas: barmely két lany barmely
négy fiaval valaszthaté

] Osszes eset




Példa: visszatevés nélkiili mintavétel
8 lany, 25 fig, hatfés csapatot valasztanak.

(2) ) (62—5k)

P(pontosan k lany) = 3 , k=0,1,2,...,6.
(5)
Hipergeometrikus eloszlas
g J I I I . ]
0 1 2 3 4 5 6

Lehetséges értékek

A lany csapattagok szamanak eloszlasa: lehetséges értékek és valdsziniiségek



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébél?



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébél?

az osszes lehetdség szama:

®

az els6 napon &tféle lehetéség van



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébél?

az osszes lehetdség szama:

®6

az elsé két napon 5 - 5 = 25-féle lehetSség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogreék kiilonbozok
ezek az esetek egyforman valdsziniiek



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébél?

az osszes lehetdség szama:

OJOXT)

az els6 harom napon 5 -5 -5 = 125-féle lehetéség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogreék kiilonbozok
ezek az esetek egyforman valdsziniiek



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt
pontosan négyszer iszik kék bogrébél?

az osszes lehetdség szama:

EeOOOEOE® —

dsszesen 5’ egyforman valészinii lehet&ség van egy hét alatt
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogreék kiilonbozok
ezek az esetek egyforman valdsziniiek



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman

pontosan négyszer iszik kék bogrébsl? valészinii lehe-
téség

jo lehetGség példaul, amikor els6 négy nap iszik kék bogrébdl:



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman

pontosan négyszer iszik kék bogrébsl? valészinii lehe-
téség

jo lehetGség példaul, amikor els6 négy nap iszik kék bogrébdl:

OIOIOIOIOIONC)



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman

pontosan négyszer iszik kék bogrébsl? valészinii lehe-
téség

jo lehetGség példaul, amikor els6 négy nap iszik kék bogrébdl:

POOOOOE® —[F 2]

3-3-3-3-2-2.2=3%.23lyen lehet6ség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogreék kiilonbozok



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman

pontosan négyszer iszik kék bogrébsl? valészinii lehe-
téség

egy masik j6 sorrend, ha az 1.,3.,4.,6. napon iszik kék bogrébdl:



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman

pontosan négyszer iszik kék bogrébsl? valészinii lehe-
téség

egy masik j6 sorrend, ha az 1.,3.,4.,6. napon iszik kék bogrébdl:

OJOIOIOIOIONC)



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman

pontosan négyszer iszik kék bogrébsl? valészinii lehe-
téség

egy masik j6 sorrend, ha az 1.,3.,4.,6. napon iszik kék bogrébdl:

POOOOOE® —E2)

3-2-3-3-2-3.2=3%.23lyen lehet6ség van
barmelyik bogre barmelyikkel valaszthatd, lehet szorozni
a bogreék kiilonbozok



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman

pontosan négyszer iszik kék bogrébsl? valészinii lehe-
téség

jo lehetGségek szama:



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman

pontosan négyszer iszik kék bogrébsl? valészinii lehe-
téség

jo lehetGségek szama:

(szinezések szémaJ [Iehetéségek szama adott szinezésnél]




Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman

pontosan négyszer iszik kék bogrébsl? valészinii lehe-
téség

jo lehetGségek szama:

(szinezések szémaJ X (Iehetéségek szama adott szinezésnélj

/ x =35.3%.2%

ennyiféleképpen valaszthatjuk ki a négy kék napot a hétbdl

minden szinezéshez ugyanannyi lehetéség tartozik



Visszatevéses mintavétel: példa

Péternek harom kék és  két zold kavésbogréje van.
Minden reggel egy véletlenszeriien valasztott bogrébél iszik,
minden nap a korabbiakat elfelejtve és mind az 6t bogrét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy hét alatt 57 egyforman

pontosan négyszer iszik kék bogrébsl? valészinii lehe-
téség

[IP’(pontosan négyszer iszik kék bogrébsl) = (“)'53, 2 ]

35.81.8 _ 0
azaz 2552 = 29,03%.




Példa: visszatevéses mintavétel
3 kék, 2 zold bogre, Péter hét napon at taldlomra valaszt.

(a) -3-2°

P(pontosan k kék) = =7 ,

k=0,1,2,...,7.

Binomidlis eloszlas

1 2 3 4 8 6 7

Lehetséges értékek

Valdszinlségek
0.15 020 0.25
I )

005 0.10

0.00

0

A kék bogrés napok szama: lehetséges értékek és valdsziniiségek



Visszatevéses mintavétel

@ Egy dobozban N goly6 van, koziilik M fekete, a tobbi fehér.

@ Visszatevéssel kihiiznak n darabot, minden hizasnal a korabbiakat elfelejtve
mind az N golyét azonos valdsziniiséggel valasztva.

@ Annak valészin(isége, hogy az n hazas koziil pontosan k-nal jon fekete:



Visszatevéses mintavétel

@ Egy dobozban N goly6 van, koziilik M fekete, a tobbi fehér.

@ Visszatevéssel kihiiznak n darabot, minden hizasnal a korabbiakat elfelejtve
mind az N golyét azonos valdsziniiséggel valasztva.

@ Annak valészin(isége, hogy az n hazas koziil pontosan k-nal jon fekete:

[}P’(pontosan k fekete) = (Z)% (k=0,1,2,..., n)}




Visszatevéses mintavétel

@ Egy dobozban N goly6 van, koziilik M fekete, a tobbi fehér.

@ Visszatevéssel kihiiznak n darabot, minden hizasnal a korabbiakat elfelejtve
mind az N golyét azonos valdsziniiséggel valasztva.

@ Annak valészin(isége, hogy az n hazas koziil pontosan k-nal jon fekete:

melyik feketéket haztunk (k hizas)

melyik k hazés fekete | melyik fehéreket haztuk (n — k hazas)
\ ] ~—

&

v -
[}P’(pontosan k fekete) = (Z)% (k=0,1,2,..., n)}

Osszes lehetbség



Visszatevéses mintavétel

@ Egy dobozban N goly6 van, koziilik M fekete, a tobbi fehér.

@ Visszatevéssel kihiiznak n darabot, minden hizasnal a korabbiakat elfelejtve
mind az N golyét azonos valdsziniiséggel valasztva.

@ Annak valészin(isége, hogy az n hazas koziil pontosan k-nal jon fekete:

melyik feketéket haztunk (k hizas)

melyik k hazés fekete | melyik fehéreket haztuk (n — k hazas)
\ ] ~—

&

v -
[}P’(pontosan k fekete) = (Z)% (k=0,1,2,..., n)}

Osszes lehetbség

Megjegyzés: a kihizott fekete golyék szama binomialis eloszlasi.
Mivel az N" eset egyforman valészin(i volt, ez is klasszikus valésziniiségi mezé.



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztilyba 14 lany és 22 fia jar.



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztilyba 14 lany és 22 fia jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felel6t, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
val6szintiséggel valasztva (egy didk tdbbszor is felelhet).



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztilyba 14 lany és 22 fia jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felel6t, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
val6szintiséggel valasztva (egy didk tdbbszor is felelhet).



Visszatevéses mintavétel: példa

Egy osztilyba 14 lany és 22 fia jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felel6t, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
val6szintiséggel valasztva (egy didk tdbbszor is felelhet).

Mennyi a valdsziniisége, hogy hat egymast kdvetd oran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

_ (N = 36 a didkok széma)

Egy osztilyba 14 lany és 22 fia jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felel6t, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
val6szintiséggel valasztva (egy didk tdbbszor is felelhet).

Mennyi a valdsziniisége, hogy hat egymast kdvetd oran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

[/\/I = 14 a lanyok széma]

_ (N = 36 a didkok szémaj

Egy osztilyba 14 lany és 22 fia jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felel6t, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
val6szintiséggel valasztva (egy didk tdbbszor is felelhet).

Mennyi a valdsziniisége, hogy hat egymast kdvetd oran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

[/\/I = 14 a lanyok széma]

_ (N = 36 a didkok szémaj

Egy osztilyba 14 lany és 22 fia jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felel6t, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
val6szintiséggel valasztva (egy didk tdbbszor is felelhet).

(n = 6 a minta nagységaj

Mennyi a valdsziniisége, hogy hat egymast kdvetd oran
pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

[/\/I = 14 a lanyok széma]

_ (N = 36 a didkok szémaj

Egy osztilyba 14 lany és 22 fia jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felel6t, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
val6szintiséggel valasztva (egy didk tdbbszor is felelhet).

(n = 6 a minta nagységa]

Mennyi a valdsziniisége, hogy hat egymast kdvetd oran

k =2 a kérdés| «— pontosan két lany felel?



Visszatevéses mintavétel: példa

[/\/I = 14 a lanyok széma]

Egy osztilyba 14 lany és 22 fia jar.

_ (N = 36 a didkok szémaj

A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felel6t, minden alkalommal

a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos

val6szintiséggel valasztva (egy didk tdbbszor is felelhet).

(n = 6 a minta nagységa]

Mennyi a valdsziniisége, hogy hat egymast kdvetd oran

k =2 a kérdés| «— pontosan két lany felel?

P(pontosan két lany) = (

k N

n) MK (N—M)"—k

~

6
2

)

142.224
36°

= 31,6%.




Visszatevéses mintavétel: példa

[/\/I = 14 a lanyok széma]

_ (N = 36 a didkok szémaj

Egy osztilyba 14 lany és 22 fia jar.
A tanar minden fizikadran kivalaszt egy felel6t, minden alkalommal
a korabbiakat elfelejtve, és mindenkit azonos
val6szintiséggel valasztva (egy didk tdbbszor is felelhet).

(n = 6 a minta nagységa]

Mennyi a valdsziniisége, hogy hat egymast kdvetd oran

k =2 a kérdés| «— pontosan két lany felel?

lanyok kivalasztasa fink kivalasztasa

13

QO = (§) 152 = 31,6%.

P(pontosan két lany) = (

T
[szorzés: barmely felelé barmely ] [osszes eset

mésikkal valaszthaté melyik két 6ran felel lany




Hazi feladat szeptember 25., 10:15-ig

Tegyiik fel, hogy egy varos 20000 valasztépolgara koziil 3467-en tdmogatnak egy
adott partot.

@ Mennyi a valészin(isége, hogy 2000 véletlenszeriien valasztott embert megkér-
dezve pontosan 348 lesz koziiliik, aki tamogatja ezt a partot, ha az embereket
véletlenszeriien, egyenletesen valasztjuk Ggy, hogy a mar megkérdezetteket
nem sorsoljuk ki ajra?

@ Mennyi ugyanez a val6sziniiség, ha a mintat Ggy vélasztjuk, hogy minden
sorsolasnal mind a 20000 valasztépolgar koziil valasztunk, a korabbi valaszta-
sokat elfelejtve? Mennyi a kiilonbsége ennek és az el6z6 valdsziniiségnek?

© Szorgalmi feladat: készitsiink szimulaciét, ami elvégzi (a)-beli kisérletet 100-
szor, és készitsiink hisztogramot az egyes kisérleteknél a tamogaték szamabal.

Q Szorgalmi feladat: Készitsiik el ugyanezt a (b)-beli kisérletre. Hasonlitsuk
Ossze a két hisztogramot.

Segitség a kovetkez§ oldalon



Néhany hasznos R parancs

Az R-ben

100 darab 0: rep(0,100);

@ az a és b vektorok Osszeillesztése: c(a,b);

az a vektorbdl n elemi minta visszatevés nélkiil: sample(a, size=n)

az a vektorbdl n elemi minta visszatevéssel: sample(a, size=n, replace=T)



