Centralis hatareloszlastétel (12. el6adas)
Tétel (Centralis hatareloszlastétel)

Legyenek Xy, X5, ... fiiggetlen azonos eloszlasi valdszindségi valtozék, melyekre
E(X1) = m és D(X1) = 0 < oo, azaz szérasuk véges. Ekkor tetszéleges t valos
szamra

]P)<X1+X2+...+Xn—n'm§t>_)IP(ZSt) (n—)oo),
oy/n

ahol Z standard normadlis eloszlasi, azaz

t

P(Z < t):¢(t):/_oo 127rexp(—X;>dx.

Ezt agy is fogalmazhatjuk, hogy

X1+X2+...+Xn—n-m_>N(0’1)
oy/n

teljesiil n — oo esetén eloszlasban. Azonos eloszlasa: P(X; < t) = P(X; < t)
minden /,j parra és t valés szamra



Hazi feladat december 11-ig

Valasszunk egy tetszéleges véges szérasi eloszlast, illetve n > 100 egészt. Le-
gyen X1, Xo, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi minta a kivalasztott eloszlasbol. Az
eloszlas varhaté értéke legyen m, szérésa pedig o.

Tekintsiink az
X1+ ...+X,—nm

a/n

Y, =
mennyiséget.

Ezt a kisérletet ismételjiik meg 100-szor, és készitsiink hisztogramot a kapott érté-
kekbél.

A hisztogramot hasonlitsuk 6ssze a standard normalis eloszlas siirtiségfiiggvényével.



Hazi feladat december 11-ig

Normalizalt 6sszeg hisztogramja
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Az Y, = W normalizalt dsszegek hisztogramja k = 10000 ismétlésbél,

A = 3 paraméter(i exponenciélis eloszlasbél kiindulva (varhaté érték és széras is

1/3)



Hazi feladat december 11-ig

k=10000

eredmeny<-rep(0,k)

for (j in 1:k)

{

minta<-rexp(300, rate=3)

eredmeny [j]<-sum(minta)

}

norm<- (eredmeny-300/3)/(1/3) /sqrt (300)

hist(norm, col="yellow", main="Normalizalt &sszeg hisztogramja",
xlab="értékek", ylab="gyakorisagok", freq=F)

curve(dnorm(x), from=-3, to=3, lwd="5", col="blue", add=T)



Kétdimenziés egyenletes eloszlas

(X, Y) egyiittes siiriiségfiiggvénye, ahol X és Y fiiggetlenek és a [0, 1] intervallumon
egyenletes eloszlasiaak



Kétdimenziés egyenletes eloszlas
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai fiiggetlenek és a [0, 1] interval-

lumon egyenletes eloszlastak (az egyiittes siriiségfiiggvény az el6z6 &

bran lathatd).



Kétdimenziés normalis eloszlas

0.2

Két fiiggetlen standard normalis eloszlas egyiittes siir(iségfiiggvénye Azaz: (X, Z)
egylittes slirliségfliggvénye, ahol X, Z fiiggetlenek, N(0,1) eloszlasauak



Kétdimenziés normalis eloszlas

Fliggetlen standard normalis eloszlasok
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500 darab véletlen pont a sikon, melyek koordinatai fiiggetlen standard nomalis

eloszlastiak. Ahol nagyobb az egyiittes sir(iségfiiggvény (el6z6 abra), oda tébb
pont esik.



Egyiittes eloszlas: példa

Kétszer dobunk szabalyos kockaval. Legyen X az elsé dobas, Y pedig a dobott
szamok koziil a nagyobb. Ekkor az (X, Y) valosziniiségi vektorvaltoz6 egyiittes
eloszlasa:

XY 1 2 3 4 5 6 Osszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36 1/6
4 0 0 0 1/9 1/36 1/36 1/6
5
6

0 0 0 0 5/36 1/36  1/6
0 0 0 0 0o 1/6 1/6
Osszesen 1/36 1/12 5/36 7/36 1/4 11/36 1

A peremeloszlasok:
X: (1,1/6),(2,1/6),(3,1/6),...,(6,1/6)
Y: (1,1/36),(2,1/12),...,(6,11/36)



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (Xi, Xa, ..., X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirii-
ségfiiggvénye f. Hogyan kaphaté meg példaul az elsé peremeloszlas, azaz X;
siiriiségfiiggvénye?



Peremeloszlasok siirliségfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy az (Xi, Xa, ..., X,) valésziniiségi vektorvaltozé egyiittes siirii-
ségfiiggvénye f. Hogyan kaphaté meg példaul az elsé peremeloszlas, azaz X;
siiriiségfiiggvénye?

Az X; val6sziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye (melyet fi-vel jel6liink), azaz a j.
perems(ir(iségfiiggvény igy kaphaté meg f-bél:

fi(t) = / f(s1,..,Sj—1,t,Sj41,.--,Sp)ds1 ... dSj_1dSj11 ... dsp.
Rn—1

Specialisan n = 2-re:



Feltételes eloszlas

Legyen X diszkrét valésziniiségi valtozo, lehetséges értékei xi, xo, ..., a hozzajuk
tartozé val6szintiségek: P(X = xx) = px. Legyen A pozitiv valdszin(iségii esemény.
Ekkor az X-nek az A eseményre vonatkozo feltételes eloszlasa:

P({X = x} N A)

Ekkor

ki ki]?{x—xk}mA) 1

azaz a (qx) sorozat is valészin(iségeloszlas.

Masrészt az {X = xc}, k =1,2,... események teljes eseményrendszert alkotnak.



Feltételes eloszlas

Legyen X diszkrét valésziniiségi valtozo, lehetséges értékei xi, xo, ..., a hozzajuk
tartozé val6szintiségek: P(X = xx) = px. Legyen A pozitiv valdszin(iségii esemény.
Ekkor az X-nek az A eseményre vonatkozo feltételes eloszlasa:

P({X = x} N A)

gk = P(X = x|A) = P(A)

Ekkor

ki ki]?{x—xk}mA) 1

azaz a (qx) sorozat is valészin(iségeloszlas.
Masrészt az {X = xc}, k =1,2,... események teljes eseményrendszert alkotnak.

Feltételes varhato érték:

E(X|A) = Zk G =D k-P(X = xA).
k=1



Egyiittes eloszlas: példa

Kétszer dobunk szabalyos kockaval. Legyen X az elsé dobas, Y pedig a dobott
szamok koziil a nagyobb. Ekkor az (X, Y) valosziniiségi vektorvaltozé egyiittes
eloszlasa:

XY 1 2 3 4 5 6 Osszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36 1/6
4 0 0 0 1/9 1/36 1/36 1/6
5
6

0 0 0 0 5/36 1/36  1/6
0 0 0 0 0o 1/6 1/6
Osszesen 1/36 1/12 5/36 7/36 1/4 11/36 1

Legyen A ={Y = 3} a feltétel.
Ekkor X feltételes eloszlasa:
1/36 1 1123

=P(X=1Y=3) = = - = qo; = =-.
a1 ( | ) 5/36 5 q2 g3 5/36 5



Egyiittes eloszlas: példa

Kétszer dobunk szabalyos kockaval. Legyen X az elsé dobas, Y pedig a dobott
szamok koziil a nagyobb. Ekkor az (X, Y) valosziniiségi vektorvaltoz6 egyiittes
eloszlasa:

XY 1 2 3 4 5 6 Gsszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36 1/6
4 0 0 0 1/9 1/36 1/36 1/6
5 0 0 0 0 5/36 1/36 1/6
6 0 0 0 0 0 1/6 1/6

Osszesen 1/36 1/12 5/36 7/36 1/4 11/36 1

Legyen A = {Y = 3} a feltétel. Ekkor X feltételes varhato értéke:

> 1 1 3 12
E(X|Y:3):ZP(X:k|Y:3)-k:g~1+7-2+g-3: =2,4.

k=1 5



Feltételes siirliségfiiggvény és varhaté érték

Legyen az (X, Y) valosziniiségi vektorvaltozo egyiittes siiriiségfiiggvénye a f. Az
X, illetve Y siir(iségfiiggvénye:

o0 oo

fx(x) = / f(x,y)dy; fy(y) = / f(x,y)dx.

—0 —o00

Definicié
Az X valbsziniiségi valtozénak az Y = y feltételre vonatkozé feltételes siiriiség-
fiiggvénye adott y valds szamra:

fXIY:y(X) =

A g(X) mennyiség feltételes varhaté értéke az Y = y feltétel mellett:

oo

E(g(X)Y =) :/ g(x)fx|y=y (x)dx.

— 00




Feltételes varhaté érték: példa

Legyenek X és Z fiiggetlen standard normalis eloszlast valosziniiségi valtozok. Ek-
kor az (X, X + Z) egyiittes siir(iségfliggvénye:

1 2x2 — 2xy + y?
f(x,y) = 27TeXP<— -5 )

Az X + Z valésziniiségi valtozé normalis eloszlasi m = 0 varhat6 értékkel és o = 2
szérasnégyzettel, igy

ozl = gome (- 2)

Mennyi lehet az E(X|X + Z = y) feltételes varhaté érték?



Feltételes varhaté érték: példa

Legyenek X és Z fiiggetlen standard normalis eloszlast valosziniiségi valtozok. Ek-
kor az (X, X + Z) egyiittes siir(iségfliggvénye:

1 2x% — 2xy + y?
f(x,y) = 27TeXP<— — )

Az X + Z valésziniiségi valtozé normalis eloszlasi m = 0 varhat6 értékkel és o = 2
szérasnégyzettel, igy
erzly) = 5 £
=—exp| ——|.
X+z\Y 2ﬁ p 4

Mennyi lehet az E(X|X + Z = y) feltételes varhaté érték?

— o fx+z 2

:/Zx.\/l%eXp<(X2.}1///22))dX:)2/.

o] 2 _ 2
E(X|X+Z:y):/ X Xy) / Xexp< 2x 2)<}/—’_}//2>dx



s sy

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

A [0,1] x [0, 1] négyzeten x + y alaka egyiittes siiriiségfiiggvény



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Tegyiik fel, hogy az (X, Y) valosziniiségi vektorvaltozo egyiittes siiriiségfiiggvénye

f(x,y) = x+y, ha0<x<lés0<y<I,;
V)= 0 kilénben.

Szamitsuk ki X és Y korrelaciés egyiitthatéjat:

_cov(X,Y) | E(XY) - E(X)E(Y)
RXY) = 5)pv) =~ boopy)




sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

F(x,y) = x+y, hado<x<lés0<y<I,;
YI= 0 kiildnben.

Allitas
Legyen az (X, Y') valészindségi vektorvaltozo egyiittes siiriségfiiggvénye f. Ekkor

Be(x. v) = [ h / " 40,y (x,y) dy dx.




sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

F(x,y) = x+y, hado<x<lés0<y<I,;
7)o kiildnben.

Allitas
Legyen az (X, Y) valdsziniiségi vektorvaltozo egyiittes siiriségfiiggvénye f. Ekkor

gx.v) = [ O; / o; £(%,y)f(%,y) dy dx.

E(XY) / / xy - f(x,y) dydx—//xyx+ydydx—
2 1 1 1
N N Y A

felhasznalva, hogy [ x¥dx = [x**1/(k + 1)]t_q = 1/(k +1).



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Az (X, Y) egyiittes s(irliségfiiggvénye:

f(x,y) = x+y, had<x<lés0<y<I,
SR kiilsnben.

Az X valészin(iségi valtozé siirliségfiiggvénye:

o0 1 1
ﬂ(X):/ f(x,y)dy=/ X+ydy =x+2,
—00 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildonben. Ezért



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Az (X, Y) egyiittes s(irliségfiiggvénye:

f(x,y) = x+y, had<x<lés0<y<I,
SR kiilsnben.

Az X valészin(iségi valtozé siirliségfiiggvénye:

o0 1 1
ﬂ(X):/ f(x,y)dy=/ X+ydy =x+2,
—00 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildonben. Ezért

E(X):/ Xfl(X)dX:/O X'<X+2)dx:/0 X2+§dX:



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Az X valészin(iségi valtozé siirliségfiiggvénye:

o0 1 1
fl(x):/ f(x7y)dy=/ X+ ydy = x+ 3,
—00 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildonben. Ezért

> ! 1 ! 1,1 7
E(X):/ xfl(x)dx—/ox-<x+2)dx—/0X2—|—)2<dx—3—|—4—12.

o0 1 1 ! x2 1 1 5
2\ 2 — 2, —_ — 3 J— = — —- = .
E(X)—/_Ooxfl(x)dx—/o x <x+2)dx /Ox + =gt =1



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

Az X valészin(iségi valtozé siirliségfiiggvénye:

o0 1 1
f1(><)=/ f(x7y)dy=/ X +ydy =x+ =,
o) 0

ha 0 < x <1, és 0 kiildonben. Ezért

> ! 1 ! 1,1 7
E(X):/ xfl(x)dx—/ox-<x+2)dx—/0X2—|—)2<dx—3—|—4—12.

2

o ! 1 ! x? 1 1 5
2y 2 = 2. — = 3 _— = — _ = —,
E(X)—/_Ooxfl(x)dx—/ox <x+2)dx /Ox + =gt =1

A szimmetria miatt hasonléképpen:



sr

Egyiittes siirtiségfiiggvény: példa

x+y, ha0<x<lés0<y<I,
fx,y) =

0 kiildnben.
1 7 2 2 5
E(XY)Zg; E(X):E(Y):E; E(X?) = E(Y ):E.

Az X és Y korrelacios egyiitthatéja:

_cov(X,Y) | E(XY)—E(X)E(Y)
RXCY) = 5pv) ~ — boop(y)
1/3 — (7/12)2 1/3—(7/12)?

~ B2 (7/12)2 - \/5/12 - (7/122  5/12— (7/12)?

= —0,001.

Nagyon gyenge negativ korrelacié van a két valdsziniiségi valtozé kozott.



