Egyenlétlenségek (10. eléadas)

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p val6sziniiséggel szavaz egy
adott partra — azonban p-t nem ismerjiik.

Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy mindenki a tobbi-
ektdl fiiggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége, hogy a pértra
szavazok aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-tdl, tetszéleges p esetén legalabb
95% legyen?



Egyenlétlenségek (10. eléadas)

Tegyiik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztott ember p val6sziniiséggel szavaz egy
adott partra — azonban p-t nem ismerjiik.

Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy mindenki a tobbi-
ektdl fiiggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége, hogy a pértra
szavazok aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-tdl, tetszéleges p esetén legalabb
95% legyen?

Ennek megértéséhez ezekre van sziikség:

@ az arany atlagolds — milyen gyorsan csdkken a széras?

@ ha a széras kicsi, abbdl hogyan kdvetkezik, hogy nagy valdszinliséggel csak
keveset tévediink — ebben segit a Markov— és a Csebisev-egyenlGtlenség.



Egyenl6tlenségek

Tobbek kozott az

viselkedésének megértéséhez van sziikség az alabbi egyen-
I6tlenségekre.

Markov-egyenlétlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté értékii
valdszindiségi valtozd, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

E(X

P(X >1t) < ¥
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Egyenl6tlenségek

Tobbek kozott az viselkedésének megértéséhez van sziikség az alabbi egyen-
I6tlenségekre.

Markov-egyenlétlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté értékii
valdszindiségi valtozd, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(er)g@.

Csebisev-egyenlGtlenség. Legyen X véges szorasi valésziniiségi valtozé, t > 0
pozitiv szam. Ekkor
_ D*(X)

P(X ~E(X)| 2 ) € —

Kovetkezmény. Legyen X véges szérasii valdsziniiségi valtozé, t > 0 pozitiv
szam. Ekkor

D*(X)
-

P(X — E(X)| < t) > 1



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

Legalabb hany embert kell megkérdezniink (feltételezve, hogy mindenki a tobbi-
ektdl fiiggetleniil valaszol és igazat mond), hogy annak valésziniisége, hogy a partra
szavazok aranya legfeljebb 1%-kal tér el p-tdl, tetszéleges p esetén legalabb
95% legyen?

n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot

X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kdzott

Kell:
X
P(‘n - p‘ < 0,01> >0,95

teljesiiljon minden 0 < p < 1-re — hiszen p-t nem ismerjiik.
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n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kdzott

Mivel X binomialis eloszlasa:



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa

n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szama a megkérdezettek kdzott

Mivel X binomialis eloszlasa:

(2)-Lwn ofX)- v (L

Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazva az X /n valésziniiségi valtozora:

X D*(%) _ p(1—p) 1
—_— > < ns — <
IED(‘n p‘_0,01>_ 0,012 0,012-n— 4.0,012-n

mivel p(1 — p) < 1/4 a szamtani-mértani kézepek kozdtti egyenl6tlenség szerint.




A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa
n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szdma a megkérdezettek kdzott

A Csebisev-egyenlétlenség szerint

X 1
P(|Z —p/>001)<—
(’n p‘ 20,0 ) =2.0,012-n
Kell: X
P(‘n - p‘ < 0,01) > 0,95,
azaz
X
P P> 0,01 ) <0,05.
Tehat ennyi embert biztosan elég megkérdezni:

1 1
L o5 >~ _50000.
2002007 T "Z40012-0,05



A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazasa
n megkérdezett, mindenki p valésziniiséggel tamogatja a partot
X: a partot tdmogatok szdma a megkérdezettek kdzott

A Csebisev-egyenlétlenség szerint

X 1
P(|Z —p/>001)<—
(’n p‘ 20,0 ) =2.0,012-n
Kell: X
P(‘n - p‘ < 0,01) > 0,95,
azaz
X
P P> 0,01 ) <0,05.
Tehat ennyi embert biztosan elég megkérdezni:

1 1
L o5 >~ _50000.
2002007 T "Z40012-0,05

Ha 0,01 helyett 0,005-6t irnank (a felét), n > 200000 (négyszer annyi) adédna.



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa

Markov-egyenlétlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté értékii

valdszindiségi valtozd, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor
E(X
P(X>1t) < ¥

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi Y valdsziniiségi valtozét:

Y t, haX>t;
o, haX<t



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa

Markov-egyenlétlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté értékii
valdszindiségi valtozd, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(X>1t) < E(tX).

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi Y valdsziniiségi valtozét:

Y t, haX>t;
o, haX<t

Mindkét esetben Y értéke legfeljebb X értéke (hiszen X > 0):
Y <X = E(Y) < E(X).
Masrészt, mivel Y értéke Gsszesen kétféle lehet, a varhaté értékét kiszamitva:

E(Y)=0-P(Y=0)+t-P(Y=1t)=t-P(X >t) <E(X).



A Markov-egyenlétlenség bizonyitasa

Markov-egyenlétlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté értékii
valdszindiségi valtozd, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor

P(X>1t) < E(tX).

Bizonyitas. Tekintsiik az alabbi Y valdsziniiségi valtozét:

Y t, haX>t;
o, haX<t

Mindkét esetben Y értéke legfeljebb X értéke (hiszen X > 0):
Y <X = E(Y) < E(X).
Masrészt, mivel Y értéke Osszesen kétféle lehet, a varhatd értékét kiszamitva:
E(Y)=0-P(Y=0)+t-P(Y=1t)=t-P(X >t) <E(X).

Az ulolsé egyenlétlenség mindkét oldalat a t pozitiv szammal osztva a Markov-
egyenl6tlenséget kapjuk.



A Csebisev-egyenl6tlenség bizonyitasa

Markov-egyenlétlenség. Legyen t > 0, és X nemnegativ, véges varhaté értékii
valésziniiségi valtozé, vagyis melyre X > 0 biztosan teljesiil. Ekkor
E(X
P(X >1t) < ¥
Csebisev-egyenlétlenség. Legyen X véges szérasi valdsziniiségi valtozé, t > 0
pozitiv szam. Ekkor

D(X)

P(X —E(X)| 2 1) < —;

Bizonyitas. Legyen Z = (X — E(X))?. Ez a valészin(iségi valtozé nemnegativ,
ezért alkalmazhat6 a Markov-egyenl6tlenség, a t? pozitiv szammal:

P(X — E(X)| > t) = B((X ~ E(X))* > ) = P(Z > ) <
wariov B(Z) _ E((X —E(X))?) _ D*(X)

- t2 t2 t2

a szérasnégyzet definicidja alapjan.



Az atlag varhaté értéke és szérasa

A statisztikdban alapvet§ kérdés, hogy ha

@ ugyanazt a méreést

@ sokszor, egymastdl fiiggetleniil megismételjiik,

@ majd a kapott eredményeket atlagoljuk,

@ akkor az atlag, mint valdsziniiségi valtozé hogyan viselkedik

Vagyis: X1, Xo, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi valésziniiségi valtozok, akkor

mit mondhatunk az
Xi+Xo+...+ X,

n

atlagrol: mennyi a varhato értéke és mennyi a szérasa?

Azonos eloszlas: P(X; € A) = P(X; € A) tetszéleges j-re és A C R, megfelel”
halmazra, vagy: X; és X; eloszlasfiiggvénye megegyezik tetszSleges j-re.

azonos eloszlas = azonos varhaté érték, azonos szoras



Az atlag viselkedése
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Poisson-eloszlas és az atlaga

5

— Poisson-eloszlds
atlag

6 i 8 9 10 1

12 13 14

lehetséges értékek

1000 darab A\ = 5 paraméter(i Poisson-eloszlasii val6szin(iségi valtozé, illetve 100
darab, tiz fliggetlen, A\ = 5 paraméterii Poisson-eloszlasi valésziniiségi valtozo

atlagaként el6allé megfigyelés hisztogramja — atlagolasnal a varhaté érték nem
valtozik, ez mindkét esetben 5, a széras csokken



Az atlag konvergenciaja

Az atlag valtozasa
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mintaelemszam

A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbél vett minta atlaga n = 500-ig



Az atlag varhaté értéke

Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasi valosziniiségi valtozok, melyekre
m = E(X;) < co. Ekkor

X+ ...+ X,
n

E(X) :E( ):E(Xl) =m.




Az atlag varhaté értéke

Allitas

Legyenek X, ..., X, figgetlen azonos eloszlasi valsziniiségi valtozék, melyekre
m = E(X;) < co. Ekkor

X1+ ...+ X,
n

mm:E( ):EMQ:m

Bizonyitas.

E(Y):E Xi1+...+ X,
n

n

1
)—nE(X1+...+Xn)— -nm=m.

Felhasznaltuk a varhato érték linearitasat, és hogy csak eloszlastol fiigg:

cX) =cE(X), haceR;
Y +2Z) =E(Y) + E(2);
a Y és Z eloszlasa (azaz eloszlasfiiggvényiik) megegyezik, akkor E(Y) =




Az atlag szoérasa
Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasa valsziniiségi valtozék, melyekre
o = D(Xy) < oo. Ekkor

D(X) = D(X1+'r‘7'+x"> _DX) _ o

ViV




Az atlag szoérasa
Allitas

Legyenek X, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasa valsziniiségi valtozék, melyekre
o = D(X1) < co. Ekkor

— Xi+...+ X, D(X1) o
o = p(Ft ) < B = 2
Bizonyitas.
— X1+ ...+ X, D(Xy+ ...+ X,) no? o
D(X):D< n ): n T n  Un

Felhasznaltuk a sz6ras alabbi tulajdonsagait:
@ D(cX) = |c|D(X), ha c € R;

@ D?(Y +2Z)=D?(Y)+ D?(Z), ha Y és Z fiiggetlenek;
@ ha Y és Z eloszlasa megegyezik, akkor D(Y) = D(Z2)




Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az 4tlagok sorozata) tobbféle
értelemben definidlhatjuk a hatarértékét.

A Zy, 25, ..., val6szin(iségi valtozokbdl all6 sorozat sztochasztikusan konvergal
az Z val6szin(ségi valtozéhoz, ha minden £ > O-ra

P(|Z,—Z|>¢)—0

teljesiil n — oo esetén.



Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az 4tlagok sorozata) tobbféle
értelemben definidlhatjuk a hatarértékét.
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az Z val6sziniiségi valtozéhoz, ha
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Konvergenciafajtak

Valésziniiségi valtozok sorozatanak (mint amilyen az 4tlagok sorozata) tobbféle
értelemben definidlhatjuk a hatarértékét.

A Zy, 25, ..., val6szin(iségi valtozokbdl all6 sorozat sztochasztikusan konvergal
az Z val6szin(ségi valtozéhoz, ha minden £ > O-ra

P(|Z,—Z|>¢)—0
teljesiil n — oo esetén.

A Zy, 2>, ..., valésziniiségi valtozokbdl allo sorozat 1 valésziniiséggel konvergal
az Z val6sziniiségi valtozéhoz, ha

Plwe Q: Zy(w) = Z(w) n — oo esetén) = 1.

1 valészin(iséggel konvergal a sorozat = sztochasztikusan is, de forditva nem fel-
tétlendil.



A nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek X, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi véges szérast valdsziniiségi valto-
z6k. Legyen m = E(X) és 0 = D(X1).

A korabbiak szerint
EX)=m; D*X)=_.



A nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek X, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi véges szérast valdsziniiségi valto-
z6k. Legyen m = E(X) és 0 = D(X1).

A korabbiak szerint )
EX)=m; D*X)=_.
A Csebisev-egyenl6tlenség szerint minden € > 0-ra

D?(X) o2
g2 €2n

P(|X —m|>¢) <

Tehat X — m = E(X;) sztochasztikusan.



A nagy szamok torvénye

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)

Legyenek Xi,Xa, ... olyan valdszindségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasuak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — 00),

azaz X, — E(Xy) sztochasztikusan.




A nagy szamok torvénye

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye)

Legyenek Xi,Xa, ... olyan valdszindségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos
eloszlasuak. Tegyiik fel, hogy D(X1) < co. Ekkor minden € > 0 esetén

P(|X, —E(X1)| >¢) =0 (n — o),

azaz X, — E(X;) sztochasztikusan.

Tétel (A nagy szamok erGs torvénye)

Legyenek X1, Xo, ... valésziniiségi valtozék, melyek fiiggetlenek és azonos eloszla-
stak. Tegyiik fel még, hogy m = E(Xy) < oo. Ekkor

Yn:X1+X2+...+Xn

n —>E(X1) =m

teljesiil 1 valoszindiséggel n — oo esetén.

A maésodik esetben gyengébb feltevésbdl erGsebb allitas kovetkezik.




Konvolicié

Allitas
Legyenek X és Y fiiggetlen, abszolit folytonos valészintiségi valtozok, az X sdrd-
ségfiiggvénye f, az Y siiriiségfiiggvénye g. Ekkor az X + Y valészindségi viltozé

striségfiiggvénye:

h(t) = /oo f(s)g(t — s)ds.

— 00

Ennek segitségével igazolhat6, hogy fiiggetlen normalis eloszlasok sszege is nor-
malis eloszlasa.




Konvolicié

Allitas

Legyenek X és 'Y fiiggetlen, nemnegativ egész értékii valésziniiségi valtozék. Ekkor
az X + Y valbsziniiségi valtozo eloszldsat az alabbi médon hatdrozhatjuk meg:

k

PX+Y=k=> PX=)P(Y=k—1) (k>0).

Tovabba

E(X +Y)=E(X) +E(Y);  D(X)=/D*(X) + D*(Y).

Bizonyitas. Diszjunkt eseményekre valé szétbontassal, illetve a fliggetlenség defi-
niciéjanak felhasznalasaval:

k k
PX+Y=k=> PX=0LY=k=1)=> PX=NP(Y=k-I).

1=0 1=0




Konvolicié: példa

Allitas
Legyenek X és'Y fiiggetlen Poisson-eloszlasi valészindiségi valtozok, X paramétere

A, az Y paramétere u. Ekkor az X + Y valésziniiségi valtozé is Poisson-eloszlasa,
paramétere X\ + ji, varhato értéke és szorasnégyzete is A + L.

Bizonyitas. Legyen k > 0 tetszbleges. Ekkor a Poisson-eloszlas definicidja alapjan

P(X + Y = k)

I
™
]

>

[

koo i
NP(Y =k~ 1) ZT P T
=0 ’
— oM I k=1 _
o #klz:/l /\

g 1 k R O Sy L
_ A~ | k l: A
¢k ; </)A“ ¢ K

ahol az utolsé lépésben a binomialis tételt hasznaltuk.



Nevezetes eloszlasok dsszege

@ X,Y fiiggetlen Poisson-eloszlastiak A\, és Ay paraméterrel = X + Y Poisson-
eloszlasi \; + Ao paraméterrel;

@ X, VY fiiggetlen binomidlis eloszlastiak, ny, illetve n, renddel, és azonos p
paraméterrel



Nevezetes eloszlasok dsszege

@ X,Y fiiggetlen Poisson-eloszlastiak A\, és Ay paraméterrel = X + Y Poisson-
eloszlasi \; + Ao paraméterrel;

@ X, VY fiiggetlen binomidlis eloszlastiak, ny, illetve n, renddel, és azonos p
paraméterrel = X + Y binomialis eloszlast ny + np renddel és p paraméterrel;

@ X1, X,...,X, fugggetlen normalis eloszlastiak = az dsszegiik és az atlaguk
is normalis eloszlasa;

@ X, Y exponenciilis eloszlastiak A\ paraméterrel = az 6sszegitk Gamma-eloszlasi
a = 2 renddel és )\ paraméterrel



Hazi feladat december 4., 10:15-ig

Valasszunk egy n pozitiv egészt (legalabb 100), és A\ > 0-t.

Sorsoljunk Xi,..., X, és Yi,...,Y, valdszinliségi viltozékat, melyek mind fiigget-
lenek, exponencialis eloszlastak \ paraméterrel.

(a) Készitsiink hisztogramot az Xi, Xa, ..., X, értékekbél, és hasonlitsuk ezt dssze
a A\ paraméter(i exponencialis eloszlas siiriiségfiiggvényével.

(b) Keészitsiink hisztogramot az Xy + Y1, X0 + Ya,..., X, + Y, értékekbdl, és ha-
sonlitsuk ezt 6ssze az a = 2 rend(i és \ paraméteri{i gamma-eloszlas siiriiségfiigg-
vényével.



Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

gyakorisagok

000 002 004 006 008 010 012 014

énekek

Szaz fliggetlen normalis eloszlast valdszindiségi valtozd hisztogramja és a siiriiség-
fliggvény (m=10,0 = 3,Xx = 9,88, s = 2,58)

o 5 = = £ DA



Normalis eloszlasok atlaga

Ezer normalis eloszlas atlaga

gyakorisagok

I T T T 1
98 99 10.0 101 102

értekek

Szazelemi{i minta az alabbi eloszlasbél: n = 1000 fiiggetlen normalis eloszlasa
(m = 10,0 = 3) valészinliségi valtozé atlaga és az N(10,3/+/1000) normalis
eloszlas sirliségfiiggvénye (x = 9,99,sF =0,084,0/4/n = 0,095) - - .-



Normalis eloszlasok atlaga

Legyenek X, Y fiiggetlenek, normélis eloszldstak: X ~ N(my,02),Y ~ N(my,03).
Ekkor a kovetkez6k igazak:
@ X + b eloszlasa normaélis, my + b varhaté értékkel és o szérassal;

@ aX eloszlasa normalis amy varhat6 értékkel és |ajo szérassal;

@ X + Y eloszlasa normalis, my + m, varhaté értékkel és \/of + o3 szérassal.

Emlékeztets: E(X + Y) = E(X) + E(Y), és ha X és Y fiiggetlenek, akkor
D?(X + Y) = D*(X) + D?(Y).



Normalis eloszlasok atlaga

Legyenek X, Y fiiggetlenek, normélis eloszldstak: X ~ N(my,02),Y ~ N(my,03).
Ekkor a kovetkez6k igazak:

@ X + b eloszlasa normalis, m; + b varhato értékkel és o szérassal;
@ aX eloszlasa normalis amy varhat6 értékkel és |ajo szérassal;

@ X + Y eloszlasa normalis, my + m, varhaté értékkel és \/of + o3 szérassal.

Emlékeztets: E(X + Y) = E(X) + E(Y), és ha X és Y fiiggetlenek, akkor
D?(X + Y) = D*(X) + D?(Y).

Ebbél kévetkezik: ha Xi, ..., X, fiiggetlen normalis eloszlastak m varhaté értékkel

és o szorassal, akkor
X1+ ...+ X, ( 02)
_—~ N m7 _
n n



Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlas

025
|

020
|

gyakorisagok

értekek

Szaz fiiggetlen A = 1/3 paraméter(i exponencilis eloszlast val6sziniiségi valto-
z6 hisztogramja és a siirtiségfiiggvény, azaz e '/3/3 (E(X) = D(X) = 3,X =
3,03,s" = 2,89) ol

D¢



Exponencialis eloszlasok atlaga

Ezer exponencialis eloszlas atlaga

gyakorisagok

I T T T T 1
27 28 29 3.0 31 32

értekek

Szazelem(i minta az alabbi eloszlasbol: n = 1000 fiiggetlen exponencialis eloszlasa
(A = 1/3) val6sziniiségi valtozé atlaga, és az N(3,3/1/1000) normilis eloszlas
slirségfiiggvénye (x =2,98,s =0,098,0/y/n=0,095) -~ - - = -oc



Két kockadobas dsszege

Dobott szamok dsszege

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Lehetséges értékek

0.10
1

Valdszinlségek

0.05
I

12

0.00

Két szabalyos kockadobas Gsszegének eloszlasa



Kockadobasok atlaga

Ezer kockadobas atlaga

gyakorisagok

I T T T T T 1
335 340 345 3.50 355 3.60 385

értekek

Szazelem( minta az alabbi eloszlasbol: n = 1000 fiiggetlen szabalyos kockado-
bas atlaga, és az N(3,5, D(X1)/+/1000) normilis eloszlas siirliségfiiggvénye (X =
3,501, 5 — 0,008, //f — 0,051) o

DA



Exponencialis eloszlas a kitevben

Exponencialis eloszlas a kitevoben
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° I T T T T 1
0 10 20 30 40 50
értékek
X X2 . X0 hisztogramja, ahol X-k fiiggetlenek, 2 paraméterii exponenci-

4lis eloszlastak (E(e*1) =2, D(eXt) = 0o,x = 1,99, s} = 2,33)



Exponencialis eloszlas a kitevben

Ezer exponencialis eloszlas atlaga

10

gyakorisagok

04

02
|

0.0
L

értekek

Szazelem(i minta az alabbi eloszlasbol: Xt eXz ... eXw00 atlaga, ahol X;-k fiig-
getlenek, 2 paraméter(i exponencialis eloszlastiak. Itt eXi varhaté értéke véges, de
szbrasa végtelen.



