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Szamonkérés: irasbeli vizsga (ponthatarok: 30, 49, 68, 86); legalabb elégséges
gyakorlati jegyen a félév soran beadhat6 hazi feladatokkal lehet javitani, legfeljebb

egy jegyet.
A hazi feladat 6nallé6 munka. Minden hazi feladat 3 pontot ér.

tematika, mintafeladatsor, elméleti Gsszefoglald, hazi feladat, gyakorlé feladatok:
moodle.elte.hu



Ajanlott irodalom

@ Denkinger: Val6sziniiségszamitas
@ Prékopa: Valésziniiségelmélet

@ Ross: A first course in probability
@ Solt: Valésziniiségszamitas

@ Arat6 Miklds, Prokaj Vilmos és Zempléni Andras: Bevezetés a valoszintiség-
szamitasba és alkalmazasaiba: példakkal, szimulaciokkal
http://elte.prompt.hu/sites/default/files/tananyagok/
valszam/zempleni.pdf

@ Bognarné, Mogyorédi, Prékopa, Rényi, Szasz: Valészinliségszamitasi feladat-
gyljtemeény

@ Fazekas: Val6szinliségszamitas és statisztika jegyzet
https://gyires.inf.unideb.hu/KMITT/b21/valseg.pdf



Megfigyelések
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Egy haztartasban él6k szamanak hisztogramja (forras: KSH, 2011)
(n = 4105698 a haztartasok szama)
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Alkalmazasi teriiletek:

@ statisztika a tarsadalomtudomanyokban: felmérések értékelése, elemzése

@ statisztika a természettudomanyokban: mérések, kisérleti eredmények értel-
mezése

@ elrejelzés: tarsadalmi, gazdasagi, pénziigyi folyamatok

@ biztositasmatematika



A valészinliségszamitasrol

a matematika egy teriilete
axiomatikus felépités (Kolmogorov, 1933)

alkalmazhat6 gyakorlati feladatokban (példaul: ha egy érmével 1000 dobasbdl
550 fej lett, és azt allitjuk, hogy az érme nem szabalyos, 99, 9% valésziniiséggel
helyes az allitasunk

az alkalmazasnal a modell kivalasztasa, felépitése kulcsfontossagu, ettdl
fligg a végeredmény

mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott magyar
haztartasban négyen élnek? - ez attdl fiigg, hogy melyik haztartast
mennyi valdsziniiséggel valasztjuk (,talaljuk meg”)
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haztartasban négyen élnek? - ez attdl fiigg, hogy melyik haztartast
mennyi valdsziniiséggel valasztjuk (,talaljuk meg”)

mennyi a valdsziniisége, hogy holnap Budapesten lesz csapadék?
egy megfelel6 matematikai modellben van értelme a kérdésnek, de a vélasz
kiilonb6z6 modellekben kiilonb6z6

cél: minél jobb modell illesztése a statisztika segitségével (j6l illeszkedik a
megfigyelt adatokra, egyszer(, interpretalhatd, de mas szempontok is lehet-
ségesek)



A valészinliségszamitas torténetérdl

@ osztozkodasi probléma, 1494: egy félbehagyott jatékban az aktualis allas
alapjan hogyan osszak el a tétet (megoldas: Pascal, 1656)

@ Cardano konyve a kockajatékokrél, 1564 (amit 1663-ban adtak ki)
o életjaradék-szamitas, de Witt, Haley, 1671

@ nagy szamok torvénye, Jacob Bernoulli, 1713

@ XIX. szazad els6 fele: de Moivre, Bayes, Gauss, Poisson, Buffon

@ XIX. szazad vége: Csebisev, Markov, Ljapunov

@ axiomatikus felépités: Kolmogorov, 1933



A valészinliségszamitas torténetérdl

XX. szazadi alkalmazasok és kezdetiik

@ sztochasztikus folyamatok (Wiener, 1923)

@ matematikai statisztika (Fisher, 1925)

jatékelmélet (Neumann, 1928)

informaciéelmélet (Shannon, 1948)

idésorok

pénziigyi folyamatok (Black—Scholes, 1973)

hierarchikus tanulasi algoritmusok — mesterséges intelligencia
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Események és valoszintiségiik

Cél: véletlen jelenségek matematikai modellezése

Mennyi lehet egy esemény valésziniisége?

[holnap Budapesten esik az esc’S] —> 15%

[egy véletleniil valasztott ember balkezesj — 10%

[egy véletleniil valasztott feln6tt diplomésj —> 22%

[jﬂliusban csokken az infléciéj —_  44%

—(F)

az események valésziniisége attol fiigg, hogy

milyen modellt valasztunk
attdl, hogy hogyan vessziik figyelembe a méréseket, megfigyeléseket

ha mas modellt valasztunk, az értékek is masképp alakulnak
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A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6

Q: (magyar) felnétt emberek

eseménytér > Q \
Osszes lehet6ség: Q
P(Q)=1 A esemény
diplomasok B
esemeén — esemény
y balkezesek

A C Q részhalmaz
elemi esemény/
valésziniiség: esemé- k | l /

nyekhez [0, 1]-beli sz&- l
mokat rendel6 fliggvény

(P(4) =22%) (P(B) = 10%)
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@ eseménytér: az Osszes lehetdség halmaza, Q (példaul a magyar feln&ttek)

@ elemi esemény: a kisérlet egy lehetséges kimenetele, Q egy eleme (példaul
Hanna vagy Gabor)

@ esemény: az eseménytér egy részhalmaza, A C Q
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Tovabbi példak:

@ eseménytér: magyar férfiak; esemény: 50 évesnél idésebbek

o két érmedobasnal az eseménytér {FF, Fl, IF, I}, esemény: kiilonboz6t dob-
tunk, azaz {F/, IF}

@ egy érmével addig dobunk, amig fejet nem kapunk, ekkor az eseménytér:
{F,IF,lIF IlIF,..., minden dobas iras}
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hidnyzik

[ mindenki eljén ] { egy ember

1
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: — egy ember
[ mindenki eljon ] + { hianyzik }

P(legalabb négyen vannak) =

= P(mindenki eljon) P(egy ember hianyzik)



Események valdszinlisége
1) Egy esemény val6szin(isége mindig 0 és 1 kozé esik:

[ o<PMA)<1 |

2) Egy talalkozéra 6t embert hivtak.
Mennyi a val6sziniisége, hogy legalabb négyen eljonnek?

[ mindenki eIJon —+ eﬁ?;;:ker }

P(legalabb négyen vannak)
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2) Altalaban:
Ha az A és B események kizaroak, azaz metszetiik ires,
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{ ANB = 0 = P(AU B) = P(A) + P(B) j




Események valdszinlisége
1) Egy esemény val6szin(isége mindig 0 és 1 kozé esik:

[ o<PMA)<1 |

2) Altalaban:
Ha az A és B események kizaroak, azaz metszetiik ires,
akkor annak valdsziniisége, hogy legalabb az egyik bekovetkezik,
a valésziniiségiik Gsszege:

‘ kizaréak: egyszerre ’ unié: legalabb az
nem kovetkezhetnek be egyik bekovetkezik
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@ Additivitas: ha A, Ay, ... események, és semelyik kett6 nem kovetkezhet be

egyszerre, azaz
AiNA; =10 minden /,j > 1-re,

akkor annak valésziniisége, hogy legalabb az egyik bekdvetkezik, a valészindi-
ségiik Osszege:

]P(A1UA2UA3U...):P(A1)+]PJ(A2)+P(A3)+....



A valészin(iség alaptulajdonsagai

© Egy esemény valésziniisége mindig 0 és 1 kozé esik:
0<P(A) <1

barmely A eseményre, és a biztos esemény valésziniisége 1.

@ Additivitas: ha A, Ay, ... események, és semelyik kett6 nem kovetkezhet be
egyszerre, azaz
AiNA; =10 minden /,j > 1-re,

akkor annak valésziniisége, hogy legalabb az egyik bekdvetkezik, a valészindi-
ségiik Osszege:

]P(Al UA UA3U.. ) = ]P(Al) + P(AQ) + ]P(A3) +

Ugyanez mas jeloléssel:



A valészinliség tulajdonsagai

@ Egy esemény valdsziniisége mindig 0 és 1 kozé esik:

0<P(A) <1

@ A biztos esemény (Osszes lehetGség, ezek halmaza Q) valésziniisége 1:
P(Q) =1, P(0) =0,

mig a lehetetlen esemény (iires halmaz) valdsziniisége 0.



A valészinliség tulajdonsagai

@ Egy esemény valdsziniisége mindig 0 és 1 kozé esik:

0<P(A) <1

@ A biztos esemény (Osszes lehetGség, ezek halmaza Q) valésziniisége 1:
P(Q) =1, P(0) =0,

mig a lehetetlen esemény (iires halmaz) valdsziniisége 0.

o Komplementer valdsziniisége: ha A C Q2 esemény, akkor annak valésziniisé-
ge, hogy A nem kovetkezik be:

P(A) =P(Q\ A) =1 —P(A).
o Kiilonbség valdsziniisége:

P(A\ B) = P(A) — P(AN B).



Halmazok és részhalmazok

Legyen Q = {a1,a,...,a,} egy véges halmaz.
Az Q elemei: a; € Q, a» € Q, stb.

Az Q részhalmazai: A C Q részhalmaza -nak, ha A egy olyan halmaz, melynek
minden eleme Q-nak is eleme. Példaul: A = {ay,a3,as} C Q.

Példaul: Q = {1,2,3,4,5}, ekkor A = {2,4} C Q részhalmaza Q-nak, de B =
{2,4,6} nem részhalmaza Q-nak.

Az Q ={1,2,3,4,5} részhalmazai: () (iires halmaz, ez minden halmaznak a részhal-
maza), {1},{2},...,{5},{1,2},{1,3},...,{1,3,4,5},{2,3,4,5},{1,2,3,4,5}.

Osszesen 25 = 32 részhalmaza van: mind az 6t elemrél kiilon-kiilon eldonthet;jiik,
hogy bekeriiljon-e a részhalmazba.

Altalaban, egy n elemii halmaznak 2" részhalmaza van. Példaul egy egyelem(inek 2
(az Ures és sajat maga), egy kételem(inek 4, egy haromelem(inek 8, és igy tovabb.



Jelolések és miveletek eseményekkel

@ ) az eseménytér, ez a biztos esemény
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@ az események Osszessége, halmaza: A (minden eleme Q egy részhalmaza)



Jelolések és miveletek eseményekkel

@ ) az eseménytér, ez a biztos esemény

() (iires halmaz) esemény neve: lehetetlen esemény
@ az események Osszessége, halmaza: A (minden eleme Q egy részhalmaza)

@ A, B € A események unigja azon elemi események halmaza, melyek A és B
koziil legalabb az egyikben benne vannak

@ A, B € A események metszete azon elemi események halmaza, melyek A-ban
és B-ben is benne vannak

@ Ac Aés B c A kizaré események, ha AN B = (), azaz nincs olyan elemi
esemény, mely A-ban és B-ben is benne van

@ A € A esemény ellentettje/komplementere: A = {w € Q : w ¢ A}, azaz
azokbdl az elemi eseményekbdl all, melyek nincsenek A-ban



Miveletek eseményekkel
Tulajdonsagok
@ A\ B = ANB, ahol A\ B azon elemi eseményekbél 4ll, melyek benne vannak
A-ben de nincsenek benne B-ben (ez A és B kiilonbsége)

@ AU B = An B (de Morgan-azonossag)

>

e A=A Q=10

Példa: egy kockaval dobunk, Q ={1,2,3,4,5,6}.

@ A: paros szamot dobunk

B: legalabb 3-ast dobunk

@ AUB ={2,3,4,5,6} az A és B unidja
AN B ={4,6} az A és B metszete
A\ B = {2} az A és B kiilonbsége

A ={1,3,5} az A ellentettje/komplementere



A valésziniiség axiomatikus felépitése

Q: eseménytér (a lehetséges kimenetelek Gsszessége)

A: az események halmaza

P: valésziniiség, amire az alabbiak teljesiilnek:

o eseményekhez rendel nemnegativ szamokat, azaz A € A esetén P(A) >0

@ additiv: ha A, Ay, ... € A események, és barmely kett6 metszete iires, akkor
P(AfUAUA3U...) =P(A1) + P(A2) + P(As3) + ...

e P(Q) =1, azaz a biztos esemény valészintisége 1

Az (Q,A,P) harmast valésziniiségi mezdnek nevezziik.



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (Q, A, P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezg, ha

@ az {2 eseménytér egy nem iires halmaz;



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (Q, A, P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezg, ha

@ az {2 eseménytér egy nem iires halmaz;
o A C P(Q) az az események halmaza, azaz minden A € A-ra A C Q ugy,
hogy
(i) Qe A
(i) ha A, As,... € A, akkor |J2, A, € A (azaz megszamlalhat6 sok A-beli
elem unigja is A-beli);
(i) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6
Az (Q, A, P) harmas Kolmogorov-féle valésziniiségi mezg, ha

@ az {2 eseménytér egy nem iires halmaz;

o A C P(Q) az az események halmaza, azaz minden A € A-ra A C Q ugy,
hogy
(i) Qe A
(i) ha A, As,... € A, akkor |J2, A, € A (azaz megszamlalhat6 sok A-beli
elem unigja is A-beli);
(i) ha A € A, akkor Q\ A € A (azaz A-beli halmazok komplementere is
A-beli.
@ a valésziniiség egy P : A — [0, 1] fiiggvény, melyre
(i) P(Q2) =1, azaz a biztos esemény valészintisége 1;
(i) ha Ag,As,... € Aésminden 1 << j-re AiNA; =0, akkor

n»( U An> _ 3 B(4y)
n=1 n=1

azaz megszamlalhaté sok kizaré esemény unidjanak valdsziniisége a va-
[6szintiségek Osszege.



A Kolmogorov-féle valészintiségi mez6

@ Q: eseménytér vagy elemi események halmaza.

Q elemei (w € Q): elemi események.

o A: események halmaza (vagy események o-algebraja).

A elemei (A € A): események.

P: valésziniiség (probability).

@ 2 esemény neve: biztos esemény.

() (iires halmaz) esemény neve: lehetetlen esemény.

@ Ac Aés B € A kizard események, ha AN B = (), azaz egyszerre nem
kovetkezhetnek be.



Példa: két szabalyos kockadobas 6sszege

Két kockadobas 6sszege

0.15
]

0.10
L

relativ gyakorisagok

0.05
1

0.00
1

lehetséges értékek

Kisérlet: két szabalyos dobokockaval dobva mennyi a dobott szamok Gsszege. Ezt
300-szor megismételve az egyes lehetséges értékek relativ gyakorisaga (el6fordu-
lasuk aranya) lathat6 az abran.

(=] = = =

DA



Példa: két szabalyos kockadobés

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valésziniisége, hogy a dobott sza-
mok &sszege 77



Példa: két szabalyos kockadobés

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valésziniisége, hogy a dobott sza-
mok &sszege 77

A dobdékockak, emberek, targyak stb. mindig kiilonb6zéek.

@ eseménytér: lehetséges dobassorozatok. Ezek szama:



Példa: két szabalyos kockadobés

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valésziniisége, hogy a dobott sza-
mok &sszege 77

A dobdékockak, emberek, targyak stb. mindig kiilonb6zéek.

@ eseménytér: lehetséges dobassorozatok. Ezek szama:

6 - 6 = 36; mindkét dobas hatféle lehet.



Példa: két szabalyos kockadobés

Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valésziniisége, hogy a dobott sza-
mok &sszege 77

A dobdékockak, emberek, targyak stb. mindig kiilonb6zéek.
@ eseménytér: lehetséges dobassorozatok. Ezek szama:
6 - 6 = 36; mindkét dobas hatféle lehet.

@ A dobéssorozatok egyforman valészintiek: mindegyiknek 1/36 a valésziniisége.

@ A kedvezd dobassorozatok szama:



Példa: két szabalyos kockadobés
Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Mennyi a valésziniisége, hogy a dobott sza-
mok &sszege 77

A dobdékockak, emberek, targyak stb. mindig kiilonb6zéek.

@ eseménytér: lehetséges dobassorozatok. Ezek szama:

6 - 6 = 36; mindkét dobas hatféle lehet.

@ A dobéssorozatok egyforman valészintiek: mindegyiknek 1/36 a valésziniisége.
@ A kedvez6 dobassorozatok szama: 6.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

Tehat P(az 6sszeg 7) = 6/36 = 1/6.



Példa: két szabalyos kockadobés

Dobott szamok &sszege

2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12

Lehetséges értékek

010
1

Valészinlségek

005
|

000

Az Gsszeg lehetséges értékei és a valdsziniiségek



Példa: két szabalyos kockadobés

o elemi esemény: a kisérlet egy lehetséges kimenetele, egy dobassorozat, pél-
daul: 15 vagy 22

@ eseménytér: az elemi események Gsszessége, az {2 halmaz most az alabbi 36
elemii halmaz: Q = {11,12,13,...,16,21,...,26,...,61,...,66}.



Példa: két szabalyos kockadobés

o elemi esemény: a kisérlet egy lehetséges kimenetele, egy dobassorozat, pél-
daul: 15 vagy 22

@ eseménytér: az elemi események Gsszessége, az {2 halmaz most az alabbi 36
elemii halmaz: Q = {11,12,13,...,16,21,...,26,...,61,...,66}.

@ esemény: az eseménytér, azaz <) részhalmazai
példaul: a dobott szdmok &sszege 7, azaz A = {16, 25,34, 43,52,61}
vagy: a dobott szamok Gsszege legfeljebb 3, azaz B = {11, 12,21}

A: az események halmaza, ez most Q2 Gsszes részhalmaza

az Gsszes esesmény szama: |A| = 236



Példa: két szabalyos kockadobés

o elemi esemény: a kisérlet egy lehetséges kimenetele, egy dobassorozat, pél-
daul: 15 vagy 22

@ eseménytér: az elemi események Gsszessége, az {2 halmaz most az alabbi 36
elemii halmaz: Q = {11,12,13,...,16,21,...,26,...,61,...,66}.

@ esemény: az eseménytér, azaz <) részhalmazai
példaul: a dobott szdmok &sszege 7, azaz A = {16, 25,34, 43,52,61}
vagy: a dobott szamok Gsszege legfeljebb 3, azaz B = {11, 12,21}

A: az események halmaza, ez most Q2 Gsszes részhalmaza
az Gsszes esesmény szama: |A| = 236

@ valésziniiség: P : A — [0,1] az eseményekhez [0, 1]-beli szamokat rendel8
fliggvény. Példaul



Hazi feladat szeptember 18., 10:15-ig

Egy dobozban négy kék és két piros golyé van. Kivesziink egy goly6t, mindegyiket
azonos valésziniiséggel valasztva, majd még egyet, a megmaradt 6t mindegyikét
azonos valésziniiséggel valasztva.

Legyen A; az az esemény, hogy j darab kék golyét hazunk (j = 0,1,2).

Mennyi a valészintisége, hogy két kék golyot hizunk? Annak valészintisége, hogy
egy kéket és egy pirosat? Es annak val6szin(isége, hogy csak pirosat? Azaz mennyi
Ao, A1, Ay valésziniisége?



	Bevezetés

