Eloszlasfiiggvény (9. el6adas)

Definici6 (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozé. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggveény:
F(t)=P(X <t)

minden t € R valés szamra.

Definicié (Abszolat folytonossag és siiriségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t)= / f(s)ds

—00
teljesiil minden t € R szdmra. Ilyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniiségi valtozé
siiriiségfiiggvényének nevezziik.
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Eloszlasfiiggvény (9. el6adas)

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t)= / f(s)ds
—00
teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniiségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.
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Allitas
Legyen az X abszolit folytonos valésziniiségi valtozé, melynek siriségfiiggvénye
f. Ekkor tetszbleges a < b szamokra teljesiil, hogy

b
IP’(a<X<b):IP’(a§X§b):/ £(s)ds.




Egvenletes eloszlas (uniform distribution)
Definici6 (Egyenletes eloszlas)

Legyenek a < b valés szamok. Azt mondjuk, hogy az X valdsziniiségi valtozo
egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon, ha siriiségfiiggvénye

1 .
F(s) = e haa<s<bpb;
0, kiilénben.

Egyenletes eloszlds

r T T T
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értekek

U(10, 12) siiriiségfiiggvény és 500 elem{ minta hisztogramja




Az egyenletes eloszlas varhato értéke

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

L haa<s<b;
f — b—a’ - ="
() {O, kiilonben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhat6 értéke

o b 21b
1 1
E(X) = s-f(s)ds= [ s ——ds=_— s =
oo R b—a b—al2]_,

1 2 —a%2 a+b

b—a 2 2

hiszen az x fiiggvény primitiv fiiggvénye § és b2 — a°> = (b—a)(b+ a).



Az egyenletes eloszlas szérasa

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 -
f(s) = { Ba ha a<s<b;
0, kiilonben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhaté értéke

oo b 1 1 53 b
2y _ 2, — 2.~ ds= —
E(X)_/Oos f(s)ds /a s b—ads b—a[ ]

— 3 s=a

1 b3—a3_32—i—ab—|—b2
T b—a 3 3 ’

hiszen az x? fiiggvény primitiv fiiggvénye % és b3 — 3% = (b—a)(a® + ab+ b?)



Az egyenletes eloszlas szérasa

Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye:

1 -
f(s) = { Ba ha a<s<b;
0, kiilonben.

Ha X egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon, akkor varhaté értéke

> b 1 1 [s%7°
2y _ 2 _ 2 L s”
E(X )_[ms f(s)ds /a s b—ads b—a[3]

s=a
1 b3—a3_32—i—ab—|—b2
T b—a 3 3 ’

hiszen az x? fiiggvény primitiv fiiggvénye % és b3 — 3% = (b—a)(a® + ab+ b?)

3 2
_a®+ab+b* P +2ab+ b 2 —2ab+ b (b—a)
B - B 12 T2

DQ(X):E(XQ)_E(X)2 _ a‘+ab+b . (a—i—b)

3 4



Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas)

Legyen m valés, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniségi

valtozé normalis eloszlasti m varhato értékkel és o? szérasnégyzettel, ha siiriiség-
fliggvénye

1 (x — m)?
f(X) = \/ﬂo- exp (— T) (X € R)
Jelslése: Y ~ N(m,a?).




Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas)

Legyen m valés, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniségi
valtozé normalis eloszlasti m véarhato értékkel és o Gr

szorasnégyzettel, ha siriség-
fliggvénye
1 _ 2
f(x) = exp (— = m)® ) (x €R).

V2no 202
Jelslése: Y ~ N(m,a?).

Ha Y ~ N(m,o?), akkor E(Y) =m, D(Y) =o.

Standard normalis eloszlas: m = 0 varhaté értékii és o = 1 szérast normalis
eloszlas. Eloszlasfiiggvénye: &, siirliségfiiggvénye:

w(x)—\/%exp(—f)



Normalis

relatlv gyakorisagok

eloszlas

Normalis eloszlas

értékek

Normalis eloszlas (m = 1,0 = 1) s(riiségfiiggvénye és 500 elem{i minta hisztog-

ramja
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Testmagassag

Testmagassag hisztogramja

n: 96
dflag: 174,3
szoras: 11,5

gyakorisag

140 160 180 200

cm

Testmagassag hisztogramja n = 96 elemii mintabdl, és az X = 174,3 varhaté
értékii és sy = 11,5 sz6rast normalis eloszlas siriiségfiiggvénye (pirossal)
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A Duna vizallasa

Vizallas hisztogramja

n 96
atlag: 392
szdras: 1574

0.0030
]

0.0020

gyakerisag

0.0010

0.0000
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cm

A Duna havi legnagyobb vizllasanak hisztogramja (2002-2009, n = 96, forras:
Orszagos Vizjelz8 Szolgalat), és az X = 392 varhat6 értékd és s* = 157, 4 szérasd

normalis eloszlas sriiségfiiggvénye (piros): nem illeszkedik j6l a normalis eloszlas

o = z = z 9ac



A Duna vizallasa

Vizallas logaritmusanak hisztogramja

12

n 96
atlag: 5,89
szoras: 0,41

gyakorisag

T T T
50 55 6.0 65

logaritmus (cm)

A Duna havi legnagyobb vizalldsanak logaritmusanak hisztogramja (2002-2009,
n = 96, forras: Orszagos Vizjelz6 Szolgalat), és az X = 5,89 varhat6 értékii és

sy = 0,41 szbrash normilis eloszlas s(irliségfiiggvénye: jobban illeszkedik, a vizallas
logaritmusa lehet normalis eloszlast (vagyis a vizallas lehet lognormalis eloszlasi)



Standard normalis eloszlas
Az X val6szin(iségi valtozé standard normalis eloszlasi, ha siiriiségfiiggvénye

ga(x)—é?exp(—f).

Ekkor eloszlasfiiggvénye ®, azaz

O(t)=P(X<t)=P(X <t)= /too 1277 exp(— X;)dx.



Standard normalis eloszlas

Az X val6szin(iségi valtozé standard normalis eloszlasi, ha siiriiségfiiggvénye

w(x)—&exp(—f).

Ekkor eloszlasfiiggvénye ®, azaz

¢(t)—IP’(X§t)—IP’(X<t)—/t 1 exp(—X2>dx.

oo V2T 2

Tovabba

Pla<X<b)=Pa<X<h)=PX<b)-PX<a)=

_/ab\/%exp< X22>dx_q>(b)¢(a).

A o fiiggvény az R-ben: pnorm



Normalis eloszlas

Mormal Distribution
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A normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye és annak valésziniisége, hogy a valészin(ségi

véltozé az (m—4o0, m—30), (m—30, m—20),...,(m+30, m+4c) intervallumokba
esik (forras: towardsdatascience.com)
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Normalis eloszlas

68-25-99.7 Rule
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A normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye és annak valésziniisége, hogy a valészin(ségi
véaltozé az (m — 30,m + 30),(m — 20, m + 20),(m — 0, m + o) intervallumokba
esik (forras: towardsdatascience.com)
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A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel,
azaz Y ~ N(m,o?). Ekkor tetsz6leges a < b valés szamokra

g g g

IP’(Y<b)_]P’(Y§b)_]P><Ym< bm)_¢<bm>



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel,
azaz Y ~ N(m,o?). Ekkor tetsz6leges a < b valés szamokra

g g g

IP’(Y<b)_]P’(Y§b)_]P><Ym< bm)_¢<bm>

}P’(Y>a)—]P’(YZa)_1—<D<am)

g



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel,
azaz Y ~ N(m,o?). Ekkor tetsz6leges a < b valés szamokra

g o o

IP’(Y<b)_]P’(Y§b)_]P><Ym< bm)_¢<bm>

P(v>a)—ﬂ>(vz;a)_1_¢<am)

g

g o

]P’(a<Y<b)_IP’(a§Y§b)_¢<bm)_q)(am)



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy Y normalis eloszlasi m varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel,
azaz Y ~ N(m,o?). Ekkor tetsz6leges a < b valés szamokra

IP’(Y<b)_]P’(Y§b)_]P><Ym§ bm)_¢<bm>

g g g

}P’(Y>a)—]P’(YZa)_1—<D<am)

g




Példa: normalis eloszlas

Példa. Tegyiik fel, hogy az Y val6szinGségi valtozé normalis eloszlast m = 4
varhato értékkel és o = 3 szérassal. Ekkor

P(Y§7)—¢<7_m> —¢<7;4> = ®(1) =0, 84.

g



Példa: normalis eloszlas

Példa. Tegyiik fel, hogy az Y val6szinGségi valtozé normalis eloszlast m = 4
varhato értékkel és o = 3 szérassal. Ekkor

P(Y§7)—¢<7_m> —¢(7;4> = ®(1) =0, 84.
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A normalis eloszlas tulajdonsagai

Allitas
Legyen Y normdlis eloszlasi valdsziniiségi valtozé m varhaté értékkel és o szdrassal,

azaz Y ~ N(m,o?). Ekkor az aY + b val6sziniiségi valtozé normailis eloszlasi
am + b varhat6 értékkel és a>a? szorasnégyzettel.

Allitas

Ha Y1, Y, fiiggetlen, normalis eloszlasi valdszindségi valtozék, akkor Y1 + Ya

is normdlis eloszlsa, varhaté értéke my + my, szérasnégyzete o3 + o5 (ahol Y; ~

N(mj,ajz).

Ha Y és Z fiiggetlenek, normilis eloszlastak, Y ~ N(2,3%) és Z ~
N(1,42), akkor

Y +Z ~ N(3,5%); Y — Z ~ N(1,5%); Y +3Z ~ N(5,57).



A normalis eloszlas tulajdonsagai

Allitas
Legyenek Y1, Y, ..., Y, fiiggetlen normalis eloszlasa valdsziniiségi valtozok, me-

lyek varhaté értéke m, szérdsuk o. Ekkor az dsszegiik és az atlaguk is normalis
eloszlasa, és

 YidYat...4Y, 2
Yi+ Yot .t Yo~ Ninm,no?);, V=22t F NN( ")




A normalis eloszlas tulajdonsagai

Allitas
Legyenek Y1, Y, ..., Y, fiiggetlen normalis eloszlasa valdsziniiségi valtozok, me-

lyek varhaté értéke m, szérasuk o. Ekkor az bsszegiik és az atlaguk is normalis
eloszlasa, és

 YidYat...4Y, 2
Yot Yot ... 4 Yoo N(nm,no?);, v—rtret..F ~N< ").

Tegyiik fel, hogy az emberek testmagassaga 176 cm varhaté értékii és 7
szbrash val6szindiségi valtozé. Ekkor

@ 100 ember testmagassadganak atlaga szintén normalis eloszlast, 176 vérhaté
értékkel és 7/4/100 = 0,7 szérassal;

@ 10000 ember testmagassaganak atlaga normalis eloszlast, 176 varhaté érték-
kel és 7/+/10000 = 0,07 szérassal.




Hazi feladat november 27-ig

Szamitogép segitségével (példaul R-ben) generaljunk 1000 elemii mintat (1000 fiig-
getlen valésziniiségi valtoz6t) normalis eloszlasbdl (a varhato érték legyen tetszéle-
gesen valasztott szam 2 és 6 kozott, a szoras pedig szintén tetsz6legesen valasztott
1 és 3 kozott).

@ Kaészitsiink hisztogramot az elsé 10, 100, 1000 mintaelembdl (harom kiilon-
boz8 abran).

© Mennyi annak valésziniisége, hogy egy mintaelem értéke 2 és 6 kozé esik?

© Abrazoljuk n fiiggvényében azt, hogy a mintaelemek hanyadrésze esik 2 és 6
kozé, ha az elsé n mintaelemet tekintjik (n=1,2,...,1000).



Hazi feladat november 13-ig: megoldas

Tegyiik fel, hogy harom tavoli varos mindegyikében a tobbitdl fiiggetleniil minden
nap p valészintiséggel van foldrengés. Legyen X, Y, Z az, hogy az egyes varo-
sokban mostantdl hanyadik napon lesz el6szor foldrengés. Szamitsuk ki az alabbi
mennyiségeket, és abrazoljuk Sket p figgvényében (példaul R-ben):

Q cov( X +VY,Z-X)

Q@ RX+Y,Z-X)

Q@ R(2X +Y,2X + 2)

Az X, Y, Z valosziniiségi valtozok fiiggetlenek, geometriai eloszlasiak p paramé-
terrel:

PX=k)=P(Y=k)=P(Z=k)=(1-p)lp (k=0,1,2,..)



Hazi feladat november 13-ig: megoldas

Az X, Y, Z valésziniiségi valtozok fiiggetlenek, geometriai eloszlasiak p paramé-
terrel:

PX =k =P(Y=k)=P(Z=k)=(1-p)'p (k=0,1,2,...)

cov(X +Y,Z—X) =cov(X,Z)+ cov(X,—X) + cov(Y,Z) + cov(Y,—X)

1-p
= —D*(X) = — >

)

felhasznalva, hogy a kovariancia lineéris, fliggetlen val6szin(iségi valtozok kovarian-
cidja 0, egy valészin(iségi valtozo sajat magaval vett kovariancidja a sz6rasnégyzete,
illetve alkalmazva a geometriai eloszlas szérasara vonatkozo képletet.



Hazi feladat november 13-ig: megoldas

1—
cov(X +Y,Z — X) = —D*(X) = — pzp

kov < — function(p){—(1 — p)/p?}
x=seq(from=0, to=1, by=0.02)
y=kov(x)

plot(y~x, col="blue", lwd="3", main="Kovariancia a p fiiggvényében", xlab="p",
ylab="kovariancia")



Hazi feladat november 13-ig: megoldas

Kovariancia a p fliggvényében

0
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cov(X +Y,Z—-X)=-D?*(X) = —1p_.f abrazolasa p fiiggvényében




Hazi feladat november 13-ig: megoldas

Az X, Y, Z valbsziniiségi valtozok fiiggetlenek, geometriai eloszlasiak p paramé-
terrel.

1—
cov(X +Y,Z —X) = —D*(X) = — pzp
Mivel X, Y, Z fliggetlenek, és szorasnégyzetitk megegyezik:

D(X + Y) = /D2(X) + D2(Y) = /2D%(X) = V2 - D(X)
— X) = /D?(Z) + D2(—X) = \/2D?(X) = V2 - D(X)
RIX4Y.Z— X) = cov(X+Y,Z-X) —D?(X) 1

DIX+Y)D(Z-X) ~ V2-D(X)-v2-D(X) 2



Hazi feladat november 13-ig: megoldas

Az X, Y, Z valésziniiségi valtozok fiiggetlenek, geometriai eloszlasiak p paramé-
terrel.

Az el6z6h6z hasonléan

cov(2X + Y, 2X + Z) = cov(2X,2X) = 4D*(X)

Mivel X, Y, Z fiiggetlenek, és szérasnégyzetitk megegyezik:

DX + Y) = /D2(2X) + D2(Y) = \/5D2(X) = v/5 - D(X)

D(2X + Z) = /D?2(2X) + D?(Z) = \/5D%(X) = V5 - D(X)

_cov(2X + Y, 2X+2Z) 4D%(X) 4
REX+Y,2X+2) = D2X+ Y)D(2X+Z) ~ 5-D(X)-v5-D(X) 5




Hazi feladat november 13-ig: megoldas

4
R(X+Y,Z—X):—%; RX+Y,2X+27) = ¢.

Ezek a korrelaciés egyiitthaték nem fiiggenek p-tél, minden p-re ugyanaz az érték
adddik.

z=rep(-0.5, 51)

u=rep(0.8, 51)

plot(u~x, col="blue", Iwd="3", main="Korrelaciés egyiitthaték a p fiiggvényé-
ben", xlab="p", ylab="korrelaciés egyiitthaté", ylim=c(-1,1), xlim=c(0,1))

lines(z~x, col="red", lwd="3", type="p")



Hazi feladat november 13-ig: megoldas

Korrelacios egyiitthatok a p fliggvényében
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L e e T T T T

05

korrelacios egyltthaté
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R(X+Y,Z—X) = —1 (piros) és R(2X + Y,2X + Z) = ¢ (kék) abrazolasa p
fliggvényében.



