Val6szinlségi valtozo (8. el6adas)

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozo, ha tetszéleges t valds szamra

{we: X(w) <t} €A,

vagyis tetszéleges t valds szamra a P(X < t) valdsziniiség értelmes.




Val6szinlségi valtozo (8. el6adas)

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozo, ha tetszéleges t valds szamra

{we: X(w) <t} €A,

vagyis tetszéleges t valds szamra a P(X < t) valdsziniiség értelmes.

Valakinek harom gyereke sziiletik, mindegyikiik a tobbitél fiiggetleniil 1/2
valészinliséggel fid. Legyen X a fidk szdma. Ekkor nyolc egyforman valészinii eset

van:
{LLL,FLL, LFL, LLF, ,FFF}

X eloszlasa: P(X =0) =1/8,P(X =1) =3/8,P(X =2)=3/8,P(X =3) =
1/8.



Val6szinlségi valtozo (8. el6adas)

Definicié (Valészintiségi valtozo)
Egy X : Q — R fiiggvény valésziniiségi valtozo, ha tetszéleges t valds szamra

{we: X(w) <t} e A,

vagyis tetszéleges t valds szamra a P(X < t) valdsziniiség értelmes.

Valakinek harom gyereke sziiletik, mindegyikiik a tobbitél fiiggetleniil 1/2
valészinliséggel fid. Legyen X a fidk szdma. Ekkor nyolc egyforman valészinii eset
van:

{LLL, FLL, LFL, LLF, ,FFF)
X eloszlasa: P(X =0) =1/8,P(X =1) =3/8,P(X =2)=3/8,P(X =3) =
1/8.
Ez alapjan: P(X <0) =1/8,P(X <1) =1/2,P(X <2) =7/8,P(X < 3) =1,
hasonléképpen P(X < —0,4) =0, P(X <0,4) =1/8, P(X <2,4)=7/8.



Példa: eloszlasfiiggvény

Fiuk szamanak eloszlasfliggvénye
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Harom gyerek koziil a fitk szdménak eloszlasfiiggvénye



Példa: eloszlasfiiggvény

Kockadobas eloszlasfiiggvénye
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Szabalyos dobékockaval dobott szam eloszlasfiiggvénye



Eloszlasfiggvény

Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{w e Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szamhoz hozzarendeli, hogy mennyi annak

valésziniisége, hogy a valosziniiségi valtozo értéke legfeljebb t. Példaul ha X a fiak
szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fit van) =1/2;

F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) = P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fiad van) = 7/8;



Eloszlasfiggvény

Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{w e Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra.

Az eloszlasfiiggvény minden t valés szamhoz hozzarendeli, hogy mennyi annak
valésziniisége, hogy a valosziniiségi valtozo értéke legfeljebb t. Példaul ha X a fiak
szama harom gyerek koziil:

F(1) = P(X < 1) = P(legfeljebb egy fit van) =1/2;

F(2) = P(X < 2) = P(legfeljebb két fia van) = 7/8;
F(2,3) = P(X < 2,3) = P(legfeljebb 2,3 fiad van) = 7/8;

Diszkrét val6sziniiségi valtozok esetén az eloszlasfiiggvény 1épcsés (véges sok érté-
ket vesz fel), és az ugrasok nagysagat az egyes lehetséges értékek valdszinGiségei
adjak meg.



Eloszlasfiiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi
F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t) =P{w € Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra.

Allitas
Ha a,b € R, és F az X eloszlastiiggvénye, akkor

P(a < X < b) = F(b) — F(a).




Eloszlasfiiggvény
Definicié (Eloszlasfiiggvény)

Legyen X : Q — R valdsziniiségi valtozo. Ekkor X eloszlasfiiggvénye az alabbi

F :R — [0, 1] fiiggvény:

F(t)=P(X <t)=P{{w e Q: X(w) < t}) minden t € R valds szamra.

Allitas
Ha a,b € R, és F az X eloszlastiiggvénye, akkor

P(a < X < b) = F(b) — F(a).

Allitas (Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai)

Legyen X valosziniiségi valtozo, F pedig az eloszlasfiiggvénye. Ekkor
(i) F monoton névé: a < b esetén F(a) < F(b).

(i) limi_o F(t) = 0; lim;oo F(t) = 1.

(iii) F jobbrdl folytonos, azaz minden t € R valds szdmra limg_,+, F(s) = F(t).

v




Abszolat folytonos valésziniiségi valtozd

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t)= / f(s)ds

—0o0

teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniiségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.




Abszolat folytonos valésziniiségi valtozd

Definicié (Abszolat folytonossag és siirtiségfiiggvény)

Az X valbsziniiségi valtozé abszolat folytonos, ha van olyan f : R — R fiiggvény,

melyre
t

P(X <t)= / f(s)ds
—00
teljesiil minden t € R szamra. llyenkor az f fiiggvényt az X valdsziniiségi valtozo
siiriiségfiiggvényének nevezziik.

4

Allitas
Legyen az X abszolit folytonos valésziniiségi valtozé, melynek siriségfiiggvénye
f. Ekkor tetszbleges a < b szamokra teljesiil, hogy

b
IP’(a<X<b):IP’(a§X§b):/ £(s)ds.




A siirtiségfliggvény tulajdonsagai
Allitas (Az eloszlasfiiggvény és stirtiségfiiggvény kapcsolata)

Legyen X abszoliit folytonos valdsziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.

(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szdmra

t

F(t)=P(X <t) :/ f(s)ds.

— 00

(b) Az f(t) = F'(t) figgvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhaté) az X
striségfiiggvénye.

<




A siirtiségfliggvény tulajdonsagai
Allitas (Az eloszlasfiiggvény és stirtiségfiiggvény kapcsolata)

Legyen X abszolat folytonos val6sziniiségi valtozé, melynek F az eloszlasfiiggvénye.

(a) Ha f az X siiriiségfiiggvénye, akkor minden t € R szdmra

t

F(t)=P(X <t) :/ f(s)ds.

— 00

(b) Az f(t) = F'(t) figgvény (azokra a t-kre, ahol F differencidlhaté) az X
striségfiiggvénye.

v

Allitas (A strtiségfiiggvény jellemzése)
Egy f : R — R fiiggvény pontosan akkor siiriiségfiiggvénye valamilyen valésziniiségi

véltozénak, ha

(i) f(s) > 0 teljesiil ,,majdnem minden” s € R-re (példdul véges vagy megszam-
lalhat6 sok kivétel lehetséges).

(i) 7, f(s)ds = 1.




Varhat6 érték és széras
Definici6 (Varhaté érték, abszolat folytonos eset)

Legyen X abszolit folytonos valdsziniiségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvénye f.
Ekkor X vérhato értéke:

E(X) = / s f(s)ds,

— 00

ha ez az integral létezik és véges.




Varhat6 érték és széras
Definici6 (Varhaté érték, abszolat folytonos eset)

Legyen X abszolit folytonos valdsziniiségi valtozé, melynek siiriiségfiiggvénye f.
Ekkor X vérhato értéke:

E(X) = /oo s - f(s)ds,

— 0o

ha ez az integral létezik és véges.

Definici6 (Szérasnégyzet és széras)

Tegyiik fel, hogy az X valésziniiségi valtozé abszolut folytonos, és siiriiségfiiggvénye
f. Ekkor X szorasnégyzete:

D*(X) = E[(X — E(X))*],

D(X) = \/E[(X — E(X))?],

ha ezek a véarhaté értékek léteznek.

szordsa pedig




Szérasnégyzet és szoras

Definici6 (Szérasnégyzet és széras)

Tegyiik fel, hogy az X valosziniiségi valtozé abszolut folytonos, és siiriiségfiiggvénye
f. Ekkor X szorasnégyzete:

D*(X) =E[(X — E(X))*],

D(X) = \/E[(X — E(X))?].

ha ezek a vérhaté értékek léteznek.

szorasa pedig

Allitas (A szérasnégyzet kiszamitasa)
A szérasnégyzetet a kovetkezéképpen szamithatjuk ki abszolut folytonos X valo-
sziniiségi valtozo esetén:

D?*(X) = E(X?) — []E(X)]2 = /oo s*f(s)ds — [/oo 5- f(s)dsr7

—0o0 —00

ahol f az X siiriiségfiiggvénye.




Egvenletes eloszlas (uniform distribution)
Definici6 (Egyenletes eloszlas)

Legyenek a < b valés szamok. Azt mondjuk, hogy az X valdsziniiségi valtozo
egyenletes eloszlisi az [a, b] intervallumon, ha siirdségfiiggvénye

1 .
F(s) = e haa<s<bpb;
0, kiilénben.

Egyenletes eloszlds

r T T T
100 105 10 15

értekek

U(10, 12) siiriiségfiiggvény és 500 elem{ minta hisztogramja




Egyenletes eloszlas
Allitas (Az egyenletes eloszlas tulajdonsagai)

Legyen az X valdsziniiségi valtozo egyenletes eloszldsa az [a, b] intervallumon. Ek-
kor a kovetkezok teljesiilnek.

(i) X eloszlasfiiggvénye:

(i) Haa<c<d<b, akkor

P(C<X<d)—/cdf(s)ds—/cd

(iii) Az X valosziniiségi véltozé varhato értéke és szorasa:

b—a b—a

E(X) = a;b; D(X) = b\/_ﬁa.




Példa: egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 6ra kozott érkezik. Feltessziik, hogy
érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasa a [10, 12] intervallumon. Ekkor az el6z6
allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valésziniisége, hogy 10 és 11 6ra kozott érkezik:



Példa: egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 6ra kozott érkezik. Feltessziik, hogy
érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasa a [10, 12] intervallumon. Ekkor az el6z6
allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valésziniisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11—10)/(12—10) =
1/2.

@ Annak valészintisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik:



Példa: egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 6ra kozott érkezik. Feltessziik, hogy

érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasa a [10, 12] intervallumon. Ekkor az el6z6
allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valésziniisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11—10)/(12—10) =
1/2.

@ Annak valésziniisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik: 1/8 = 0,125.

@ Erkezési idépontjanak varhato értéke:



Példa: egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 6ra kozott érkezik. Feltessziik, hogy
érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasa a [10, 12] intervallumon. Ekkor az el6z6
allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valésziniisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11—10)/(12—10) =
1/2.

@ Annak valésziniisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik: 1/8 = 0,125.

@ Erkezési idspontjanak varhaté értéke:(10 + 12)/2 = 11 éra.

o Erkezési idépontjanak szérasa:



Példa: egyenletes eloszlas

Csomagot varunk, a futdr 10 és 12 6ra kozott érkezik. Feltessziik, hogy
érkezésének id6pontja egyenletes eloszlasa a [10, 12] intervallumon. Ekkor az el6z6
allitas alapjan az alabbiak igazak (a = 10, b = 12).

@ Annak valésziniisége, hogy 10 és 11 éra kozott érkezik: (11—10)/(12—10) =
1/2.

@ Annak valésziniisége, hogy 10:15 és 10:30 kozott érkezik: 1/8 = 0,125.

@ Erkezési idspontjanak varhaté értéke:(10 + 12)/2 = 11 éra.

o Erkezési idspontjanak szérasa: (12 — 10)/4/12 = 1//3 = 0,5774.



Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas)

Legyen m valés, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniségi

valtozé normalis eloszlasti m varhato értékkel és o? szérasnégyzettel, ha siiriiség-
fliggvénye

1 (x — m)?
f(X) = \/ﬂo- exp (— T) (X € R)
Jelslése: Y ~ N(m,a?).




Normalis eloszlas

Definicié (Normalis eloszlas)

Legyen m valés, o pedig pozitiv szam. Azt mondjuk, hogy az Y valésziniségi
valtozé normalis eloszlasti m véarhato értékkel és o Gr

szorasnégyzettel, ha siriség-
fliggvénye
1 _ 2
f(x) = exp (— = m)® ) (x €R).

V2no 202
Jelslése: Y ~ N(m,a?).

Ha Y ~ N(m,o?), akkor E(Y) =m, D(Y) =o.

Standard normalis eloszlas: m = 0 varhaté értékii és o = 1 szérast normalis
eloszlas. Eloszlasfiiggvénye: &, siirliségfiiggvénye:

w(x)—\/%exp(—f)



Normalis eloszlas

Normalis eloszlas

relativ gyakorisagok

értékek

A standard normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye és 500 elem( minta hisztogramja
=} F = E E 9HAC



Hazi feladat november 20-ig

Szamitogép (példaul R) segitségével generaljunk két fiiggetlen, n = 500 elem( min-
tat, az elsé (ezek X1, Xs,..., X, valoszin(iségi valtozok) eloszlasa legyen normalis
eloszlas 2 varhaté értékkel és 3 szérassal, a masodik minta (ezek az Y1, Ya,..., Y,
valoszin(iségi valtozok) tetszélegesen valasztott, de nullatdl eltér6 m varhaté érték-
kel és tetsz6legesen valasztott, de 1-t8l eltér§ o szérassal.

@ Készitsiink hisztogramot az (Xi, Xz, ..., X,;) mintabdl. Mennyi ennek a min-
tanak az atlaga és a korrigalt tapasztalati sz6rasa?

@ Készitsiink hisztogramot az (X; + Y1, Xa+ Ya, ..., X, + Y,) mintabdl. Mennyi
ennek a mintanak az atlaga és a korrigdlt tapasztalati szérasa? Mennyi az
X1 + Y1 valészintségi valtozé varhaté értéke, illetve szérasa?

© Készitsiink hisztogramot az (X; — 2Y1,X; — 2Y5, ..., X, — 2Y,) mintabdl.
Mennyi ennek a mintanak az atlaga és a korrigélt tapasztalati szérdsa? Mennyi
az X; — 2V valdszin(iségi valtozé varhaté értéke, illetve szérasa?



Hazi feladat november 6-ig: megoldas

Szamitogép segitségével (példaul R-ben) generaljunk 1000 elem(i mintat

(a) binomialis eloszlasbdl tetszélegesen valasztott n > 100 és 0,2 < p < 0,8
esetén (tehat n és p szabadon valaszthatd, viszont a megoldas sordn végig
ugyanaz legyen);

(b) Poisson-eloszlasbél, melynek varhaté értéke megegyezik az (a)-ban hasznalt
binomialis eloszlas varhaté értékével.
Mennyi ennek a két eloszlasnak a varhaté értéke, illetve a szérasa?

Mennyi a mintaatlag a minta elsé 10, 100, illetve 1000 eleméb&l? Mennyi ennek
kiilénbsége a varhat6 értéktsl?

Mennyi a minta els6 10, 100, 1000 elemének tapasztalati szérasa (vagy korrigélt
tapasztalati szérdsa)? Mennyi ennek kiilonbsége az eloszlasok szorasatél?



Hazi feladat november 6-ig: megoldas

Legyen példaul n = 720 és p = 0,36. Ha tehat az X valészin(iségi valtozé eloszlasa
binomialis n = 720 renddel és p = 0, 32 paraméterrel, akkor

E(X) = np = 720 - 0,32 = 230, 4;
D(X) = /np(1 — p) = 1/720-0,32- 0,68 = 12,52.

Ha Y Poisson-eloszlast agy, hogy varhaté értéke 230, 4, akkor paramétere is ennyi,
vagyis A = 230, 4-gyel

E(Y) =\ =230,4; D(X) = VX =15,18.

Varhato érték, illetve mintaatlag az elsé 10, 100, 1000 elembdl, és az eltérés a
varhaté értéktdl (zardjelben):

varhato érték elsé 10 elsé 100 elsé ezer
binomialis 230.4 240,6 (10,2) 229,7 (-0,7) 230,231 (-0,169)
Poisson 230,4 227,4 (3) 230,91 (0,51) 230,478 (0,078)




Hazi feladat november 6-ig: megoldas

Legyen példaul n = 720 és p = 0,36. Ezer elemii minta binomialis eloszlasbél
ezekkel a paraméterekkel, illetve a mintaatlag az elsé tiz, szaz, illetve ezer elembdl:

> bminta<-rbinom(1000, size=720, prob=0.32)
> mean(bminta[1:10])

[1] 240.6

> mean(bminta[1:100])

[1] 229.7

> mean(bminta)

[1] 230.231



Hazi feladat november 6-ig: megoldas

Ezer elem(i minta Poisson-eloszlasbél A = 230, 4 paraméterrel, illetve a mintaatlag
az elsd tiz, szaz, illetve ezer elembél:

> pminta<-rpois(1000, lambda=230,4)
> mean(pminta[1:10])

[1] 227.4

> mean(pminta[1:100])

[1] 230.91

> mean(pminta)

[1] 230.478



Hazi feladat november 6-ig: megoldas

Legyen példaul n = 720 és p = 0,36. Ha tehat az X valészin(iségi valtozé eloszlasa
binomialis n = 720 renddel és p = 0, 32 paraméterrel, akkor

E(X) = np = 720 - 0,32 = 230, 4;
D(X) = /np(1 — p) = 1/720-0,32- 0,68 = 12,52.

Ha Y Poisson-eloszlast agy, hogy varhaté értéke 230, 4, akkor paramétere is ennyi,
vagyis A = 230, 4-gyel

E(Y) =\ =230,4; D(X) = VX =15,18.

Széras, illetve korrigalt tapasztalati széras az elsé 10, 100, 1000 elembél, és az
eltérés a szo6rastol (zarojelben):

sz6ras elsé 10 elsé 100 elsé ezer
binomialis 12,52 13,3 (0,78) 12,47 (0,05) 12,61 (-0,09)
Poisson 1518 11,22 (-3,96) 15,4 (0,22) 15,25 (0,07)




Az atlag valtozasa és a varhaté érték

Megfigyelések atlaga

o ° = binomidlis
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Binomialis eloszlas, n = 720, p = 0, 32, illetve Poisson-eloszlas, A = np = 230, 4.



Hazi feladat november 6-ig: megoldas

Ezer elemii minta Poisson-eloszlasbél A = 230,4 paraméterrel, illetve a korrigalt
tapasztalati szoras az elsé tiz, szaz, illetve ezer elembdl:

> pminta<-rpois(1000, lambda=230,4)
> sd(pminta[1:10])

[1] 11.21705

> sd(pminta[1:100])

[1] 15.40372

> sd(pminta)

[1] 15.25143



A szdéras valtozasa

Megfigyelések szorasa

@
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Binomialis eloszlas, n = 720, p = 0, 32, illetve Poisson-eloszlas, A = np = 230, 4.



