A kovariancia (7. el6adas)

Definicié (Kovariancia)

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozok, melyeknek szordsa létezik. Ekkor
az X és Y kovariancigja:

cov(X, Y) = E[(X — E(X)) - (Y — E(Y))].

Legyenek X, Y, Z, Xq,..., X, olyan val6szin(iségi valtozok, melyek szérasa létezik.
Ekkor a kovetkez6k teljesiilnek.

@ A kovariancia kiszamitasa:

cov(X, Y) = E(X - Y) — E(X)E(Y).

@ Szimmetria. cov(X, Y) = cov(Y, X).
@ Kapcsolat a szérasnégyzettel. cov(X, X) = D?(X).



A kovariancia tulajdonsagai

@ Konstanssal val6 kovariancia. cov(X,c) =0, ha c € R.
o Linearitas. Egyrészt
cov(X +Y,Z)=cov(X,Z)+ cov(Y, 2Z),
masrészt tetszéleges ¢ € R szamra

cov(cX,Y)=c-cov(X,Y).

o Fiiggetlenséggel valé kapcsolat. Ha az X és Y val6sziniiségi valtozdk
fuiggetlenek, akkor cov(X, Y) = 0 (forditva nem).

o Osszeg szérasnégyzete. D?(X + Y) = D?(X) + D?(Y) + 2cov(X, Y).
Tovabba . .
D? ( 3 X,-) =3 D2(X) +23 " cov(X;, X))
i=1 i=1 i<j

o Kiildnbség szérasnégyzete. D*(X — Y) = D?(X) + D?(Y) — 2cov(X, Y).



Kovariancia: példa.

Legyen X Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozé 2 paraméterrel. A line-
aritas, a szérasnégyzettel val6 kapcsolat és a konstanssal valé kovariancia alapjan:

cov(X + 3,2 X) = 2cov(X + 3, X) = 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =
=2D*(X)=2-2=4.



Kovariancia: példa.

Legyen X Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozé 2 paraméterrel. A line-
aritas, a szérasnégyzettel val6 kapcsolat és a konstanssal valé kovariancia alapjan:

cov(X + 3,2 X) = 2cov(X + 3, X) = 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =
=2D*(X)=2-2=4.

Egy lizletben az A és B Gjsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szama Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A Gjsag ara 300 forint, a B-é 400. Mennyi az Gsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a kovarianciaja?



Kovariancia: példa.

Legyen X Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozé 2 paraméterrel. A line-
aritas, a szérasnégyzettel val6 kapcsolat és a konstanssal valé kovariancia alapjan:

cov(X + 3,2 X) = 2cov(X + 3, X) = 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =
=2D*(X)=2-2=4.

Egy lizletben az A és B Gjsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szama Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A Gjsag ara 300 forint, a B-é 400. Mennyi az Gsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a kovarianciaja?

cov(X + Y,300X +400Y) = cov(X,300X) + cov(X,400Y) + cov(Y,300X)+
+ cov(Y,400Y) = 300 - cov(X, X) + 400 - cov(Y, Y)
= 300D%(X) + 400D?(Y) =
=300 - 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk a linearitast, azt, hogy fiiggetlenség esetén 0 a kovariancia, illetve
a Poisson-eloszlas tulajdonségait.



Kovariancia: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X + Y) egyiittes el6fordulasa
n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 102000.



Korrelalatlansag

Definicié (Korrelalatlansag)

Ha az X, Y valdsziniiségi valtozék kovariancidja 0, akkor azt mondjuk, hogy X és
Y korrelalatlanok.

Kordbban lattuk, hogy ha az X és Y valésziniiségi valtozok fiiggetlenek és szérasuk
létezik, akkor X és Y korrelalatlanok.

A korrelalatlansaghdl nem kovetkezik a fliggetlenség. Példaul: legyen X és Y két
szabalyos kockadobas, ezek fiiggetlenek. Legyen tovabba U =X+Y,V =X -Y.
Ekkor, bar X + Y és X — Y nem fiiggetlenek:

cov(U, V) = cov(X+Y,X = Y) = D*(X) —cov(X, Y)+cov(X, Y)—D?(X) = 0.

Ugyanakkor U és V nem fiiggetlenek, példaul

0:]P’(U:11,V:0)7AIP’(U:11)-]P>(V:o):3%.

| =



Korrelalatlansag: példa

Dobott szamok dsszege és kiilonbsége
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A dobott szamok kiildnbségének (X — Y) és a dobott szamok Gsszegének (X + Y)
egyiittes el6forduldsa 100 megfigyelésbsl. Kovariancia: 0, de X + Y és X — Y nem
fliggetlenek.



Korrel4cids egyiitthaté
Definicié

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szordsnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelacids egyiitthatdja:

cov(X,Y)

R(X, ) = | poopy)»  ha DX)>0.D(Y) > 0
B 0, ha D(X) =0 vagy D(Y) = 0.




Korrel4cids egyiitthaté
Definicié

Legyenek X és Y olyan valésziniiségi valtozék, melyek szordsnégyzete létezik. Ekkor
X és Y korrelacids egyiitthatdja:

cov(X,Y)

R(X, ) = | poopy)»  ha DX)>0.D(Y) > 0
’ 03 ha D(X) = O Vagy D(Y) — O

Allitas
Legyenek X és Y olyan valészindségi valtozok, melyek szérasa létezik
(i) Ekkor teljesiil, hogy
|R(X, Y)| < 1.
(i) Legyen a > 0 valds szam, b tetszbleges valos szam. Ekkor

R(X,aX + b) =1 és R(X,—aX + b) = —1.

(iii) Tegyiik fel, hogy |R(X,Y)| = 1. Ekkor léteznek olyan a és b valés szamok,
hogy az Y = aX + b egyenlet 1 valésziniiséggel teljesiil.




Korrelacids egyiitthaté: példa

Legyen X Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozé 2 paraméterrel. A line-
aritas, a szdrasnégyzettel val6 kapcsolat és a konstanssal valé kovariancia alapjan:

cov(X + 3,2 X) = 2cov(X + 3, X) = 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =
=2D*(X)=2-2=4.



Korrelacids egyiitthaté: példa

Legyen X Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozé 2 paraméterrel. A line-
aritas, a szdrasnégyzettel val6 kapcsolat és a konstanssal valé kovariancia alapjan:

cov(X + 3,2 X) = 2cov(X + 3, X) = 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =
=2D*(X)=2-2=4.

Tovabba a széras tulajdonsagai alapjan

D(X+3)=D(X)=v2,  D(2X)=2D(X) =2V2.

Tehat (X +3,2X) 202(X)
RIX+3,2X) = D(X+3)D7(2X) = DX)-2D(X) -




Korrelacids egyiitthaté: példa

Legyen X Poisson-eloszlast valdsziniiségi valtozé 2 paraméterrel. A line-
aritas, a szdrasnégyzettel val6 kapcsolat és a konstanssal valé kovariancia alapjan:

cov(X + 3,2 X) = 2cov(X + 3, X) = 2cov(X, X) + 2cov(3, X) =
=2D*(X)=2-2=4.
Tovabba a széras tulajdonsagai alapjan

D(X+3)=D(X)=v2,  D(2X)=2D(X) =2V2.

Tehat (X +3,2X) 202(X)
RIX+3,2X) = D(X+3)D7(2X) = DX)-2D(X) -

Altalaban is lattuk, hogy ha V = aU + b alaki, akkor a korrelaciés egyiitthaté
a/lal. Most V =2X =2(U — 3) =2U — 6, és a korrelacios egyiitthato értéke 1.



Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X +400Y') és az eladott példanyszam (X + Y) egyiittes el6fordulasa
n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 102000, korrelacids egyiitthaté: 0,9915.



Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B Gjsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A (jsag ara 300 forint, a B-é 400. Mennyi az Gsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szdrmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?



Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B Gjsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A (jsag ara 300 forint, a B-é 400. Mennyi az Gsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szdrmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?

cov(X + Y,300X + 400Y) = cov(X,300X) + cov(X,400Y) + cov(Y,300X)+
+ cov(Y,400Y) = 300 - cov(X, X) 4+ 400 - cov(Y,Y)
= 300D%(X) + 400D?(Y) =
=300 - 100 + 400 - 180 = 102000,

ahol felhasznaltuk a linearitast, azt, hogy fiiggetlenség esetén 0 a kovariancia, illetve
a Poisson-eloszlas tulajdonsagait.



Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A (jsag ara 300 forint, a B-é 400. Mennyi az Gsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?

cov(X + Y, 300X +400Y) = 300 - 100 + 400 - 180 = 102000;
D(X +Y) = /D2(X) + D*(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X +400Y) = \/3002D2(X) + 4002D2(Y)
= /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17;
X + Y. 300X + 400Y 102
R(X + Y300 + 400Y) = cov(X + Y, 300X +400Y) 02000

D(X + Y)D(300X +400Y) 16,73 -6148,17
= 0,9915.




Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A (jsag ara 300 forint, a B-é 400. Mennyi az Gsszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?

cov(X + Y,300X +400Y) = 300 - 100 + 400 - 180 = 102000;

D(X +Y) = /D2(X) + D*(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X +400Y) = 1/3002D?(X) + 4002D2(Y)

= /3002 - 100 + 4002 - 180 = 6148, 17;

cov(X + Y, 300X + 400Y) 102000
R(X + Y, 300X +400Y) = -
(XY, 300X +400Y) = 5 5 V) D(300X + 400Y) ~ 16,73 6148, 17
— 0,9915.

A korrelaciés egyiitthat6 értéke majdnem 1, azaz er6s pozitiv korrelacié van az
eladott példanyok szama és a bevétel kozott.



Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 4000. Mennyi az 6sszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?

cov(X + Y, 300X + 4000Y) = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;
D(X + Y) = /D2(X) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X + 4000Y) = /3002D2(X) + 40002D2(Y) =

= /3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42;

X + Y, 300X + 4000Y 750000
R(X + Y, 300X + 4000Y) = SVX+ Y, + ) _

D(X + Y)D(300X +4000Y) _ 16,73 - 53749, 42
=0,083.




Korrelaciés egyiitthaté: példa.

Egy lizletben az A és B jsag forgalmat figyelik. Legyen az A Gjsagbdl egy
nap alatt eladott példanyok szama X, a B (jsagbdl eladott példanyok szdma Y.
Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek, Poisson-eloszlastiak, X paramétere 100, Y-é
180. Az A ajsag ara 300 forint, a B-é 4000. Mennyi az 6sszesen eladott példanyok
szamanak és az ezekbdl szarmazé bevételnek a korrelacids egyiitthatéja?
cov(X 4+ Y, 300X + 4000Y) = 300 - 100 + 4000 - 180 = 750000;

D(X 4+ Y) = +/D2(X) + D2(Y) = /100 + 180 = 16, 73;
D(300X +4000Y) = 1/3002D2(X) + 40002D2(Y) =

= /3002 - 100 + 40002 - 180 = 53749, 42;

cov(X + Y, 300X + 4000Y) 750000
R(X + Y, 300X + 4000Y) = -
(X+Y, 300X + )= D{X + Y)D(300X + 4000Y) _ 16,73 - 53749, 42
— 0,083

A korrelacids egyiitthaté értéke majdnem 0, azaz nincs jelent&s korrelacié az eladott
példanyok szdma és a bevétel kdzott, ha az Gjsagok ara nagyon eltérd.



Korrelacids egyiitthaté: példa

Eladott példanyok és bevétel
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A bevétel (300X 44000Y) és az eladott példanyszam (X+Y) egyiittes el6fordulasa
n = 100 megfigyelésbél. Kovariancia: 750000, korrelacids egyiitthaté: 0,083.



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet:



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség:



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacio, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség:



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacio, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét irany-
ban lehet ok-okozati Gsszefiiggés

@ vitorlazassal toltott id6 és egészség:



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacio, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét irany-
ban lehet ok-okozati Gsszefiiggés
@ vitorlazassal toltott id6 és egészség:

ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati Gsszefiiggés,
a vitorlazas Osszefligg az anyagi helyzettel, ami az egészséggel, de csak a
vitorlazastol nem biztos, hogy egészséges lesz valaki

@ USA altal tudomanyra és technoldgiara koltott pénz és 6ngyilkossagok:



Korrelacié és ok-okozat

@ napsiitéses 6rak szama és hémérséklet: pozitiv korrelacié, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ napsiitéses 6rak szama és hémennyiség: negativ korrelacio, van ok-okozati
Osszefiiggés

@ anyagi helyzet és iskolai végzettség: van pozitiv korrelacié, de mindkét irany-
ban lehet ok-okozati Gsszefiiggés

@ vitorlazassal toltott id6 és egészség:
ha van is pozitiv korrelacié, nem biztos, hogy van ok-okozati Gsszefiiggés,
a vitorlazas Osszefligg az anyagi helyzettel, ami az egészséggel, de csak a
vitorlazastol nem biztos, hogy egészséges lesz valaki

@ USA altal tudomanyra és technoldgiara koltott pénz és 6ngyilkossagok:van po-
zitiv korrelacié (R = 0,9979), de feltehetden nincs ok-okozati 6sszefiiggés
(forras és tovabbi példak: http://tylervigen.com/spurious-correlations)



Hazi feladat november 13-ig

Tegyiik fel, hogy harom tavoli varos mindegyikében a tobbitél fiiggetleniil minden
nap p valosziniiséggel van foldrengés. Legyen X, Y, Z az, hogy az egyes varo-
sokban mostantdl hanyadik napon lesz el8szor foldrengés. Szamitsuk ki az alabbi
mennyiségeket, és abrazoljuk Gket p fliggvényében (példaul R-ben):

Q cov(X+VY,Z-X)

Q@ RX+Y,Z-X)

Q@ R2X+ Y, 2X + Z)



Hazi feladat oktéber 16-ig: megoldas

Legyenek X és Y szabalyos kockaval dobott szdmok. Hatarozzuk meg az alabbi
mennyiségeket:

E(X+Y)=E(X)+E(Y) = $(1+243+...+6)+ (1+24+3+...+6) =
E(X?)=1(12+22+32+...+6%) =32 =1517

E(X?) — E(X)? = 15,17 — 3,52 = 2,92

E((X 4 Y)2) — E(X + Y)? = E(X?) + 2E(X)E(Y) + E(Y?) — 72 = 5,84.

Itt val6jaban az utolsé mennyiség az X és Y fiiggetlensége miatt

D*(X +Y) = D*(X)+D?*(Y)=2-2,92 =5,84.



