Nevezetes diszkrét eloszlasok (5. el6adas)

X : Q — R diszkrét valésziniiségi valtozd eloszlasa: a lehetséges értékei és a
hozzajuk tartozé valésziniiségek.

@ binomialis eloszlas: n fiiggetlen kisérlet, mindegyik p val6sziniiséggel sikeriil,
X: hany sikeriilt. P(X = k) = (})p*(1 — p)"~*.

@ hipergeometriai eloszlas: visszatevés nélkiili mintavételnél a hizott fekete go-
MY (N—M
lyok szama; P(X = k) = %

@ geometriai eloszlas: minden kisérlet p valésziniiséggel sikeriil; Y: hanyadik az
elss sikeres. P(Y = k) = (1 — p)*~1p.
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hozzajuk tartozé valésziniiségek.

@ binomialis eloszlas: n fiiggetlen kisérlet, mindegyik p val6sziniiséggel sikeriil,
X: hany sikeriilt. P(X = k) = (})p*(1 — p)"~*.

@ hipergeometriai eloszlas: visszatevés nélkiili mintavételnél a hizott fekete go-

lyok szama; P(X = k) = %

@ geometriai eloszlas: minden kisérlet p valésziniiséggel sikeriil; Y: hanyadik az
elss sikeres. P(Y = k) = (1 — p)*~1p.

@ Poisson-eloszlas: az X valdszin(iségi valtozé Poisson-eloszlast A paraméterrel,

ha
/\k
P(X = k) = Fe*A (k=0,1,2...).



Gélok szama

Golok szama és Poisson-eloszlas
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Golok szama (n = 95 mérkézésbsl) és Poisson-eloszlas A = X = 1,375-tel



Poisson-eloszlas
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Megfigyelt értékek

A golok szamanak hisztogramja n = 95 mérkézésen, és kiilonb6zé paraméterd

Poisson-eloszlasok



Poisson-eloszlas

Definicié
Legyen A\ > 0. Azt mondjuk, hogy az X valdszindségi valtozé6 \ paraméteri
Poisson-eloszlasi, ha lehetséges értékei k = 0,1,2,..., a hozzdjuk tartozé valo-

sziniiségek pedig:

P(X = k)= Tre (k=0,1,...).




Poisson-eloszlas

Definicié
Legyen A\ > 0. Azt mondjuk, hogy az X valdszindségi valtozé6 \ paraméteri
Poisson-eloszlasi, ha lehetséges értékei k = 0,1,2,..., a hozzdjuk tartozé valo-

sziniiségek pedig:

P(X = k)= Tre (k=0,1,...).

Valéban eloszlas:

az exponencialis eloszlas Taylor-sora szerint.



Példa: Poisson-eloszlas
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Poisson-eloszlas, A = 3,61, k = 12-ig



A Poisson-eloszlas és a binomialis eloszlas kapcsolata
A Poisson-eloszlast altalaban akkor hasznaljak, ha sok fiiggetlen, kis valészintiséggel
bekovetkez6 eseménynél a bekdvetkezé események szamat kell tekinteni. Példaul:
@ a sajtéhibak szama egy kdnyvben;
@ egy biztosité 15000 tgyfele 4ltal 6sszesen okozott balesetek szama;

@ nagyobb tiizesetek szdma egy adott idészakban.
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@ a sajtéhibak szama egy kdnyvben;
@ egy biztosité 15000 iigyfele altal dsszesen okozott balesetek szama;
@ nagyobb tiizesetek szdma egy adott idészakban.
Legyen A > 0 pozitiv szdm, és p, = A/n minden n = 1,2,... egészre. Le-

gyen X Poisson-eloszlasi valdsziniiségi valtozé A paraméterrel, Y, eloszlasa pedig
Bin(n, p,). Ekkor tetszéleges k = 0,1,2,... esetén

lim P(Y, = k) = P(X = k),
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A Poisson-eloszlas és a binomialis eloszlas kapcsolata

Legyen A > 0 pozitiv szdm, és p, = A/n minden n = 1,2,... egészre. Le-
gyen X Poisson-eloszlash valdsziniiségi valtozé A paraméterrel, Y, eloszlasa pedig
Bin(n, p,). Ekkor tetszéleges k = 0,1,2,... esetén

lim P(Y, = k) =P(X = k),

n—o0

azaz
im () pk(1 kMo (k0,12
im { pa(1— pn) =4e (k=0,1,2,...).

n— oo

@ Y binomialis eloszlas n = 92 renddel és p = 0,0392 paraméterrel;
@ X Poisson-eloszlasi A = 3,61 = 92 - 0,0392 = np paraméterrel;
k 0 1 2 3 4 5 6 7

P(X=k) 0,027 0,098 0,176 0,212 0,191 0,138 0,083 0,042
P(Y =%k) 0,025 0,094 0176 0,215 0,195 0,14 0,083 0,043




A Poisson-eloszlas és binomalis eloszlas kapcsolata

Binomialis és Poisson-eloszlas

Lehetséges értékek
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A binomialis eloszlas n = 92 renddel és p = 0,0392 paraméterrel, illetve a Poisson-
eloszlas A = np = 3,61 paraméterrel



Alkalmazasok

@ els6 példa: l6ragas aldozatainak szdma porosz hadseregben

@ Poisson-folyamat: id6ben lejatsz6dé folyamat, melynél az [a, b) intervallumba
es6 események szama A(b — a) paraméter(i Poisson-eloszlasu, és a < b < ¢
esetén az [a, b) és [b, ¢) intervallumba es6 események szama fiiggetlen

@ példaul Poisson-folyamattal lehet modellezni (kézeliteni) azt, hogy egy lizletbe
mikor érkeznek vasarl6k (minden beérkezés egy esemény)

Megjegyzés: ha X, Y fiiggetelnek, Poisson-eloszlastiak \; és A\, paraméterrel, akkor
X + Y is Poisson-eloszlasi, A\; + A» paraméterrel.



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha 1/1000
val6sziniiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilénben semmit), akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobékockaval dobunk. A nyeremény
varhato értéke:

1 21
—(14+24...46)=— =3,5.
6( +2+...46) 6 ;
@ Ha szabalytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:
1 1 1 13
g6 +2+3+44546)=(2+3+4+5)+3-6=



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

@ Szerencsejaték igazsagos ara: a nyeremény varhaté értéke, példaul ha 1/1000
val6sziniiséggel 1000000 forintot nyeriink (kiilénben semmit), akkor 1000.

@ Annyit nyeriink, amennyit egy szabalyos dobékockaval dobunk. A nyeremény

varhato értéke:
1 21

—(14+24...46)=— =3,5.
6( +2+...46) 6 ;
@ Ha szabalytalan a kocka, példaul az 1 helyett is 6 van:
1 1 1 13
g6 +2+3+44546)=(2+3+4+5)+3-6=

A lehetséges értékeket megszorozzuk a hozzajuk tartozé valészintiséggel, és ezeket
Osszeadjuk.



Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke
Definici6 (Varhaté érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valosziniiségi valtozé, melynek eloszlasa

(x1,p1), (X2, P2), - - ., azaz B(X = x;) = p;. Ekkor X varhato értéke:

o0 o
E(X) = Zx,-p;, ha E(X) = Z |xi|pi < oo.
i=1 i=1




Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke
Definici6 (Varhaté érték, diszkrét eset)

Legyen X : Q — R olyan diszkrét valosziniiségi valtozé, melynek eloszlasa
(x1,p1), (X2, P2), - - ., azaz B(X = x;) = p;. Ekkor X varhato értéke:

o0 o
E(X) = Zx,-p,-, ha E(X) = Z |xi|pi < oo.
i=1 i=1

Legyen X a fitk szdma a harom gyerek koziil. Ekkor

1 3 3 1 12 3
= .= .= .= - = :7:1 .
E(X)=0-g+1-g+2- 243 2=2=2=15

Legyen Y egy szabalyos dobdkockaval dobott
szam. Ekkor

1 1 1 1 1 1




Diszkrét valdszinlségi valtozok varhato értéke

(elfajult eloszlas) Ha X = ¢ fennall 1 valésziniiséggel: E(X) = ¢ - P(X =
c)=c.

(korlatossag) Ha a < X < b valamely a < b szamokra, akkor a < E(X) < b.

(egyenletes eloszlas) Ha az xq, xa, . . ., X, szamok mindegyikének 1/n a valdszi-
niisége, akkor a vérhato érték a szdmok szamtani kézepe: X = L(x+...4+x,).

(indikator) Legyen 14 az A esemény indikatora, vagyis 1, ha A bekdvetkezik,
és 0 kiilonben. Ekkor E(Ia) =1-P(Ia = 1) = P(A).

(6sszeg) Ha X, Y val6sziniiségi valtozék és X + Y varhaté értéke létezik,
akkor
E(X + Y) =E(X) + E(Y).



Nevezetes diszkrét eloszlasok varhatd értéke

@ binomiélis eloszlas n renddel és p paraméterrel: np
példaul: 100 gyerek koziil mindenki a tobbiektdl fiiggetleniil 0, 2 val6sziniiség-
gel balkezes. A balkezesek varhaté szdma: 100-0,2 = 20

@ hipergeometrikus eloszlas M, N, n paraméterekkel: % -n

@ geometriai eloszlas p paraméterrel: 1/p
példaul: szabalyos dobokockaval az elsé hatos dobashoz sziikséges dobasok
szaméanak varhaté értéke 6

@ Poisson-eloszlas A paraméterrel: A



Fliggvény varhato értéke
Allitas
Legyen X : Q — R diszkrét valdsziniiségi valtozo, melynek lehetséges értékei

X1,Xp, ..., tovabba P(X = xx) = px teljesiil k > 1 esetén. Legyen tovibbs
g : R — R figgvény. Ekkor

E(g(X)) = g(x1)p1 + g(x2)p2 + g(x3)P3 - - -,

ha ez a varhaté érték létezik.

Példaul: legyen Y egy szabalyos dobokockaval dobott szam. Ekkor g(x) = x?-tel:

1 1 1 1 1 1 91
2y — 2.7 2.7 2.7 5.7 2.7:i:
E(Y?) =1 c+2% 243 - +4 o452 +6" o= = =1517




Fliggvény varhato értéke

Allitas
Legyen X : Q — R diszkrét valdsziniiségi valtozo, melynek lehetséges értékei
X1,Xp, ..., tovabba P(X = xx) = px teljesiil k > 1 esetén. Legyen tovibbs

g : R — R figgvény. Ekkor

E(g(X)) = g(x1)p1 + g(x2)p2 + g(x3)P3 - - -,

ha ez a varhaté érték létezik.
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1 1 1 1 1 1 91
2y — 2.7 2.7 2.7 5.7 2.7:i:
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Nem mindig létezik ez a varhat6 érték. Példaul (szentpétervari paradoxon): Z
geometriai eloszlasi p = 1/2 paraméterrel (azaz px = 5, g(x) = 2. Ekkor

1 1

1
E(g(Z)):Zl-§+22~2—2+23-2—3+...:1+1+1+...:oo.




Teljes varhaté érték tétele

Definicié (Feltételes varhaté érték)
Legyen X diszkrét valGsziniiségi valtozd, melynek lehetséges értékei xq, x5, . .., és B
pozitiv valdsziniiségii esemény. Ekkor az X-nek a B-re vonatkozé feltételes varhaté
értéke:
oo oo
P{X = x}NB)
(X|B) ;Xk (X = x«|B) ;Xk F(B)

Példaul: két szabalyos kockadobasnal az els6 dobas feltételes varhaté értéke, felté-
ve, hogy az Gsszeg 6:



Teljes varhaté érték tétele

Definici6 (Feltételes varhaté érték)

Legyen X diszkrét valGszintiségi valtozd, melynek lehetséges értékei xq, x5, . .., és B
pozitiv valdsziniiségii esemény. Ekkor az X-nek a B-re vonatkozé feltételes varhaté
értéke:

E(X|B) = Zxk -P(X = x«|B) = Zxk . P({X ;(;k)} N B).

Példaul: két szabalyos kockadobasnal az els6 dobas feltételes varhaté értéke, felté-
ve, hogy az Gsszeg 6: harom.

Allitas
Legyen X véges varhaté értékii valdsziniiségi valtozé, By, B,, ... pedig teljes ese-
ményrendszer (azaz unidjuk 2, és barmely ketté metszete iires). Ekkor

E(X) = E(X|B1)P(B1) + E(X|B;)P( ZE X|By)P(By).




Valészinliségi vektorvaltozo

Gyakran tobb mennyiséget egyszerre vizsgalunk, vagy ugyanazt tobbszér megmér-
jik. Peéldaul: véletlenszeriien valasztott ember havi jovedelme, kiadasa rezsire,

illetve élelmiszerre; vagy egy helyen 6t kiilonb6z6 miiszerrel megmérjitk a hémér-
sékletet.

Definici6 (Valészintiségi vektorvaltozo)

Egy X : Q — R" fiiggvény valésziniiségi vektorviltozd, ha tetszéleges ty, ta, ..., t,
szamokra

{we Q: Xi(w) < t1,X(w) < to, ..., Xp(w) <t} € A,

azaz aP(X; < t1,Xo < tp,..., X, < t,) valbsziniiség értelmes.

Itt X értékei n dimenziés vektorok, vagyis n hossz(i szamsorozatok, és X, ennek a
k. koordinatajat (elemét) jeloli.




Peremeloszlas

Val6szinliségi vektorvaltozé egyiittes eloszlasa: x, lehetséges értékek és py =
P(X = x¢) valésziniségek (k =1,2,...).

Az X = (X1, Xo, ..., X,) fiiggvény pontosan akkor val6sziniiségi vektorvaltozo, ha
minden koordinatéja valdszin(iségi valtoz6. Ez alapjan:

Definicié
Legyen X = (X1, Xo,...,X,) valoszindségi vektorvaltozo. Ekkor az Xy valdszi-

ndségi valtozo eloszlasat az X valésziniiségi vektorvaltozé k. peremeloszlasanak
nevezziik.

Az egyiittes eloszlds meghatarozza a peremeloszldsokat. Forditva nem, kivéve, ha
a koordinatak fliggetlenek.



Egyiittes eloszlas: példa

Kétszer dobunk szabalyos kockaval. Legyen X az elsé dobas, Y pedig a dobott
szamok koziil a nagyobb. Ekkor az (X, Y) valosziniiségi vektorvaltoz6 egyiittes
eloszlasa:

XY 1 2 3 4 5 6 Osszesen
1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
2 0 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6
3 0 0 1/12 1/36 1/36 1/36 1/6
4 0 0 0 1/9 1/36 1/36 1/6
5
6

0 0 0 0 5/36 1/36  1/6
0 0 0 0 0o 1/6 1/6
Osszesen 1/36 1/18 1/12 1/9 5/36 1/6 1

A peremeloszlasok:
X: (1,1/6),(2,1/6),(3,1/6),...,(6,1/6)
Y: (1,1/36),(2,1/18),...,(6,1/6)



Hazi feladat oktéber 16-ig

Legyenek X és Y szabalyos kockaval dobott szamok. Hatarozzuk meg az alabbi
mennyiségeket:

+Y)

)

X?) - E(X)?

(X+Y)?)—EX+Y)

E(X
E(X?
E(
E(



